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Що було на попереднiй лекцiй

На попереднiй лекцiї ми заклали фундамент для строгої побудови
ймовiрности

Ми визначили поняття елементарної подiї, подiї та простору елементарних
подiй

На просторi елементарних подiй ми з вами визначили 𝜎-алгебру — клас
множин, замкнений вiдносно злiченного числа доповнень, об’єднань i
перетинiв

Для кожної множини з 𝜎-алгебри можна коректно задати ймовiрнiсть

На скiнченному або злiченному просторi Ω як 𝜎-алгебру можна брати
множину всiх пiдмножин — 2Ω, тобто матимемо вимiрний простiр (Ω, 2Ω)

На незлiченному просторi R як 𝜎-алгебру беруть Борелеву 𝜎-алгебру ℬ,
тобто матимемо вимiрний простiр (R,ℬ)
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Функцiя вiд множини

Визначення (КЛ2.1.1)

Функцiя вiд множини (set function) — це функцiя 𝑓 : 𝒞 → R, де
𝒞 = {𝐴 : 𝐴 ⊆ Ω}

Будь-яка функцiя 𝑔(𝑥) : R → R — це також функцiя вiд множини:
𝑔(𝑥) ≡ 𝑔({𝑥})
Ми не розрiзнятимемо цi види функцiй, а просто казатимемо —
«функцiя»
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Аксiоми мiри

Визначення (КЛ2.1.2)

Функцiя 𝜇 : 𝒜 → R — мiра (measure), якщо:

(i) 𝜇(𝐴) ≥ 0 для всiх 𝐴 ∈ 𝒜
(ii) 𝜇 є 𝜎-адитивною (𝜎-additive)

𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
=

∞∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

(КЛ2.1.1)
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Скiнченнiсть мiри

Мiрою простору 𝜇(Ω) може бути будь-яке число i навiть ∞
Якщо 𝜇(Ω) < ∞, то мiра скiнченна

Визначення (КЛ2.1.3)

Мiра 𝜇 є 𝜎-скiнченною (𝜎-finite), якщо:

𝜇(Ω) = ∞
Iснує розбиття {𝐴𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . .} простору Ω таке, що 𝜇(𝐴𝑖) < ∞, 𝑖 = 1, 2, . . .
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Лiчна мiра

Приклад (КЛ2.1.4)

Лiчна мiра (counting measure) на (Ω,𝒜):

#(𝐴) =

{︃
𝑛 , 𝐴 = {𝜔1, . . . , 𝜔𝑛}
∞ , iнакше

(КЛ2.1.2)

Тобто це потужнiсть для скiнченної множини

Якщо |Ω| < ∞, то #(Ω) < ∞ — лiчна мiра скiнченна

Якщо |Ω| = ℵ0, то лiчна мiра нескiнченна, але 𝜎-скiнченна:

Ω = {𝜔1} ∪ {𝜔2} ∪ . . . , #({𝜔𝑖}) = 1 , 𝑖 = 1, 2, . . .

Якщо |Ω| = c, то лiчна мiра вже не буде навiть 𝜎-скiнченною
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Iмовiрнiснi мiра i простiр

Визначення (КЛ2.1.5)

Мiру P, яка задовольняє всi аксiоматичнi властивостi з Визначення КЛ2.1.2, i до
того ж P (Ω) = 1, називають iмовiрнiсною мiрою (probability measure)

Визначення (КЛ2.1.6)

Трiйку (Ω,𝒜, 𝜇) називають мiрним простором (measure space)

Зокрема, (Ω,𝒜,P) називають iмовiрнiсним простором (probability space)
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Чому такi аксiоми?

Розглянутi аксiоми — мiнiмальний набiр вимог до будь-якої мiри:
Мiрою множини не може бути вiд’ємне число (хiба може бути вiд’ємна,
скажiмо, площа?!)
Мiри неперетинних множин додаються (навiть у нескiнченному випадку)

Вони вiдповiдають iнтуїтивним уявленням про (в тому числi класичну)
ймовiрнiсть

Аксiома (i):

Тому що 0 ≤
𝑚

𝑛
≤ 1

Звiдси P (Ω) = 1
Можна взяти iншу нормалiзацiю: у побутi часто кладуть P (Ω) = 100
(«iмовiрнiсть 50%»)

Аксiома (ii):

Двi подiї незалежнi з частотами
𝑚1

𝑛
i
𝑚2

𝑛

Iмовiрнiсть настання принаймнi однiєї з них є
𝑚1 +𝑚2

𝑛
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Основнi властивостi мiри

Теорема (КЛ2.2.1)

(Будь-яка) мiра 𝜇 на (Ω,𝒜, 𝜇) має такi властивостi:

(i) 𝜇(∅) = 0

(ii) Мiра є скiнченно-адитивною (адитивною, finitely additive):

𝜇

(︃
𝑛⋃︁

𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

(КЛ2.2.1)

(iii) 𝜇 є монотонно неспадною (monotonically nondecreasing):

𝜇(𝐴1) ≤ 𝜇(𝐴2) , 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝒜 , 𝐴1 ⊆ 𝐴2

Як наслiдок, якщо 𝐴1 ⊆ 𝐴2, то 𝜇(𝐴2∖𝐴1) = 𝜇(𝐴2 ∩𝐴𝑐
1) = 𝜇(𝐴2)− 𝜇(𝐴1)

(iv) 𝜇 є 𝜎-субадитивною (𝜎-subadditive):

𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
≤

∞∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . (КЛ2.2.2)

тобто навiть для перетинних множин

Ця нерiвнiсть також вiдома як нерiвнiсть Була (Boole’s inequality)

(v) 𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵)− 𝜇(𝐴 ∩𝐵)
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Основнi властивостi мiри

Доведення.

(i) Розгляньмо 𝐴 ∈ 𝒜 таку, що 𝜇(𝐴) < ∞. Очевидно, що

𝐴 = 𝐴 ∪ ∅ ∪ ∅ . . .

За аксiомою (ii) матимемо:

𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(∅) + . . .

Звiдси
𝜇(∅) = 0

(ii) Нехай 𝐴𝑖 = ∅ для 𝑖 > 𝑛. Використовуючи 𝜎-адитивнiсть, маємо

𝜇

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= 𝜇

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖 ∪
∞⋃︁

𝑛+1

∅

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖) +

∞∑︁
𝑛+1

0 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖)

(iii) Якщо 𝐴1 ⊆ 𝐴2, то 𝐴1 i 𝐴2∖𝐴1 = 𝐴2 ∩𝐴𝑐
1 — неперетиннi множини:

𝜇(𝐴2) = 𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐴2∖𝐴1) ≥ 𝜇(𝐴1) + 0 = 𝜇(𝐴1)

Звiдси
𝜇(𝐴2∖𝐴1) = 𝜇(𝐴2)− 𝜇(𝐴1)
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Основнi властивостi мiри

Доведення.

(iv) Перепишiмо злiченне об’єднання:

∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝐴1 + (𝐴2∖𝐴1) + . . .+ (𝐴𝑛∖𝐴𝑛−1∖ . . . ∖𝐴1) + . . .

Усi множини справа неперетиннi

Рис. КЛ2.2.1
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Основнi властивостi мiри

Доведення.

Продовження...

Тодi за аксiомою (ii):

𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= 𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐴2∖𝐴1) + . . .+ 𝜇(𝐴𝑛∖𝐴𝑛−1∖ . . . ∖𝐴1) + . . .

≤ 𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐴2) + . . .+ 𝜇(𝐴𝑛) + . . .

=

∞∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖)
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Основнi властивостi мiри

Доведення.

(v) Можна розписати як об’єднання двох неперетинних множин:

𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∩𝐴𝑐) , 𝐴 ∩ (𝐵 ∩𝐴𝑐) = ∅

Вiдтак
𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴 ∪ (𝐵 ∩𝐴𝑐)) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵 ∩𝐴𝑐)

Множину 𝐵 можна також розписати як об’єднання двох неперетинних
множин:

𝐵 = (𝐵 ∩𝐴) ∪ (𝐵 ∩𝐴𝑐) , (𝐵 ∩𝐴) ∩ (𝐵 ∩𝐴𝑐) = ∅
Вiдтак

𝜇(𝐵) = 𝜇((𝐵 ∩𝐴) ∪ (𝐵 ∩𝐴𝑐)) = 𝜇(𝐵 ∩𝐴) + 𝜇(𝐵 ∩𝐴𝑐)

Звiдси 𝜇(𝐵 ∩𝐴𝑐) = 𝜇(𝐵)− 𝜇(𝐴 ∩𝐵)
Вiдтак

𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴 ∪ (𝐵 ∩𝐴𝑐)) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵 ∩𝐴𝑐) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵)− 𝜇(𝐴 ∩𝐵)
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Властивостi ймовiрнiсної мiри

Зауваження (КЛ2.2.3)

Нормалiзацiя P (Ω) = 1 дає такi властивостi

P (𝐴𝑐) = 1− P (𝐴):
Ω = 𝐴 ∪𝐴𝑐

Використовуючи адитивнiсть:

1 = P (Ω) = P (𝐴 ∪𝐴𝑐) = P (𝐴) + P (𝐴𝑐)

Звiдси P (𝐴𝑐) = 1− P (𝐴)

P (𝐴) ≤ 1:
Iмовiрнiсть невiд’ємна: P (𝐴) ≥ 0
Звiдси P (𝐴) ≤ P (𝐴) + P (𝐴𝑐) = 1
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Приклад застосування властивостей

Приклад (КЛ2.2.4)

Нехай подiя 𝐴 =«контракт I виконано в рамках дедлайну»

Нехай подiя 𝐵 =«контракт II виконано в рамках дедлайну»

Нехай принаймнi один буде виконано в рамках дедлайну з iмовiрнiстю
P (𝐴 ∪𝐵) = 0.9

Нехай обидва виконано в рамках дедлайну — з iмовiрнiстю P (𝐴 ∩𝐵) = 0.5

Яка ймовiрнiсть того, що тiльки один iз контрактiв виконано в рамках
дедлайну?

Нас цiкавить симетрична рiзниця

𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∩𝐵𝑐) ∪ (𝐴𝑐 ∩𝐵) = (𝐴 ∪𝐵)∖(𝐴 ∩𝐵)

Тодi

P (𝐴∆𝐵) = P ((𝐴 ∪𝐵)∖(𝐴 ∩𝐵))

= P (𝐴 ∪𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵) = 0.9− 0.5 = 0.4
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Приклад застосування властивостей

Приклад (КЛ2.2.5)

У мiшку мiстяться талони:
номер 𝑖 1 2 3 4 5 6

P (𝑖) 1
4

1
8

1
8

1
8

1
8

1
4

𝐴𝑖 =«витягнуто талон 𝑖», 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗

Iмовiрнiсть 𝐴 =«номер щонайменше три»:

P (𝐴) = P (𝐴3 ∪𝐴4 ∪𝐴5 ∪𝐴6) =

6∑︁
𝑖=3

P (𝐴𝑖) =
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

4
=

5

8

Розгляньмо 𝐵 =«витягнуто талон iз парним номером»:

P (𝐵) = P (𝐴2 ∪𝐴4 ∪𝐴6) =
1

8
+

1

8
+

1

4
=

1

2

Витягнуто талон iз парним номером чи його номер щонайменше 3:

P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴)+ P (𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵)

= P (𝐴)+ P (𝐵)− P (𝐴4 ∪𝐴6) =
5

8
+

1

2
−
(︂
1

8
+

1

4

)︂
=

3

4
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Теорема включення-виключення (Inclusion-exclusion theorem)

Теорема (КЛ2.2.6)

Нехай (Ω,𝒜,P) — деякий iмовiрнiсний простiр. Тодi

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖

P (𝐴𝑖)−
∑︁
𝑖<𝑗

P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗) +
∑︁

𝑖<𝑗<𝑘

P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 ∩𝐴𝑘)

− . . .+ (−1)𝑛+1P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛)

(КЛ2.2.3)

Рис. КЛ2.2.2

Класна вiзуалiзацiя
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Неперервнiсть мiри

Визначення (КЛ2.2.7)

Нехай маємо 𝜇 на (Ω,𝒜, 𝜇) i 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . .

Мiра 𝜇 неперервна знизу (continuous from below), якщо

𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ . . . ⇒ lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃

Мiра 𝜇 неперервна зверху (continuous from above), якщо

𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ . . . ⇒ lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︃
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃

Мiра 𝜇 неперервна (continuous), якщо вона одночасно неперервна як
зверху, так i знизу

Мiра неперервна в порожнiй множинi (continuous at the empty set),
якщо 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ . . ., 𝐴𝑖 → ∅, а lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖) = 0
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Неперервнiсть мiри

Теорема (КЛ2.2.8)

(i) Будь-яка мiра 𝜇 на (Ω,𝒜, 𝜇) є неперервна

(ii) Нехай деяка функцiя 𝜇:
скiнченна
невiд’ємна
адитивна
неперервна в порожнiй множинi
𝜇(∅) = 0

...тодi 𝜇 є 𝜎-адитивною, тобто є повноцiнною мiрою
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Неперервнiсть мiри

Доведення.

Для доведення неперервности спочатку покажiмо неперервнiсть знизу

Нехай 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ . . .:

lim
𝑖→∞

𝐴𝑖 =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝐴1 + (𝐴2∖𝐴1) + . . .+ (𝐴𝑛+1∖𝐴𝑛∖ . . . ∖𝐴1) + . . .

= 𝐴1 + (𝐴2∖𝐴1) + . . .+ (𝐴𝑛+1∖𝐴𝑛) + . . .

≡ 𝐵1 +𝐵2 + . . .+𝐵𝑛 + . . .

22 / 32



Неперервнiсть мiри

Доведення.

Продовження...

Оскiльки цi множини вже є неперетинними:

𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︁
lim
𝑖→∞

𝐵𝑖

)︁
=

∞∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐵𝑖) = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐵𝑖)

= lim
𝑛→∞

(𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐴2∖𝐴1) + . . .+ 𝜇(𝐴𝑛∖𝐴𝑛−1))

= lim
𝑛→∞

(𝜇(𝐴1) + 𝜇(𝐴2)− 𝜇(𝐴1) + . . .+ 𝜇(𝐴𝑛)− 𝜇(𝐴𝑛−1))

= lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖)
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Неперервнiсть мiри

Доведення.

Продовження...

Покажiмо тепер неперервнiсть зверху

Нехай 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ . . .

Тодi 𝐴𝑐
1 ⊆ 𝐴𝑐

2 ⊆ . . . i можемо використати щойно доведений результат:

lim
𝑖→∞

𝜇(Ω∖𝐴𝑖) = lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑐
𝑖 ) = 𝜇

(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑐
𝑖

)︁
= 𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑐
𝑖

)︃

= 𝜇

(︃(︃
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃𝑐)︃
= 𝜇

(︃
Ω∖

∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= 𝜇(Ω)− 𝜇

(︃
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃

Тобто

lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇

(︃
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃

24 / 32



Неперервнiсть мiри

Доведення.

Продовження...

Доведiмо тепер другу частину теореми

Нехай 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . ., неперетиннi i 𝐴 =
⋃︀∞

𝑖=1 𝐴𝑖

Розгляньмо множини 𝐶𝑛 =
⋃︀

𝑖>𝑛 𝐴𝑖 = 𝐴∖
(︁⋃︀

𝑖≤𝑛 𝐴𝑖

)︁
Вони утворюють незростаючу послiдовнiсть, а 𝐶𝑛 → ∅

Тут 𝐴 = 𝐴1 ∪𝐴2 ∪𝐴3

𝐶2 — жовтi областi
𝐶3 — заштрихована область
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Неперервнiсть мiри

Доведення.

Продовження...

Ураховуючи неперервнiсть у порожнiй множинi, маємо:

lim
𝑛→∞

𝜇(𝐶𝑛) = 0 ⇒ lim
𝑛→∞

𝜇

⎛⎝𝐴∖

⎛⎝⋃︁
𝑖≤𝑛

𝐴𝑖

⎞⎠⎞⎠
= 𝜇(𝐴)− lim

𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇(𝐴)−
∞∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖) = 0

Вiдтак

𝜇(𝐴) =

∞∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐴𝑖)
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Промiжний пiдсумок

Ми формально увели поняття ймовiрности як мiри — деякої функцiї вiд
множини

Ми вимагаємо вiд мiри виконання всього двох властивостей (аксiом):
Невiд’ємнiсть
Мiри неперетинних множин можна додавати (навiть якщо множин є
злiченна кiлькiсть)

Ми показали, що з цих двох властивостей випливає низка iнших:
(Скiнченна) адитивнiсть
Монотонна неспаднiсть
𝜎-субадитивнiсть (для будь-яких вимiрних множин, у т.ч. перетинних)
Неперервнiсть

Як i у випадку з 𝜎-алгебрами, дуже добре, що аксiом мало, а властивостей
багато

Для перевiрки, що функцiя є саме мiрою, треба перевiрити мало аксiом, а
решта властивостей — як бонус

Тепер, коли ми знаємо, що таке мiра, потрiбно нарештi почати розглядати,
як побудувати деяку (ймовiрнiсну) мiру
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План лекцiї

1 Аксiоматичне визначення мiри

2 Властивостi мiри

3 Iмовiрнiсна мiра на злiченному просторi елементарних подiй
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Iмовiрнiсть на злiченному просторi

Нехай |Ω| < ∞ або навiть |Ω| = ℵ0

Тодi як 𝜎-алгебру можна взяти множину всiх пiдмножин: 𝒜 = 2Ω

Iмовiрнiсну мiру для вимiрного простору (Ω, 2Ω) можна задати так

Теорема (КЛ2.3.1)

Нехай (Ω, 2Ω) — деякий злiченний вимiрний простiр

Нехай функцiю 𝑝 : Ω → [0; 1] визначено так, що:∑︁
𝜔∈Ω

𝑝(𝜔) = 1

Тодi P : 2Ω → [0; 1] така, що

P (𝐴) =
∑︁
𝜔∈𝐴

𝑝(𝜔) (КЛ2.3.1)

є ймовiрнiсною мiрою
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Iмовiрнiсть на злiченному просторi

Доведення.

Потрiбно перевiрити три властивостi ймовiрнiсної мiри

Те, що P невiд’ємна — очевидно

Iмовiрнiсть усього простору

P (Ω) =
∑︁
𝜔∈Ω

𝑝(𝜔) = 1

за визначенням функцiї 𝑝

Потрiбно довести 𝜎-адитивнiсть
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Iмовiрнiсть на злiченному просторi

Доведення.

Продовження...

Розгляньмо

𝐴 =

∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖 , 𝐴𝑖 ∈ 2Ω , 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

Оскiльки простiр злiченний,

𝐴𝑖 = {𝜔𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐼𝑖} , 𝐼𝑖 ∩ 𝐼𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

Тут 𝐼𝑖, 𝐼𝑗 — деякi множини iндексiв

Використовуючи (КЛ2.3.1), маємо:

P (𝐴) =
∑︁

𝜔∈
⋃︀∞

𝑖=1 𝐴𝑖

𝑝(𝜔) =

∞∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑗∈𝐼𝑖

𝑝 (𝑤𝑗) =

∞∑︁
𝑖=1

P (𝐴𝑖)
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Дискретний iмовiрнiсний простiр

Визначення (КЛ2.3.2)

Iмовiрнiсну мiру, утворену вiдповiдно до Теореми КЛ2.3.1, називають
дискретною (discrete), як i сам iмовiрнiсний простiр

Таких мiр можна придумати дуже багато

Найпростiша дискретна ймовiрнiсна мiра на скiнченному (Ω, 2Ω):

𝑝(𝜔) =
1

|Ω|

Це нiщо iнше, як класична ймовiрнiсть

Iншi варiанти побудови дискретних iмовiрнiсних мiр розглядатимемо далi в
цьому курсi
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