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Передмова

Навчальне видання призначено для студентiв, якi вивчають дисциплiну
«Теорiя ймовiрностей» з циклу загальної пiдготовки освiтньо-професiйної
програми «Наука про данi та математичне моделювання» (спецiальнiсть
113 «Прикладна математика»). Ця дисциплiна є ключовою для освiтньої
програми, адже вона закладає пiдвалини для вивчення прикладних аспе-
ктiв застосування теорiї ймовiрностей у математичнiй статистицi, машин-
ному навчаннi та аналiзi даних.
Цей практикум забезпечує дисциплiну «Теорiю ймовiрностей» обсягом

36 академiчних годин лекцiйних занять та 36 академiчних годин практи-
чних занять, яку вивчають на факультетi прикладної математики у 3 семе-
стрi. Вiн повнiстю вiдповiдає навчальному посiбнику «Теорiя ймовiрностей.
Курс лекцiй» (https://ela.kpi.ua/handle/123456789/57153), який авто-
ри цього практикуму пiдготували для опанування лекцiйної частини кур-
су. Зокрема, у цьому практикумi ми посилаємося на твердження, теореми,
визначення з зазначеного курсу лекцiй, додаючи до вiдповiдних номерiв
префiкс КЛ.
Метою вивчення дисциплiни «Теорiя ймовiрностей» є засвоєння студен-

тами основних принципiв, iдей та методiв теорiї ймовiрностей, потрiбних
для дальшого вивчення загальнотеоретичних та практично орiєнтованих
дисциплiн та формування практичних навичок їх застосування в обранiй
предметнiй галузi. Предметом навчальної дисциплiни є випадковi подiї та
обчислення їхнiх ймовiрностей, випадковi величини та їхнi розподiли, по-
слiдовностi випадкових величин та їхнi граничнi розподiли, гранична пове-
дiнка послiдовностей випадкових величин, зокрема закони великих чисел
та центральнi граничнi теореми.
Пререквiзитами для вивчення дисциплiни є дисциплiни, предметом яких

є математичний аналiз, алгебра та геометрiя та дискретна математика.
Особливо корисними для опанування дисциплiни є детальне освоєння основ
матричної алгебри, умов збiжности послiдовностей та функцiй, безумов-
ної оптимiзацiї функцiй багатьох змiнних, теоретико-множинних операцiй,
елементiв теорiї мiри тощо. Вивчення дисциплiни є передумовою вивчення
математичної статистики, машинного навчання та аналiзу даних.
Практикум мiстить 17 роздiлiв, якi приблизно вiдповiдають практичним

заняттям. У кожному роздiлi наведено стислий теоретичний матерiал (ре-
тельний виклад можна знайти в Курсi лекцiй), детальнi приклади розв’я-
зання типових задач, а також додатковi задачi для самоконтролю. Задачi
для практичних занять переважно адаптовано з джерел, наведених у спи-

https://ela.kpi.ua/handle/123456789/57153
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ску використаної лiтератури, окремi задачi автори пiдготували самостiйно.
Увесь iлюстративний матерiал пiдготували автори, графiки було пiдготов-
лено з використанням мови програмування Python. Наприкiнцi практику-
му наведено перелiк посилань, якi було використано пiд час його пiдготов-
ки.
Практикум має стати в пригодi пiд час проведення практичних занять, а

також для самостiйного поглибленого опанування матерiалу та пiдготовки
до контрольних заходiв та iспиту з дисциплiни.
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1 Обчислення класичної

ймовiрности

1.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ1.2–КЛ1.3.
Одним iз найбазовiших понять у теорiї ймовiрностей є випадковий експе-

римент (random experiment), який можна розглядати як деяку процедуру,
що вiдбувається за певних умов довiльне число разiв, i результатом якого
може бути один варiант iз деякого набору можливих.

Визначення (КЛ1.2.1). Простором елементарних подiй (sample space)
Ω для деякого випадкового експерименту називатимемо множину всiх мо-
жливих його результатiв. Простiр Ω може бути скiнченним (finite), злiчен-
ним (countable) або незлiченним (uncountable). Елементами 𝜔 ∈ Ω цього
простору є елементарнi подiї (samples). Тодi подiя (event) 𝐴 — це деяка
пiдмножина (subset) простору Ω1.

Ми кажемо, що сталася подiя 𝐴, якщо результат експерименту нале-
жить множинi 𝐴. Оскiльки подiї є пiдмножинами простору 𝑆, до них за-
стосовнi всi теоретико-множиннi операцiї та їхнi властивостi. Вiдповiдну
таблицю з Курсу лекцiй ми повторюємо тут у Табл. 1.1.1.
Подiї 𝐴1, 𝐴2, . . . утворюють розбиття (partition) простору Ω, якщо вони

є попарно несумiснi — 𝐴𝑖∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗 — а їх об’єднання дає весь простiр:⋃︀∞
𝑖=1𝐴𝑖 = Ω. Розбиття може бути скiнченним або нескiнченним.
Деякi властивостi операцiй над множинами та пов’язанi з цим закони

такi:

� комутативнiсть (commutativity) об’єднання й перетину: 𝐴∪𝐵 = 𝐵∪𝐴,
𝐴 ∩𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴;

� асоцiативнiсть (associativity) об’єднання й перетину: 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) =
(𝐴 ∪𝐵) ∪ 𝐶, 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∩ 𝐶;

1Варто розрiзняти подiї як множини, наприклад, подiї {𝜔1}, {𝜔4} тощо, та елементарнi подiї як
елементи простору — 𝜔1, 𝜔4 тощо. У цьому сенсi англомовна термiнологiя вдалiша, адже елементи
𝜔 називають samples, а вiдповiднi множини {𝜔} — простими подiями (simple events).
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Табл. 1.1.1: Iнтерпретацiя основних теоретико-множинних понять у кон-
текстi подiй

Теоретико-множинне поняття Iнтерпретацiя

порожня множина (empty set) ∅ неможлива подiя (impossible
event)

унiверсальна множина (universal
set) Ω

певна подiя (certain event)

належнiсть 𝜔 ∈ 𝐴 сталася подiя 𝐴
включення 𝐴 ⊆ 𝐵 якщо сталася подiя 𝐴, то сталася

подiя 𝐵
об’єднання (union) 𝐴 ∪𝐵 сталася або подiя 𝐴, або подiя 𝐵,

або обидвi
перетин (intersection) 𝐴 ∩𝐵 сталися обидвi подiї 𝐴 i 𝐵
неперетиннi (disjoint) множини
𝐴 ∩𝐵 = ∅

подiї 𝐴 i 𝐵 несумiснi (mutually
exclusive)

доповнення (complement) 𝐴𝑐 подiя 𝐴𝑐 стається тодi i тiльки то-
дi, коли подiя 𝐴 не стається

рiзниця (difference) двох множин,
𝐴∖𝐵 = 𝐴 ∩𝐵𝑐

сталася тiльки подiя 𝐴, точно не
𝐵

� дистрибутивнiсть (disributivity): 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶),
𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶);

� закони де Моргана2 (de Morgan’s laws):(︃⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)︃𝑐

=
⋂︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑐
𝑖 ,

(︃⋂︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)︃𝑐

=
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑐
𝑖 .

Визначення (КЛ1.3.1). Нехай простiр елементарних подiй є скiнченним:
Ω = {𝜔1, . . . , 𝜔𝑛}. У цьому випадку за побудовою:

� {𝜔𝑖} ∩ {𝜔𝑗} = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, тобто елементарнi подiї є попарно несумiснi;

�

⋃︀𝑛
𝑖=1 {𝜔𝑖} = Ω, тобто експеримент завершується принаймнi однiєю з

елементарних подiй;

� усi елементарнi подiї однаково вiрогiднi.

Нехай 𝐴 ⊆ Ω— деяка подiя. Тодi класичною ймовiрнiстю (classical, naive

2Августус де Морган (Augustus De Morgan, 1806–1871) — британський математик i логiк.
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probability) подiї вважатимемо вiдношення

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω|

. (КЛ1.3.1)

Iз визначення класичної ймовiрности безпосередньо випливають такi вла-
стивостi, для всiх подiй 𝐴,𝐵 ⊆ Ω:

� P (𝐴) ∈ [0; 1];

� P (Ω) = 1, P (∅) = 0;

� якщо подiї взаємовиключнi, то P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵);

� P (𝐴𝑐) = 1− P (𝐴).

Для злiченного простору поняття класичної ймовiрности визначають як
границю вiдносних частот настання певної подiї:

P (𝐴) = lim
𝑁→∞

𝑁(𝐴)

𝑁
, (КЛ1.3.2)

де 𝑁(𝐴) — число настань подiї 𝐴 серед 𝑁 повторень випадкового експе-
рименту. Вищенаведенi властивостi ймовiрностей зберiгаються i в цьому
випадку.
Для незлiченного простору поняття класичної ймовiрности перетворю-

ється в поняття геометричної ймовiрности, яку рахують як вiдношення
деякої мiри подiї 𝐴 як множини (довжина вiдрiзку, площа пласкої фiгу-
ри, об’єм тiла тощо) до загальної мiри всього простору (довжини, площi,
об’єму такого простору).
Виходячи з визначення класичної ймовiрности подiї 𝐴 ⊆ Ω, її пiдраху-

нок зовсiм нескладний: достатньо тiльки знати потужностi множини |𝐴| i
всього простору |Ω|. Цьому й буде присвячено перше практичне заняття.

1.2 Обчислення класичних iмовiрностей

для скiнченних просторiв

1.2.1 Правило множення

Завжди iснує можливiсть обчислити потужнiсть деякої скiнченної множи-
ни шляхом пiдрахунку її елементiв. Проте такий пiдхiд працює тiльки для
найпростiших просторiв на кшталт простору для пiдкидань гральної кi-
сточки. У загальному випадку для визначення числа елементiв множини
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Рис. 1.2.1: Iлюстрацiя до правила множення: якщо експеримент 𝐴 може за-
кiнчитися 3 варiантами, а експеримент𝐵 — чотирма, то загальне
число можливих упорядкованих варiантiв пiсля виконання обох
експериментiв Дорiвнює 3 · 4 = 12

застосовують декiлька прийомiв. Найважливiший iз них — так зване пра-
вило множення (multiplication rule).

Твердження 1.2.1 (Правило множення). Нехай експеримент складається
з 𝑛 експериментiв, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛. Якщо експеримент 𝐴𝑖 може завершитися 𝑟𝑖
варiантами, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, то загальне число впорядкованих варiантiв завер-
шення всiх експериментiв дорiвнює 𝑟1 · . . . · 𝑟𝑛.

Iлюстрацiю цього правила наведено на Рис. 1.2.1.
Iнколи для спрощення пiдрахункiв можна уявляти, що складовi експе-

рименту вiдбуваються послiдовного в часi, хоча насправдi вони можуть
виконуватися паралельно або в якомусь iншому порядку.

Вправа 1.2.2. Нехай у забiгу беруть участь 10 спортовцiв. Покладiмо,
що нiчия неможлива, тобто перше, друге i третє мiсця повиннi посiсти рi-
знi учасники. Скiльки iснує можливих варiантiв посiдання (перших трьох)
призових мiсць учасниками забiгу?

Розв’язання. Уявiмо, що мають мiсце три рiзнi експерименти — посiдання
першого мiсця 𝐴, посiдання другого мiсця 𝐵 i посiдання третього мiсця 𝐶.
Кожен учасник може посiсти перше мiсце, тому всього iснує 10 варiан-

тiв завершення експерименту 𝐴. Пiсля його завершення залишилось 9 мо-
жливих кандидатiв на друге мiсце, отже експеримент 𝐵 має 9 можливих
варiантiв. Аналогiчно 𝐶 має 8 можливих варiантiв.
Отже загальне число варiантiв посiдання трьох призових мiсць дорiвнює

10 · 9 · 8 = 720.

Зауваження 1.2.3. Розв’язуючи Вправу 1.2.2, ми почали аналiз iз першо-
го мiсця, хоча могли це зробити з будь-якого iншого. Наприклад, ми могли
сказати, що експеримент 𝐶 має 10 можливих варiантiв, потiм що 𝐴 має
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9 можливих варiантiв, i нарештi, що 𝐵 має 8 можливих варiантiв. Хро-
нологiчний порядок виконання експериментiв значення не має, важливий
тiльки той факт, що результати виконання трьох експериментiв впорядко-
ванi, тобто що двi особи не можуть посiсти одне мiсце.

Приклад 1.2.4. Нехай студент планує придбати морозиво. Морозивник
торгує ванiльним, полуничним та шоколадним морозивом, яке можна за-
мовити у вафльовому рiжку або в пластиковому цеберку. Цiлком очевидно,
що iснує 3 · 2 = 6 усiх можливих варiантiв придбання морозива. При цьо-
му обчислення можна було почати з типу фасування i сказати, що iснує
2 · 3 = 6 варiантiв.
Також зовсiм непринципово, якi саме смаки морозива доступнi для ко-

жного типу фасування, головне, що їх є однакова кiлькiсть — 3. Якби для
морозива в рiжку та морозива в цеберку були доступнi смаки в рiзнiй кiль-
костi, то правило множення не було б застосовно.

1.2.2 Вибiр

Значна кiлькiсть експериментiв у теорiї ймовiрностей та статистицi полягає
у здiйсненнi вибору (sampling) об’єктiв iз деякого набору. Вибирати об’єкти
можна одним iз чотирьох способiв.
Вибiр можна класифiкувати за принципом наявности повторень:

� iз повтореннями (with replacement): якщо пiсля вибору об’єкта його
повертають назад до початкового набору i можливий його повторний
вибiр у майбутньому;

� без повторень (without replacement): якщо об’єкт пiсля вибору вилу-
чають iз початкового набору.

Вибiр можна класифiкувати за принципом збереження порядку:

� зi збереженням порядку (order matters): вибiр об’єктiв у рiзному по-
рядку веде до рiзних результатiв;

� без збереження порядку (order doesn’t matter): головне, якi об’єкти
вибрано, а не в якому порядку.

Поки що зосередьмося на експериментах, у яких порядок здiйснення ви-
бору має значення.
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Вибiр зi збереженням порядку

Твердження 1.2.5 (Вибiр iз повтореннями). Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єк-
тiв. Загальне число вибору 𝑘 об’єктiв iз такого набору з повтореннями, зi
збереженням порядку, дорiвнює 𝑛𝑘.

Доведення. Нехай у деякiй вазi мiститься 𝑛 куль, пронумерованих вiд 1 до
𝑛. Вибiр iз повтореннями передбачає послiдовне витягування однiєї кулi,
фiксацiї її номеру та повернення її назад до вази.
Витягування однiєї кулi можна розглядати як окремий експеримент, який

має 𝑛 можливих варiантiв. Загальне число таких експериментiв — 𝑘 штук.
Оскiльки важливий порядок результатiв експериментiв, можна застосува-
ти правило множення, згiдно з яким iснує 𝑛 · 𝑛 · . . . · 𝑛 = 𝑛𝑘 варiантiв
завершення всього експерименту.

Твердження 1.2.6 (Вибiр без повторень). Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв.
Загальне число вибору 𝑘 об’єктiв iз такого набору без повторень, зi збере-
женням порядку, дорiвнює 𝑛!

(𝑛−𝑘)! .

Доведення. Нехай у деякiй вазi мiститься 𝑛 куль, пронумерованих вiд 1
до 𝑛. Вибiр без повторень передбачає послiдовне витягування однiєї кулi,
фiксацiї її номеру та вiдкидання її набiк.
Витягування першої кулi можна розглядати як окремий експеримент,

який має 𝑛 можливих варiантiв. Пiсля витягу першої кулi у вазi залиша-
ється (𝑛 − 1) куль, i тому витягування другої кулi має (𝑛 − 1) можливих
варiантiв завершення, i т.д.
Загальне число таких експериментiв — 𝑘 штук. Оскiльки важливий по-

рядок результатiв експериментiв, можна застосувати правило множення,
згiдно з яким iснує

𝑛 · (𝑛− 1) · . . . · (𝑛− (𝑘 − 1)) =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

варiантiв завершення всього експерименту.

Зауваження 1.2.7. Очевидно, що якщо стоїть задача вибору 𝑛 об’єктiв iз-
посеред 𝑛 штук (тобто всiх) без повторень, то фактично потрiбно здiйснити
їх перестановку (permutation). Згiдно з Твердженням 1.2.6, iснує 𝑛! таких
перестановок.

Вправа 1.2.8 (Задача про днi народження (Birthday problem)). У кiмна-
ти присутнi 𝑘 осiб. Для спрощення покладiмо, що день народження ко-
жного з них мiг припасти на будь-який iз 365 днiв року (без 29 лютого) з
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однаковою ймовiрнiстю, а самi днi народження незалежнi один вiд одного
(виключаємо ситуацiї типу близнюкiв). Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї
𝐴, що принаймнi в однiєї пари людей день народження припадає на один
день?

Розв’язання. Простiр елементарних подiй у цiй задачi складається з усiх
можливих варiантiв розподiлу днiв народження мiж людьми в кiмнатi. Роз-
глядаючи днi народження як об’єкти, якi ми витягуємо з повтореннями i
присвоюємо людям у кiмнатi, доходимо висновку, що iснує 365𝑘 можливих
варiантiв розподiлу днiв народження у кiмнатi, тобто що |Ω| = 365𝑘.
Тепер нас цiкавить число варiантiв присвоєння днiв народження, за яких

принаймнi в однiєї пари осiб днi народження будуть однаковi. Такий пiдра-
хунок є задачею непростою, адже потрiбно врахувати не тiльки можливiсть
того, що Iван i Петро мають однаковий день народження, а всi iншi — рiзнi,
а й можливiсть, що Iван i Петро мають один спiльний день народження,
а Марiя й Анастасiя — також спiльний, але якийсь iнший. Або що Iван,
Петро i Марiя мають спiльний день народження на трьох, i т.п.
У таких ситуацiях часто буває простiше пiдрахувати потужнiсть множи-

ни 𝐴𝑐, яка є доповненням шуканої множини 𝐴. У нашому випадку потрiбно
пiдрахувати кiлькiсть варiантiв розподiлу днiв народження таких, що во-
ни всi рiзнi. Це зробити значно простiше, адже маємо справу з вибором 𝑘
об’єктiв iз 365 можливих без повторень. Вiдповiдно,

|𝐴| = |Ω| − |𝐴𝑐| = 365− 365!

(365− 𝑘)!
,

а тому, використовуючи (КЛ1.3.1), маємо:

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω|

= 1− 365 · 364 · · · · · (365− (𝑘 − 1))

365𝑘
.

Iмовiрнiсть P (𝐴) як функцiю вiд 𝑘 зображено на Рис. 1.2.2. Як можна
бачити, можливо до певної мiри несподiвано, але вже для 𝑘 = 23 осiб
iмовiрнiсть збiгу днiв народження перевищує 0.5. А в групi з 𝑘 = 57 осiб
iмовiрнiсть збiгу днiв народження перевищує 0.99!

Вправа 1.2.9 (Помилка Ляйбнiця). Якщо викинути правильну гральну
кiсточку двiчi, то яка подiя ймовiрнiша — 𝐴 =«сума двох чисел дорiвнює
11» чи 𝐵 =«сума двох чисел дорiвнює 12»?
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Рис. 1.2.2: Iмовiрнiсть P (𝐴) як функцiя вiд числа осiб у кiмнатi 𝑘 для Впра-
ви 1.2.8

Розв’язання. Пiдкидання кожної кiсточки можна вважати окремим екс-
периментом, тому iснує 36 можливих варiантiв випадiв чисел на двох кi-
сточках — упорядкованих пар Ω = (𝑥, 𝑦)⊤ ∈ N2, 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6. Усi вони
рiвноймовiрнi за симетричнiстю задачi. Шуканi подiї можна записати так:

𝐴 =
{︀
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ N2 : 𝑥+ 𝑦 = 11 , 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6

}︀
,

𝐵 =
{︀
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ N2 : 𝑥+ 𝑦 = 12 , 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6

}︀
.

Число 11 можна утворити сумою 5 i 6, тобто 𝐴 =
{︀
(5, 6)⊤, (6, 5)⊤

}︀
, а число

12 — тiльки сумою двох шiсток, тобто 𝐵 =
{︀
(6, 6)⊤

}︀
. Отже P (𝐴) = 2P (𝐵).

Проте Ляйбнiць стверджував, що P (𝐴) = P (𝐵), оскiльки, на його думку,
i 11, i 12 можна дiстати тiльки в один спосiб. Мiркуючи в такий спосiб, вiн
припускався тiєї помилки, що кiсточки є рiзними об’єктами, а тому порядок
випаду чисел має значення.

Вибiр без збереження порядку

Якщо потрiбно вибрати 𝑘 об’єктiв без збереження порядку, то застосування
формул iз попереднього роздiлу буде систематично завищувати справжнє
число можливих варiантiв, оскiльки варiанти, якi еквiвалентнi мiж собою з
точнiстю до перестановки, будуть рахуватися кратно. У загальному випад-
ку, оскiльки 𝑘 об’єктiв можна переставляти мiсцями в 𝑘! способiв, загальне
число варiантiв вибору 𝑘 об’єктiв за формулами з попереднього роздiлу в
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умовах без збереження порядку потрiбно дiлити на 𝑘!.

Приклад 1.2.10. Iз членiв комiтету в 𝑛 осiб, вiдповiдно до правила мно-
ження, можна обрати 𝑛(𝑛− 1) пар керiвникiв (голова, заступник голови),
але 𝑛(𝑛−1)

2 пар спiвголiв, оскiльки спiвголови рiвноцiннi.

При цьому потрiбно завжди пам’ятати, про що саме нас питають.

Приклад 1.2.11. Продовжмо розгляд Прикладу 1.2.4. Нехай студент пла-
нує придбати два морозива — одне в обiд, а iнше увечерi. Згiдно з правилом
множення, усього iснує 6 ·6 = 36 можливих таких пар (𝑥, 𝑦), де 𝑥 i 𝑦 позна-
чають певний варiант морозива (наприклад, шоколадне в рiжку). Нехай
нас тепер цiкавить число варiантiв морозива, якi можна придбати деякого
дня, незважаючи на їхнiй порядок. На перший погляд може здатися, що
вiдповiдь дорiвнює 36/2 = 18 варiантiв, оскiльки пари (𝑥, 𝑦) i (𝑦, 𝑥) еквiва-
лентнi. Проте це неправильно, адже студент мiг придбати однаковий варi-
ант морозива (наприклад, шоколадне в рiжку) i в обiд, i на вечiр, i таких
пар виду (𝑥, 𝑥) є 6 штук. Вони не мають своїх «дзеркальних вiдповiдникiв»,
тому просто вполовинити їх кiлькiсть було б неправильно. Отже, згiдно з
правилом множення, може бути тiльки 6 · 5 = 30 можливих пар (𝑥, 𝑦) iз рi-
зними варiантами морозива: 𝑥 ̸= 𝑦. Вiдтак загальне число рiзних варiантiв
морозива, якi можна придбати в один день, становить 30/2 + 6 = 21.

У цiй та аналогiчних ситуацiях порядок результатiв окремих експери-
ментiв не має значення.
Для спрощення пiдрахункiв числа варiантiв у схожих ситуацiях викори-

стовують поняття бiномного коефiцiєнту (binomial coefficient).

Твердження 1.2.12. Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв. Загальне число ви-
бору 𝑘 об’єктiв iз такого набору без повторень, без збереження порядку,
дорiвнює (︂

𝑛

𝑘

)︂
≡

⎧⎨⎩
𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
, 𝑘 ≤ 𝑛

0 , 𝑘 > 𝑛
, (1.2.1)

де
(︀
𝑛
𝑘

)︀
називають бiномним коефiцiєнтом.

Доведення. Згiдно з Твердженням 1.2.6, iснує 𝑛!
(𝑛−𝑘)! варiантiв вибору 𝑘 еле-

ментiв з-посеред 𝑛 можливих. Але порядок вибраних елементiв нас не цiка-
вить. Усього iснує 𝑘! варiантiв перестановок цих елементiв, тому ми повиннi
подiлити загальне число варiантiв на 𝑘!.

Вправа 1.2.13. Скiльки iснує варiантiв перестановок лiтер у словi «мате-
матика»?
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Розв’язання. Незважаючи на те, що в питаннi стоїть слово «перестанов-
ка», нас, очевидно, питають не про тi перестановки, яких буває 𝑛! штук,
а про рiзнi варiанти формування рядкiв iз символiв, що складають слово
«математика», з урахуванням того, що деякi лiтери повторюються.
Iснують щонайменше два рiзнi способи вiдповiсти на це питання. З одного

боку, ми справдi можемо сказати, що iснує 10! перестановок лiтер слова
«математика», але оскiльки лiтера «а» повторюється тричi, а лiтери «м» i
«т» — двiчi, то загальне число формальних перестановок потрiбно подiлити
на вiдповiднi кiлькостi перестановок «локальних», щоб дiстати

10!

3!2!2!
= 151 200 .

З iншого боку, ми можемо розглянути експерименти, для кожної лiтери,
у рамках яких вибирають 𝑘 позицiй, якi може зайняти вiдповiдна лiтера,
де 𝑘 — кiлькiсть її повторiв. Наприклад, спочатку ми хочемо визначити
позицiї для лiтери «а». Iснує

(︀
10
3

)︀
таких варiантiв, оскiльки ми вибираємо

позицiї без повторень i без збереження порядку. Пiсля розмiщення лiтер «а»
для лiтери «м» залишається 7 вiльних позицiй. Тому iснує

(︀
7
2

)︀
варiантiв

розташування лiтери «м», оскiльки вона повторюється двiчi. Аналогiчнi
мiркування зрештою дають(︂

10

3

)︂(︂
7

2

)︂(︂
5

2

)︂(︂
3

1

)︂(︂
2

1

)︂(︂
1

1

)︂
= 151 200 .

Суть бiномного коефiцiєнту як числа можливих варiантiв вибору без по-
вторень i без збереження порядку дає можливiсть довести бiномну теорему.

Приклад 1.2.14 (Бiномна теорема). Згiдно з бiномною теоремою,

(𝑥+ 𝑦)𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 , 𝑛 ∈ N+ .

Розкриймо дужки у виразi (𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑦) . . . (𝑥 + 𝑦). Кожний доданок
матиме вид 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛, оскiльки щоразу перемножуємо точно
𝑛 множникiв, по одному з кожної дужки. Потрiбно з’ясувати, який коефi-
цiєнт стоїть бiля члена 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘.
Оскiльки в кожного такого члена сума ступенiв завжди дорiвнює 𝑛, до-

статньо зосередити увагу на 𝑥-ах. У процесi перемноження дужок iз кожної
дужки вибирають або 𝑥, або 𝑦. Фактично, нас цiкавить вибiр дужок з 𝑥-
ами. Оскiльки в цьому випадку мова про вибiр елементiв без повторень i
без збереження порядку, бiля 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 стоїть бiномний коефiцiєнт

(︀
𝑛
𝑘

)︀
.
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Вправа 1.2.15. У грi в покер гравець отримує 5 гральних карт, у випадко-
вий спосiб вибраних iз колоди в 52 карти3. Кажуть, що має мiсце фул-хаус
(full house), якщо з 5 карт три карти — деякого одного звання, а iншi двi —
деякого iншого (наприклад, три сiмки i двi кралi, незалежно вiд мастей).
Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴 — дiстати фул-хаус?

Розв’язання. Простором елементарних подiй є всi можливi набори по 5
рiзних карт iз колоди в 52 карту. Його потужнiсть дорiвнює

(︀
52
5

)︀
, оскiльки

ми вибираємо карти без повторень, а порядок карт роли не грає.
Тепер потрiбно з’ясувати, скiльки iснує варiантiв дiстати фул-хаус. Для

цього застосуймо правило множення, розбивши наш експеримент на такi
складовi частини:

� вибiр звання, якому належать три карти. Таких варiантiв є 13;

� вибiр трьох карт вiдповiдного звання. Тут мова про вибiр трьох карт
без повторень i без збереження порядку з-посеред чотирьох можли-
вих, тобто маємо

(︀
4
3

)︀
варiантiв;

� вибiр звання, якому належать двi карти. Оскiльки одне звання ми
вже вибрали, маємо 12 варiантiв;

� вибiр двох карт вiдповiдного звання, маємо
(︀
4
2

)︀
варiантiв.

Отже ймовiрнiсть дiстати фул-хаус за формулою (КЛ1.3.1) дорiвнює

P (𝐴) =
13
(︀
4
3

)︀
12
(︀
4
2

)︀(︀
52
5

)︀ =
3 744

2 598 960
≈ 0.001 .

Ця ймовiрнiсть достатньо мала.

Вправа 1.2.16 (Задача Ньютона-Пiпса (Newton-Pepys problem)). У 1693 р.
до Айзека Ньютона (Isaac Newton) звернувся британський дiяч Семюел
Пiпс (Samuel Pepys) iз таким питанням. Iмовiрнiсть якої з подiй бiльша:

� 𝐴 =«на 6 гральних кiсточках випала принаймнi одна шiстка»;

� 𝐵 =«на 12 гральних кiсточках випало принаймнi двi шiстки»;

� 𝐶 =«на 18 гральних кiсточках випало принаймнi три шiстки»?

3Розглядатимемо стандартну колоду карт iз 13 званнями та 4 мастями.
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Розв’язання. У кожнiй ситуацiї просторами елементарних подiй є, вiдпо-
вiдно, {1, . . . , 6}6, {1, . . . , 6}12 i {1, . . . , 6}18.
Розгляньмо перший експеримент. Як i у Вправi 1.2.8, простiше пiдраху-

вати число випадiв кiсточок, де немає жодної шiстки. У цьому випадку
фактично маємо ситуацiю з вибором чисел вiд 1 до 5 шiсть разiв поспiль,
iз повтореннями. Тобто застосовне Твердження 1.2.5:

P (𝐴) = 1− 56

66
≈ 0.67 .

Для другого експерименту також пiдрахуймо число випадiв вiд зворотно-
го, тобто число випадiв, коли випала або одна шiстка, або жодної. Варiант
iз жодною шiсткою аналогiчний попередньому випадку i дає 512 випадiв.
Випад точно однiєї шiстки можна iнтерпретувати як експеримент, у якому
спочатку вибираємо кiсточку, на якiй випаде 6 (таких варiантiв є

(︀
12
1

)︀
), а

потiм розглядаємо вибiр чисел вiд 1 до 5, як у попереднiх випадках. Отже

P (𝐵) = 1−
512 +

(︀
12
1

)︀
511

612
≈ 0.62 .

Нарештi, для третього експерименту маємо:

� жодного разу 6 не випаде для 518 випадкiв;

� точно один раз 6 випаде для
(︀
18
1

)︀
517 випадкiв;

� точно два рази 6 випаде для
(︀
18
2

)︀
516, оскiльки ми спочатку повиннi

вибрати двi кiсточки, на яких випаде шiстка.

Отже

P (𝐶) = 1−
518 +

(︀
18
1

)︀
517 +

(︀
18
2

)︀
516

618
≈ 0.60 .

Тому 𝐴 має найвищу ймовiрнiсть.
Саме так Ньютон i вiдповiв Пiпсу.

Твердження 1.2.17. Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв. Загальне число ва-
рiантiв вибору 𝑘 об’єктiв iз такого набору з повтореннями, але без збере-
ження порядку, дорiвнює

(︀
𝑛+𝑘−1

𝑘

)︀
.

Доведення. Розгляньмо iзоморфну задачу: розмiщення 𝑘 нерозрiзненних
куль в 𝑛 пронумерованих вазах4.
Кожне таке розмiщення можна еквiвалентно подати як послiдовнiсть

вертикальних рисок i точок, де риска вiдповiдає стiнцi мiж вазами, а то-
чка — кулi (Рис. 1.2.3). Коректна послiдовнiсть повинна, звiсно, починатися

4У такому формулюваннi маємо справу з задачею, пов’язаною з так званим конденсатом Боуза-

Айнштайна, iснування якого фiзики Сат’єндра Нат Боуз (Satyendra Nath Bose, 1894–1974) та Ал-
берт Айнштайн (Albert Einstein, 1879–1955) передбачили на основi аналiзу нерозрiзненних частинок
i їх розташування на дискретних енергетичних рiвнях.



20 Обчислення класичної ймовiрности

Рис. 1.2.3: Iлюстрацiя до доведення Твердження 1.2.17: розмiщення 7 не-
розрiзненних об’єктiв у 4 вазах можна подати як послiдовнiсть
вертикальних рисок i точок

i закiнчуватися рискою. Якщо не брати їх до уваги, до маємо 𝑛−1 риску i 𝑘
точок, якi можна в довiльний спосiб перетасовувати. Уявiмо собi, що iснує
𝑛+𝑘−1 позицiй, на яких потрiбно розмiстити 𝑘 точок без повторень (якщо
розмiстити 𝑘 точок, то решту позицiй автоматично буде зайнято рисками).
Ця задача вiдома i має розв’язок —

(︀
𝑛+𝑘−1

𝑘

)︀
5.

Те, що розв’язок цiєї задачi вiдповiдає числу вибору 𝑘 об’єктiв iз набору
з 𝑛 об’єктiв з повтореннями та без збереження порядку, можна побачити,
якщо кожну вазу розглядати як об’єкт, а кiлькiсть куль у вазi — числу ра-
зiв, скiльки було вибрано цю конкретну вазу. Оскiльки кулi нерозрiзненнi,
маємо вибiр без збереження порядку, а оскiльки куля може потрапити в
будь-яку вазу, маємо вибiр iз повтореннями.

Зауваження 1.2.18. Ще однiєю задачею, яка є iзоморфною для Твердже-
ння 1.2.17, є задача пiдрахунку розв’язкiв рiвняння 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛 = 𝑘,
де 𝑥𝑖 ∈ Z+, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ми можемо розглядати кожний 𝑥𝑖 як кiлькiсть
куль в 𝑖-iй вазi.

Приклад 1.2.19. Хоча Твердження 1.2.17 дає можливiсть пiдрахувати
число варiантiв вибору 𝑘 об’єктiв iз-помiж 𝑛 можливих iз повтореннями,
але без збереження порядку, його застосування до обчислення класичної
ймовiрности є дуже обмеженим. Класичне визначення ймовiрности працює
тiльки у випадках, коли результати експерименту рiвноймовiрнi.
Уявiмо, наприклад, що для деякого опитування з групи в 𝑛 осiб у випад-

ковий спосiб по черзi вибирають респондентiв, здiйснюючи вибiр iз повто-
реннями. Якщо розглядати цi вибiрки як упорядкованi, тобто що вибiрка
(Iван, Петро, Марiя, Iван) i (Iван, Марiя, Iван, Петро) — це рiзнi вибiр-
ки, то кожна з 𝑛𝑘 таких можливих вибiрок має однакову ймовiрнiсть. Але
якщо розглядати вибiрки як невпорядкованi, то двi наведенi вище вибiрки

5В англомовнiй лiтературi такий метод розв’язання цiєї задачi називають «stars and bars».
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Табл. 1.2.1: Способи пiдрахунку кiлькостей можливих варiантiв для вибо-
рiв рiзного типу

Зi збереженням порядку Без збереження порядку

Iз повтореннями 𝑛𝑘

(︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

)︂
Без повторень

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

(︂
𝑛

𝑘

)︂

будуть вважати однаковими, i тодi ймовiрнiсть кожної з
(︀
𝑛+𝑘−1

𝑘

)︀
вибiрок не

буде однакова.

Пiдсумувати результати розгляду рiзних методiв пiдрахунку можна в
Табл. 1.2.1.

Вправа 1.2.20. Для захисту своїх телефонiв користувачi можуть задавати
пароль iз чотирьох цифр. Дамо вiдповiдi на такi питання:

(i) скiльки iснує можливих паролiв?

(ii) якщо за «унiкальний пароль» вважати пароль iз чотирьох рiзних
цифр (тобто пароль 6713 — унiкальний, а 8824 — нi), то скiльки iснує
таких паролiв?

(iii) якщо за «зростаючий» пароль вважати пароль, де кожна цифра не
менша вiд попередньої (тобто 4789 i 4488 — зростаючi, а 8239 — нi),
то скiльки iснує паролiв, якi одночасно унiкальнi i зростаючi?

(iv) скiльки iснує паролiв, якi зростаючi, але необов’язково унiкальнi?

Розв’язання. (i) У цьому випадку маємо вибiр 4 цифр iз 10 можливих iз
повтореннями зi збереженням порядку, тому всього iснує 104 паролiв;

(ii) у цьому випадку маємо вибiр 4 цифр iз 10 можливих без повторень
зi збереженням порядку, тому всього iснує 10!

6! = 10 · 9 · 8 · 7 паролiв;

(iii) потрiбно помiтити, що будь-яку послiдовнiсть iз 4 рiзних цифр можна
в єдиний спосiб упорядкувати за зростанням. Наприклад, цифри 6, 2,
5, 0 можна впорядкувати i дiстати 0, 2, 5, 6. Отже з усiх 4! можливих
перестановок нас цiкавить тiльки одна, а значить загальне число зро-
стаючих i унiкальних паролiв можна дiстати з попереднього випадку
шляхом дiлення на 4!: 10!

6!4! =
(︀
10
4

)︀
. Iнше пояснення — ми вибираємо 4
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цифри з-помiж 10 без повторень i без збереження порядку, оскiльки
вибравши 4 цифри, ми самi можемо задати той порядок, який нас
цiкавить;

(iv) у цьому випадку ми вибираємо 4 цифри з повтореннями, але також
без збереження порядку (оскiльки самi потiм їх можемо впорядку-
вати). Отже загальне число зростаючих паролiв (у тому числi нео-
бов’язково унiкальних) дорiвнює

(︀
10+4−1

4

)︀
.

1.3 Додатковi задачi

Вправа 1.3.1. Область подiлено на 5 районiв, у кожному з яких є 6 мiст,
якi турист планує вiдвiдати. Турист не хоче заїжджати в один район бiльше
одного разу: заїхавши один раз, вiн хоче вiдвiдати всi мiста району перед
переїздом в iнший район. Скiльки iснує можливих варiантiв сформувати
план подорожi, який вiдповiдає цим вимогам?

Розв’язання. Заїхавши в район, турист має вiдвiдати всi 6 мiст, оскiльки
повторно заїжджати в район турист не планує. Для кожного району мiста
можна впорядкувати у 6! способiв. Самi ж райони можна впорядкувати у
5! способiв. Отже, згiдно з правилом множенням, ми спочатку вибираємо
послiдовнiсть районiв, а потiм для кожного району — послiдовнiсть мiст у
районi, що дає 5!(6!)5 можливих варiантiв.

Вправа 1.3.2. П’ятеро друзiв — Андрiй, Богдана, Володимир, Ганна та
Дмитро — у випадковий спосiб займають мiсця за круглим обiднiм столом.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴, що Богдана сидiтиме поруч з Андрiєм
(неважливо, справа чи злiва)?

Розв’язання. Спочатку потрiбно визначити, який у нас простiр елементар-
них подiй Ω. Це — множина всiх можливих перестановок друзiв за столом,
тому |Ω| = 5! = 120.
Подiя 𝐴 мiстить такi варiанти розмiщення друзiв, що Андрiй сидить по-

руч iз Богданою. Для пiдрахунку загального числа таких розмiщень роз-
биймо весь експеримент на такi складовi:

� спочатку вибираємо мiсце, за яким сидiтиме Андрiй. Усього таких
варiантiв розмiщень є 5;
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Рис. 1.3.1: Iлюстрацiя до Вправи 1.3.3

� потiм вибираємо мiсце, за яким сидiтиме Богдана. Оскiльки вона по-
винна сидiти поруч з Андрiєм, то для неї є 2 можливi варiанти, куди
сiсти — справа або злiва вiд Андрiя;

� розсаджуємо трьох друзiв, що залишилися. Таких варiантiв iснує 3 ·
2 · 1 = 6.

За правило множення, |𝐴| = 5 · 2 · 6 = 60. Отже

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω|

=
60

120
=

1

2
.

Вправа 1.3.3. Розгляньмо гру в хрестики-нулики. Якщо гравцi будуть
ставити хрестики та нулики в абсолютно випадковому порядку, чому до-
рiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴, що перший гравець виграє на третьому кроцi
(один iз можливих варiантiв розвитку гри, який веде до такого результату,
зображено на Рис. 1.3.1)?

Розв’язання. Спочатку потрiбно визначити, який у нас простiр елементар-
них подiй Ω. Якщо перший гравець виграє на третьому кроцi, то обидва
гравцi встигли поставити 3 хрестики та 2 нулики. Усього на дошцi 9 клi-
тинок, i тому можна розглянути iзоморфну задачу — формування «слова»
з символiв 𝑋, 𝑂 та пробiлiв. При цьому 𝑋 та 𝑂 розрiзненнi, оскiльки рi-
зна послiдовнiсть хрестикiв i нуликiв визначає рiзнi варiанти розвитку гри.
Отже маємо задачу, аналогiчну Вправi 1.2.13, де маємо «слово» з 6 лiтер,
де «лiтера пробiл» повторюється 4 рази. Отже,

|Ω| = 9!

4!
.
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Розгляньмо тепер усi можливi варiанти, за яких перший гравець перема-
гає. Усього iснує 8 можливостей виставити три хрестики в ряд (три гори-
зонталi, три вертикалi i двi дiагоналi). Як було встановлено вище, порядок
слiдування хрестикiв має значення, тому для кожної можливости iснує 3!
варiантiв розмiщення трьох хрестикiв.
Для нуликiв iснує

(︀
6
2

)︀
варiантiв вибору клiтинок для заповнення та 2!

варiантiв розмiщення двох нуликiв по двох клiтинках.
Згiдно з правилом множення, загальне число варiантiв розташування

хрестикiв i нуликiв на дошцi, якi ведуть до перемоги першого гравця на
третьому кроцi, дорiвнює 8 · 3! ·

(︀
6
2

)︀
· 2!, а вiдтак iмовiрнiсть такої подiї 𝐴

дорiвнює

P (𝐴) =
8 · 3! ·

(︀
6
2

)︀
· 2!

9!
4!

≈ 0.095 .

Вправа 1.3.4. Розгляньмо неорiєнтований граф iз 5 вершинами. Яка ймо-
вiрнiсть дiстати цикл iз 5 вершин, якщо у випадковий спосiб з’єднати мiж
собою 5 пар вершин? На Рис. 1.3.2а–1.3.2б зображено ситуацiї, якi вiдпо-
вiдають цiй умовi, а на Рис. 1.3.2в — ситуацiю, що не вiдповiдає.

Розв’язання. Простiр елементарних подiй Ω у цьому випадку мiстить усi
можливi п’ятiрки з можливих ребер графа. Усього в такому графi можна
побудувати

(︀
5
2

)︀
ребер (саме стiльки iснує пар вершин, якi можна утворити

з 5 наявних). Вiдповiдно, загальне число п’ятiрок, якi можна вибрати з
(︀
5
2

)︀
ребер, дорiвнює

|Ω| =
(︂(︀5

2

)︀
5

)︂
=

(︂ 5!
2!3!

5

)︂
=

(︂
10

5

)︂
= 252 .

Загальне число тих п’ятiрок ребер, якi вiдповiдають замкненим циклам iз
5 вершин, можна дiстати з розгляду перестановок чисел вiд 1 до 5, оскiльки
в будь-якiй такiй перестановцi сусiднi числа можна розглядати як вершини,
з’єднанi ребром. Наприклад, перестановка (1, 2, 5, 3, 4) говорить, що споча-
тку потрiбно з’єднати першу вершину з другою, потiм другою з п’ятою
i т.д, i замкнути цикл, з’єднавши четверту вершину з першою. Усього та-
ких перестановок iснує 5!. Проте, зсув перестановки не змiнює сути справи:
(1, 2, 5, 3, 4) i (5, 3, 4, 1, 2) описують один i той самий граф. Отже один i той
самий граф описує 5 варiантiв однiєї й тiєї ж перестановки, наприклад,
(1, 2, 5, 3, 4), (2, 5, 3, 4, 1), (5, 3, 4, 1, 2), (3, 4, 1, 2, 5), (4, 1, 2, 5, 3). Вiдповiдно,
загальне число перестановок потрiбно подiлити на 5.
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(а) (б) (в)

Рис. 1.3.2: Iлюстрацiя до Вправи 1.3.4

Понад те, перестановку можна записати ззаду наперед, не змiнивши при
цьому графа: (1, 2, 3, 4, 5) i (5, 4, 3, 2, 1) описують один i той самий граф.
Отже додатково загальне число потрiбно подiлити ще й на 2.
Отже шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (𝐴) =
5!/(5 · 2)

252
=

12

252
≈ 0.048 .

Вправа 1.3.5. Нехай маємо 2𝑛 людей у групi. Скiльки iснує варiантiв
розбити їх на пари?
Наприклад, якщо група складається з 6 людей (𝑛 = 3), пронумерованих

вiд 1 до 6, то можливим розбиттям на пари є {{1, 5} , {2, 3} , {4, 6}}.

Розв’язання. Якщо записати числа вiд 1 до 2𝑛 у деякому порядку, то та-
ку послiдовнiсть чисел можна iнтерпретувати як розбиття чисел на па-
ри. Наприклад, розбиттю {{1, 5} , {2, 3} , {4, 6}} вiдповiдає послiдовнiсть
(1, 5, 2, 3, 4, 6). Усiх можливих перестановок iз 2𝑛 чисел є (2𝑛)!.
Серед цих перестановок є такi, що вiдповiдають одному й тому ж розби-

ттю, наприклад, (1, 5, 2, 3, 4, 6) i (5, 1, 3, 2, 4, 6), оскiльки можна у довiльний
спосiб переставляти числа в рамках кожної окремої пари. Для кожної пари
є 2 варiанти перестановок чисел у нiй, а всього таких пар є 𝑛, тому iснує
2𝑛 варiантiв перестановок чисел у рамках кожної пари, на якi потрiбно
подiлити, щоб позбутися подвiйного врахування однакових варiантiв.
Еквiвалентними також є перестановки виду (1, 5, 2, 3, 4, 6) i (2, 3, 4, 6, 1, 5),

тобто такi, у яких самi пари змiнено мiсцями. Усього iснує 𝑛! варiантiв до-
вiльних перестановок пар мiж собою. Отже i на 𝑛! потрiбно подiлити, щоб
позбутися дублювань.
Остаточно маємо

(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
варiантiв розбиття 2𝑛 людей на пари.
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2 Комбiнаторнi доведення.

Геометричнi ймовiрностi.

Вимiрнi множини

2.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Задачi на цьому заняттi покривають доволi рiзнi теми. Частково поняття та
твердження, потрiбнi для розв’язання задач, наведено в Розд. 1.1. Матерi-
ал, потрiбний для розв’язання задач, пов’язаних iз вимiрними множинами,
наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ1.5.
Нехай маємо абстрактний простiр елементарних подiй Ω. Позначмо через

𝒞 деякий клас (сiм’ю) подiй — тобто множину, яка мiстить iншi множини.
Природним є бажання мати можливiсть обчислювати ймовiрностi для яко-
мога бiльшого класу подiй. Засаднича вимога замкнености класу 𝒞 вiдносно
основних теоретико-множинних операцiй веде до поняття алгебри.

Визначення (КЛ1.5.1). Клас ℱ пiдмножин деякого простору Ω є алгеброю
(algebra), якщо:

(i) Ω ∈ ℱ ;

(ii) з 𝐴 ∈ ℱ випливає 𝐴𝑐 ∈ ℱ ;

(iii) з 𝐴,𝐵 ∈ ℱ випливає 𝐴 ∪𝐵 ∈ ℱ .

Твердження (КЛ1.5.2). Iз визначення алгебри випливають такi факти:

(i) ∅ ∈ ℱ ;

(ii) ℱ замкнена вiдносно скiнченного числа об’єднань:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ . . . ∪ 𝐴𝑛 ∈ ℱ ;

(iii) ℱ замкнена вiдносно скiнченного числа перетинiв:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛 ∈ ℱ .
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На дiйснiй осi нас цiкавитиме конкретна алгебра ℬ0, яку побудуємо так.

Твердження (КЛ1.5.4). Нехай Ω = R. Нехай ℐ — множина, яка мiстить
порожню множину ∅, усi пiв iнтервали виду (𝑎1; 𝑎2], 𝑎1, 𝑎2 ∈ R, 𝑎1 < 𝑎2, а
також променi (−∞; 𝑎], (𝑏;∞), 𝑎, 𝑏 ∈ R. Тодi клас ℬ0 скiнченних об’єднань
множин iз ℐ є алгеброю.

Ця алгебра доволi обмежена, адже вона:

� не мiстить множин iз окремих чисел {𝑥}, 𝑥 ∈ R, оскiльки вони є
результатом злiченного числа перетинiв (Зауваження КЛ1.5.5);

� не є замкненою вiдносно злiченного числа об’єднань i перетинiв (При-
клад КЛ1.5.7). Скажiмо,

∞⋃︁
𝑛=2

(︂
0; 1− 1

𝑛

]︂
= (0; 1) /∈ ℬ0 ,

оскiльки цей iнтервал не мiстить своєї правої межi.

Потреба в використаннi злiченного числа об’єднань i перетинiв веде до
поняття 𝜎-алгебри.

Визначення (КЛ1.5.8). Клас𝒜 пiдмножин деякого просторуΩ є 𝜎-алгеброю1

(𝜎-algebra), якщо:

(i) Ω ∈ 𝒜;

(ii) з 𝐴 ∈ 𝒜 випливає 𝐴𝑐 ∈ 𝒜;

(iii) з 𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ 𝒜 випливає
⋃︀∞

𝑛=1𝐴𝑛 ∈ 𝒜.

Як у випадку алгебр, порожня множина належить 𝒜, а сама 𝜎-алгебра
є замкненою також i вiдносно злiченного числа перетинiв.

Визначення (КЛ1.5.9). Пару (Ω,𝒜) називають вимiрним простором (me-
asurable space), а множини в 𝜎-алгебрi 𝒜 — вимiрними множинами (me-
asurable sets).

Якщо простiр Ω скiнченний (|Ω| < ∞) або злiченний (|Ω| = ℵ0), то можна
покласти 𝒜 = 2Ω, тобто розглянути як 𝜎-алгебру множину всiх пiдмножин
простору Ω. Якщо ж простiр Ω незлiченний (|Ω| = c), то Приклад КЛ1.5.10

1Лiтера 𝜎 походить вiд першої лiтери нiмецького слова Summe.
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iлюструє, що iснують такi пiдмножини, для яких неможливо визначити
ймовiрнiсть з iнтуїтивно зрозумiлими властивостями.
Отже для коректного визначення ймовiрности потрiбно зосередитися на

деякiй 𝜎-алгебрi подiй, яка не дорiвнює множинi всiх пiдмножин просто-
ру елементарних подiй. При цьому ми прагнемо, щоб у такiй 𝜎-алгебрi
мiстилися всi подiї, якi можуть становити практичний iнтерес. Вiдтак ми
розглянемо найменшу 𝜎-алгебру, яка мiстить усi цiкавi для нас множини.

Визначення (КЛ1.5.12). Для деякого довiльного класу 𝒞 алгеброю, яку
вiн породжує (algebra generated by 𝒞), називають найменшу алгебру, яка
мiстить 𝒞. Таку алгебру позначають через ℱ(𝒞).
Для деякого довiльного класу 𝒞 𝜎-алгеброю, яку вiн породжує (𝜎-algebra

generated by 𝒞), називають найменшу 𝜎-алгебру, яка мiстить 𝒞. Таку 𝜎-
алгебру позначають через 𝒜(𝒞).

Виявляється, (𝜎-)алгебра, яку породжує деякий клас 𝒞, не просто завжди
iснує, а й є єдиною (Лема КЛ1.5.13).
Також справедливi такi властивостi.

Лема (КЛ1.5.14). Нехай 𝒞, 𝒞1, 𝒞2 — деякi класи множин. Тодi:

(i) 𝒜(𝒜(𝒞)) = 𝒜(𝒞);

(ii) якщо 𝒞1 ⊆ 𝒞2, то 𝒜(𝒞1) ⊆ 𝒜(𝒞2);

(iii) 𝒜(ℱ(𝒞)) = 𝒜(𝒞);

(iv) якщо 𝒞1 ⊆ 𝒞2 ⊆ 𝒜(𝒞1), то 𝒜(𝒞2) = 𝒜(𝒞1).

За визначенням можна бачити, що ℬ0 = ℱ(ℐ). Отже, нам потрiбно дi-
стати 𝜎-алгебру, яку породжує ℬ0. Виявляється, такою 𝜎-алгеброю є так
звана Борелева 𝜎-алгебра.

Визначення (КЛ1.5.15). 𝜎-алгебра ℬ = 𝒜(𝒪), яку породжує клас 𝒪 усiх
вiдкритих пiдмножин R, має назву Борелевої 𝜎-алгебри (Borel 𝜎-algebra)2,
а множини з неї називають Борелевими множинами (Borel sets).

Якi множини є Борелевими?

Твердження (КЛ1.5.16). (i) Усi замкненi множини є Борелевими;

(ii) усi одноелементнi множини {𝑥}, 𝑥 ∈ R, є Борелевими;

(iii) усi злiченнi множини є Борелевими;

2Емiль Борель (Félix Édouard Justin Émile Borel, 1871–1956) — французький математик i полiтик.
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(iv) усi пiв iнтервали i променi виду [𝑎; 𝑏], (𝑎; 𝑏], [𝑎; 𝑏), (−∞; 𝑏), [𝑎;∞) є
Борелевими.

Понад те, виявляється, що Борелевими є навiть множини, якi неможливо
утворити злiченними теоретико-множинними операцiями над iнтервалами.
Клас Борелевих множин є настiльки широким, що в рамках теорiї ймовiр-
ностей бiльшiсть iз них нiколи не виринає на практицi.

Твердження (КЛ1.5.19). Борелеву 𝜎-алгебру породжує алгебра ℬ0: ℬ =
𝒜(ℬ0).

Вимiрний простiр (R,ℬ) називають Борелевою дiйсною вiссю (Borel real
line).
За аналогiєю з дiйсною вiссю можна увести поняття Борелевих множин

у багатовимiрному Евклiдовому просторi.

Визначення (КЛ1.5.21). 𝜎-алгебра ℬ𝑘 = 𝒜(𝒪𝑘), яку породжує клас усiх
вiдкритих множин 𝒪𝑘 ⊆ R𝑘, має назву Борелевої, а множини, що їй нале-
жать, називають Борелевими множинами.

Аналогiчно одновимiрному випадку, можна показати, що 𝑘-вимiрну Бо-
релеву 𝜎-алгебру породжують також:

� 𝑘-вимiрнi прямокутники 𝐼1 × 𝐼2 × . . . × 𝐼𝑘 ∈ R𝑘, де кожний 𝐼𝑗 ⊂ ℐ,
𝑗 = 1, . . . , 𝑘;

� аналоги променiв (−∞;𝑥], а саме множини виду

𝑆x =
{︀
y ∈ R𝑘 : 𝑦𝑖 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘

}︀
, x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)

⊤ , y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)
⊤ .

Визначення (КЛ1.5.22). Вимiрний простiр (R𝑘,ℬ𝑘) називають Борелевим
простором (Borel space).

2.2 Комбiнаторнi доведення

Iснують математичнi тотожностi, доведення яких можна зробити або за до-
помогою методу математичної iндукцiї, або виконанням алгебричних опе-
рацiй. Проте в низцi випадкiв такi тотожностi можна довести, розглянувши
кожний бiк вiд знаку рiвности як спосiб пiдрахунку числа варiантiв завер-
шення деякого експерименту.
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Приклад 2.2.1. Наприклад, тотожнiсть(︂
𝑛

𝑘

)︂
=

(︂
𝑛

𝑛− 𝑘

)︂
можна довести, безпосередньо використавши визначення бiномного коефi-
цiєнту (1.2.1):(︂

𝑛

𝑘

)︂
=

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
=

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!(𝑛− (𝑛− 𝑘))!
=

(︂
𝑛

𝑛− 𝑘

)︂
.

Проте альтернативно можна було б сказати, що вирази i злiва, i справа вiд
знаку рiвности вiдповiдають задачi формування комiтету в 𝑘 осiб iз-помiж
𝑛 наявних. Лiвий вираз описує кiлькiсть можливих способiв вибрати членiв
комiтету (без повторень i без збереження порядку), а правий вираз описує
кiлькiсть можливих способiв вибрати осiб, якi залишаться за межами
комiтету. Очевидно, результатом цих двох виборiв буде одна й та сама
ситуацiя: 𝑘 осiб будуть членами комiтету, а решта 𝑛 − 𝑘 залишаться поза
його межами.

Приклад 2.2.2. У Вправi 1.3.5 ми показали, чому дорiвнює загальне чи-
сло варiантiв розбиття групи з 2𝑛 осiб на 𝑛 пар. Виявляється, iснує така
тотожнiсть:

(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
= (2𝑛− 1)(2𝑛− 3) . . . 3 · 1 . (2.2.1)

Довести її можна за методом математичної iндукцiї:

� база iндукцiї : якщо 𝑛 = 2, то

4!

22 · 2!
= 3 = 3 · 1 ;

� iндукцiйний перехiд : нехай (2.2.1) виконується для 𝑛− 1. Тодi

(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
=

(2(𝑛− 1))!

2𝑛−1(𝑛− 1)!
· (2𝑛)(2𝑛− 1)

2𝑛

= (2𝑛− 3) . . . 3 · 1 · (2𝑛)(2𝑛− 1)

2𝑛
= (2𝑛− 1)(2𝑛− 3) . . . 3 · 1 .

З iншого боку, ми могли б сказати, що справа також стоїть кiлькiсть
варiантiв утворити 𝑛 пар осiб. Справдi, для першої особи iснує 2𝑛− 1 варi-
антiв вибрати пару. Оскiльки двi особи вже мають пару, їх можна вилучити
з загального розгляду, тому залишається 2𝑛 − 2 осiб. Для чергової особи
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iснує 2𝑛 − 3 варiантiв вибрати пару. Нову пару також можна вилучити з
розгляду, тому залишається 2𝑛− 4 осiб. Цей процес можна продовжувати
i дiстати в результатi вираз (2𝑛− 1)(2𝑛− 3) . . . 3 · 1.

Розгляньмо декiлька вправ на комбiнаторнi доведення.

Вправа 2.2.3. Доведiмо комбiнаторно тотожнiсть

𝑛

(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
= 𝑘

(︂
𝑛

𝑘

)︂
= (𝑛− 𝑘 + 1)

(︂
𝑛

𝑘 − 1

)︂
, 𝑘 ≤ 𝑛 . (2.2.2)

Розв’язання. Розгляньмо експеримент iз вибору команди в 𝑘 осiб iз-помiж
𝑛 наявних та призначення її капiтана. Цей експеримент можна розбити на
складовi у три рiзнi способи:

� спочатку визначити капiтана (𝑛 варiантiв), i помiстити його в коман-
ду, а потiм добрати решту 𝑘 − 1 членiв команди з-помiж 𝑛 − 1 осiб
(
(︀
𝑛−1
𝑘−1

)︀
варiантiв);

� вибрати членiв команди (
(︀
𝑛
𝑘

)︀
варiантiв), а потiм серед них вибрати

капiтана (𝑘 варiантiв);

� вибрати членiв команди, якi не є капiтаном (
(︀

𝑛
𝑘−1

)︀
варiантiв), а потiм

вибрати капiтана серед 𝑛− (𝑘 − 1) = 𝑛− 𝑘 + 1 осiб, що залишилися.

Правило множення (Твердження 1.2.1) для всiх трьох випадкiв дає вирази
в (2.2.2).

Вправа 2.2.4 (Тотожнiсть Вандермонда3). Доведiмо комбiнаторно тото-
жнiсть (︂

𝑚+ 𝑛

𝑘

)︂
=

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛

𝑘 − 𝑗

)︂
. (2.2.3)

3Названа так на честь французького математика Александра-Теофiля Вандермонда (Alexandre-
Theophile Vandermonde, 1735–1796), який довiв її у 1792 р., проте вперше про цю тотожнiсть згадка
є в працях китайського математика Чжу Шицьзе за 1303 р.
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Розв’язання. Доведення цього твердження методом математичної iндукцiї
або алгебрично видається задачею нетривiальною.
Розгляньмо експеримент iз формування команди на олiмпiаду з мате-

матики серед студентiв двох рiзних факультетiв, де 𝑚 студентiв представ-
ляють факультет 1, а 𝑛 — факультет 2. Тодi

(︀
𝑚+𝑛
𝑘

)︀
дає загальне число

варiантiв формування команди в 𝑘 осiб.
Розгляньмо тепер ситуацiю з iншого боку. Якщо в командi є 𝑘 осiб, то

серед них повинно бути 𝑗 представникiв факультету 1 i 𝑘−𝑗 представникiв
факультету 2, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘. Iснує

(︀
𝑚
𝑗

)︀
способiв вибрати 𝑗 представникiв

факультету 1 i
(︀

𝑛
𝑘−𝑗

)︀
способiв вибрати 𝑗 представникiв факультету 2. За

правилом множення (Твердження 1.2.1) загальне число варiантiв сформу-
вання команду, щоб у нiй було 𝑗 представникiв факультету 1, дорiвнює(︀
𝑚
𝑗

)︀
·
(︀

𝑛
𝑘−𝑗

)︀
.

Але цей результат дає тiльки кiлькiсть варiантiв для деякого конкретно-
го 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. Сума вiдповiдних варiантiв для кожного 𝑗 дає вираз справа
вiд знаку рiвности в (2.2.3).

2.3 Метод вiдбиття

Окремий клас комбiнаторних задач можна розв’язати не тiльки шляхом за-
стосування методiв обчислення класичної ймовiрности, розглянутих у Роз-
дiлi 1, а й за допомогою так званого методу вiдбиття (reflection method)4.

Вправа 2.3.1 (Задача Бертрана про вибори (Bertrand’s ballot problem)5).
У виборах беруть участь двоє кандидатiв, 𝐴 i 𝐵. Якщо за кандидата 𝐴
подадуть 𝑛 голосiв, а за𝐵 —𝑚 голосiв,𝑚 < 𝑛 (тобто кандидат𝐴 перемiг), а
голоси подаватимуть послiдовно i у випадковому порядку, то чому дорiвнює
ймовiрнiсть, що кандидат 𝐴 буде лiдерувати протягом усього часу?

Для розв’язання цiєї задачi розгляньмо модель, вiдому як випадкове блу-
кання (random walk). Починаючи з точки 0, деяка частинка змiщується на
одиницю вправо або на одиницю влiво з однаковою ймовiрнiстю. Ця модель
надзвичайно поширена в теорiї випадкових процесiв i часових рядiв. Нара-
зi ми не будемо аналiзувати властивостi випадкового блукання як такого,
а натомiсть просто розглянемо можливi його траєкторiї.
Зображувати траєкторiї руху частинки зручно в двовимiрному просторi,

де перша координата вiдповiдає поточному числу виконаних крокiв 𝑛, а
друга — поточнiй позицiї частинки пiсля 𝑛 крокiв, 𝑆(𝑛) (Рис. 2.3.1а). Для
всiх натуральних чисел 𝑛, 𝑘 ∈ N визначмо𝑁𝑛(𝑘) як число можливих рiзних

4Цей метод у 1887 р. запропонував французький математик Дезiре Андре (Desiré André, 1840–1917).
5Названа так на честь французького математика Жозефа Бертрана (Joseph Louis Francois Bertrand,
1822–1900), який у 1887 р. повторно довiв її, хоча вперше її опублiкував у 1878 р. англiйський
математик Вiльям Витворт (William Allen Whitworth, 1840–1905).
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(а) (б)

(в)

Рис. 2.3.1: Iлюстрацiя до Вправи 2.3.1: (а) можлива траєкторiя частинки
пiд час випадкового блукання; (б) конкретна iлюстрацiя трає-
кторiї для Леми 2.3.2; (в) iлюстрацiя до Твердження 2.3.3

траєкторiй вiд точки (0, 0) до точки (𝑛, 𝑘), тобто вiд початку руху до позицiї
𝑘 = 𝑆(𝑛) на 𝑛-ому кроцi. Аналогiчно можна визначити 𝑁+

𝑛 (𝑘) як число
таких траєкторiй, якi постiйно лежать над вiссю абсцис, тобто для яких
𝑆(𝑛) > 0 для всiх 𝑛 > 0.
Частинка може рухатися в обидва боки з однаковою ймовiрнiстю, усi

траєкторiї є рiвноймовiрними, а отже застосовне Визначення КЛ1.3.1. За-
гальне число всiх можливих траєкторiй можна обчислити комбiнаторно.

Лема 2.3.2. Нехай 𝑎, 𝑎′, 𝑏, 𝑏′ ∈ Z, 0 ≤ 𝑎 < 𝑎′. Тодi число можливих трає-
кторiй вiд точки (𝑎, 𝑏) до точки (𝑎′, 𝑏′) залежить тiльки вiд рiзниць у коор-
динатах 𝑛 = 𝑎′ − 𝑎, 𝑘 = 𝑏′ − 𝑏 i дорiвнює 𝑁𝑛(𝑘) =

(︀
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︀
.

Доведення. Нехай траєкторiя вiд точки (𝑎, 𝑏) до точки (𝑎′, 𝑏′) передбачає 𝑟
крокiв у додатному напрямку («угору») та 𝑠 крокiв у вiд’ємному напрямку
(«униз»). Очевидно, що загальне число крокiв є 𝑛 = 𝑟+𝑠, а кiнцева позицiя
точки буде 𝑆(𝑛) = 𝑏+ 𝑘, де 𝑘 = 𝑟 − 𝑠. Звiдси випливає

𝑟 =
𝑛+ 𝑘

2
, 𝑠 =

𝑛− 𝑘

2
.

Наприклад, на Рис. 2.3.1б (𝑎, 𝑏) = (0,−1), (𝑎′, 𝑏′) = (9, 0), 𝑟 = 5, 𝑠 = 4,
𝑛 = 9, 𝑘 = 5− 4 = 1, 𝑆(9) = −1 + 1 = 0.
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Кроки «вгору» i «вниз» можна впорядкувати в будь-який спосiб, iншими
словами, iснує

(︀
𝑛
𝑟

)︀
варiантiв вибрати 𝑟 додатних крокiв iз 𝑛 можливих,

решта 𝑛− 𝑟 = 𝑠 автоматично будуть вiд’ємними.
Якщо покласти (𝑎, 𝑏) = (0, 0), то (𝑎′, 𝑏′) = (𝑛, 𝑘), а тому

𝑁𝑛(𝑘) =

(︂
𝑛

𝑟

)︂
=

(︂
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︂
.

Метод вiдбиття можна сформулювати так.

Твердження 2.3.3 (Метод вiдбиття). Нехай 𝑎, 𝑎′, 𝑏, 𝑏′ ∈ Z, 0 ≤ 𝑎 < 𝑎′,
𝑏, 𝑏′ > 0 (тобто розглядаємо тiльки траєкторiї, якi починаються i закiнчую-
ться вище нуля). Тодi число можливих траєкторiй вiд точки (𝑎, 𝑏) до точки
(𝑎′, 𝑏′), якi перетинають (або торкають) вiсь абсцис, дорiвнює числу всiх
траєкторiй вiд точки (𝑎,−𝑏) до точки (𝑎′, 𝑏′).
Це число залежить тiльки вiд 𝑛 = 𝑎′ − 𝑎 i 𝑚 = 𝑏′ + 𝑏 i дорiвнює 𝑁𝑛(𝑚).

Доведення. Розгляньмо будь-яку траєкторiю вiд точки (𝑎, 𝑏) до точки (𝑎′, 𝑏′),
яка перетинає (або торкає) вiсь абсцис. Повинен iснувати найменший iн-
декс 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1, для якого 𝑆(𝑗) = 0, тобто 𝑆(0) ≡ 𝑏 > 0, 𝑆(1) > 0, . . .,
𝑆(𝑗 − 1) > 0, а 𝑆(𝑗) = 0. Позначмо такi точки:

� 𝐴 = (𝑎, 𝑏) — початкова точка траєкторiї;

� 𝐵 = (𝑎+ 𝑗, 0) — точка першого дотику до оси абсцис;

� 𝐴′ = (𝑎′, 𝑏′) — кiнцева точка траєкторiї;

� 𝐴′′ = (𝑎,−𝑏) — дзеркальне вiдображення точки 𝐴 вiдносно оси аб-
сцис.

Наприклад, для Рис. 2.3.1в маємо 𝐴 = (0, 2), 𝐴′ = (13, 1), 𝐵 = (6, 0),
𝐴′′ = (0,−2).
Для будь-якої траєкторiї, яка торкає вiсь абсцис у точцi (𝑗, 0), можна

збудувати траєкторiю, частина якої до 𝑗-го кроку буде дзеркальним вiд-
ображенням початкової траєкторiї (штрихова лiнiя на Рис. 2.3.1в). Згiдно
з Лемою 2.3.2, iснує 𝑁𝑛(𝑏

′− (−𝑏)) = 𝑁𝑛(𝑚) траєкторiй вiд точки (𝑎,−𝑏) до
точки (𝑎′, 𝑏′), а отже iснує така сама кiлькiсть траєкторiй вiд точки (𝑎, 𝑏)
до точки (𝑎′, 𝑏′), що перетинають (або торкають) вiсь абсцис.

Використовуючи цi результати, можемо довести основне твердження.

Теорема 2.3.4 (Теорема про вибори (The Ballot Theorem)). Число можли-
вих траєкторiй вiд точки (0, 0) до точки (𝑛, 𝑘), для яких 𝑆(𝑗) > 0 для всiх
𝑗 = 1, . . . , 𝑛, дорiвнює

𝑁+
𝑛 (𝑘) =

𝑘

𝑛
𝑁𝑛(𝑘) . (2.3.1)
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Доведення. Оскiльки траєкторiя починається з точки (0, 0), i на кожному
кроцi вона додатна, перший крок був «угору», i тому 𝑆(1) = 1. Згiдно
з Лемою 2.3.2, загальне число таких траєкторiй дорiвнює 𝑁𝑛−1(𝑘 − 1). А
з-посеред цих траєкторiй число таких траєкторiй, якi перетинають (або
торкають) вiсь абсцис, згiдно з Твердженням 2.3.3, дорiвнює 𝑁𝑛−1(𝑘 + 1).
Отже число траєкторiй, якi не перетинають (i не торкають) оси абсцис,
дорiвнює

𝑁+
𝑛 (𝑘) = 𝑁𝑛−1(𝑘 − 1)−𝑁𝑛−1(𝑘 + 1) =

(︂
𝑛− 1

𝑛+𝑘
2 − 1

)︂
−
(︂
𝑛− 1
𝑛+𝑘
2

)︂
.

Згiдно з (2.2.2),(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
=

𝑘

𝑛

(︂
𝑛

𝑘

)︂
,

(︂
𝑛

𝑘

)︂
=

𝑛− 𝑘 + 1

𝑘

(︂
𝑛

𝑘 − 1

)︂
,

а тому(︂
𝑛− 1

𝑛+𝑘
2 − 1

)︂
=

𝑛+ 𝑘

2𝑛

(︂
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︂
,(︂

𝑛− 1
𝑛+𝑘
2

)︂
=

(𝑛− 1)− 𝑛+𝑘
2 + 1

𝑛+𝑘
2

(︂
𝑛− 1

𝑛+𝑘
2 − 1

)︂
=

(𝑛− 1)− 𝑛+𝑘
2 + 1

𝑛+𝑘
2

· 𝑛+ 𝑘

2𝑛

(︂
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︂
,

отже

𝑁+
𝑛 (𝑘) =

(︃
𝑛+ 𝑘

2𝑛
− 2

𝑛− 𝑛+𝑘
2

𝑛+ 𝑘
· 𝑛+ 𝑘

2𝑛

)︃(︂
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︂
=

𝑘

𝑛

(︂
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︂
.

Використовуючи результат Теореми 2.3.4, нарештi можемо визначити
вiдповiдь для Вправи 2.3.1.

Розв’язання. Можемо розглянути випадкове блукання частинки, де 𝑘 по-
значає поточну кiлькiсть поданих голосiв, 𝑆(𝑘) — рiзницю мiж кiлькiстю
голосiв, поданих за кандидата 𝐴 та кандидата 𝐵 на 𝑘-ому кроцi. Напри-
клад, якщо пiсля подання 7 голосiв кандидат 𝐴 має 5 голосiв, а кандидат
𝐵 — 2 голоси, маємо 𝑆(7) = 5− 2 = 3.
Подiю «кандидат 𝐴 лiдерує на кожному кроцi голосування» складають

усi можливi траєкторiї частинки, що лежать над вiссю абсцис. Таких тра-
єкторiй, згiдно з Теоремою 2.3.4, 𝑁+

𝑛+𝑚(𝑛 −𝑚) = 𝑛−𝑚
𝑛+𝑚𝑁𝑛+𝑚(𝑛 −𝑚) штук.

Загальне число всiх можливих траєкторiй дорiвнює, згiдно з Лемою 2.3.2,
𝑁𝑛+𝑚(𝑛 −𝑚) штук, тобто |Ω| = 𝑁𝑛+𝑚(𝑛 −𝑚). Згiдно з класичним визна-
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ченням iмовiрности,

P («кандидат 𝐴 постiйно лiдерує») =
𝑛−𝑚

𝑛+𝑚
𝑁𝑛+𝑚(𝑛−𝑚) · 1

𝑁𝑛+𝑚(𝑛−𝑚)

=
𝑛−𝑚

𝑛+𝑚
.

Розгляньмо додаткову задачу, розв’язання якої передбачає використання
цього ж методу.

Вправа 2.3.5. У маршрутне таксi протягом виконання маршруту по черзi
у випадковому порядку сiдають 100 пасажирiв. У 75 з них є монети по 5
грн, у 25 — по 10 грн. Проїзд коштує 5 грн. На початку маршруту у водiя
немає вiльних коштiв.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴 =«у водiя завжди буде принаймнi 5

грн для видачi решти»?
Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐵 =«у водiя завжди будуть грошi для

решти»?

Розв’язання. Цю задачу можна розглянути в термiнах Вправи 2.3.1, роз-
глянувши блукання частинки. Поточну позицiю частинки зiставмо числу
наявних у водiя монет по 5 грн пiсля заходу пасажира 𝑘. Кожний новий
пасажир або дає 5 грн, тобто 𝑆(𝑘) = 𝑆(𝑘 − 1) + 1, або дає 10 грн, i тодi
водiй повинен видати решту в 5 грн, тобто 𝑆(𝑘) = 𝑆(𝑘 − 1)− 1.
Кiнцева точка частинки дорiвнює (100, 75 − 25) = (100, 50), а отже чи-

сло можливих траєкторiй вiд точки (0, 0) до точки (100, 50), згiдно з Ле-
мою 2.3.2, дорiвнює

|Ω| = 𝑁100(50) =

(︂
100

100+50
2

)︂
=

(︂
100

75

)︂
.

Подiя 𝐴 передбачає, що у водiя завжди залишається принаймнi 5 грн
для видачi решти, i вона вiдповiдає траєкторiям, для яких 𝑆(𝑘) ≥ 1, 𝑘 =
1, . . . , 100, iншими словами, якi нiколи не перетинають (i не торкають) оси
абсцис. Число таких траєкторiй вiд точки (0, 0) до точки (100, 50), згiдно
з Теоремою 2.3.4, дорiвнює

|𝐴| = 𝑁+
100(50) =

50

100

(︂
100

75

)︂
=

1

2

(︂
100

75

)︂
.

Отже

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω|

=
1

2
.
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Подiя 𝐵 передбачає, що водiй завжди матиме можливiсть видати решту,
хоча в нього необов’язково завжди повиннi бути на руках грошi (скажiмо,
вiн вiддав останню монету в 5 грн, а наступний пасажир вiдразу сплатив
йому черговi 5 грн). Така подiя вiдповiдає траєкторiям, для яких 𝑆(1) = 1,
𝑆(𝑘) ≥ 0, 𝑘 = 2, . . . , 100.
Щоб звести цю задачу до попередньої, ми можемо зсунути систему ко-

ординат на одиницю влiво i вниз так, щоб рух вiдбувався вiд точки (0, 0) до
точки (101, 51), i щоб вiсь абсцис не перетинали (i не торкали). Число таких
траєкторiй, згiдно з Теоремою 2.3.4, дорiвнює, використовуючи (2.2.2),

|𝐵| = 𝑁+
101(51) =

51

101

(︂
101

101+51
2

)︂
=

51

101

(︂
101

76

)︂
=

51

101

101

76

(︂
100

75

)︂
=

51

76

(︂
100

75

)︂
.

Отже

P (𝐵) =
|𝐵|
|Ω|

=
51

76

(︂
100

75

)︂
· 1(︀

100
75

)︀ ≈ 0.671 .

2.4 Геометричнi ймовiрностi

Як зазначалося в Розд. 1.1, визначення класичної ймовiрности можна спро-
бувати узагальнити на випадок незлiченного простору Ω як вiдношення
мiри подiї 𝐴 до мiри всього простору:

P (𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
, (2.4.1)

де 𝑚(·) — мiра множини в 𝑘-вимiрному просторi R𝑘 (довжина прямої, пло-
ща пласкої фiгури, об’єм тiла i т.д.).
Розгляньмо декiлька задач на застосування такого спрощеного геоме-

тричного поняття ймовiрности6. Почнiмо розгляд iз задачi, яка iсторично
була однiєю з перших у цьому класi.

Вправа 2.4.1 (Задача про голку Бюффона (Buffon’s needle problem7)). Не-
хай паркетна пiдлога складається з паралельних дошок однакової ширини
𝑑. На пiдлогу падає голка довжиною 𝑙 ≤ 𝑑. Чому дорiвнює ймовiрнiсть
подiї 𝐴 =«голка перетинатиме межу двох дошок»?

6Як ми далi розглядатимемо в цьому курсi, цi задачi фактично використовують поняття рiвномiрного
розподiлу випадкового вектора, але суто з мiркувань шани традицiї ми коротко розглянемо цi
приклади саме як приклади на геометричнi ймовiрностi.

7Названа на честь французького натуралiста та математика Жоржа-Луї Леклерка, графа де Бюф-
фона (Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon, 1707–1788), який уперше розв’язав її в 1777 р.
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Рис. 2.4.1: Iлюстрацiя до Вправи 2.4.1: одне з можливих розташувань ви-
падково пущеної голки на паркетнiй пiдлозi

Розв’язання. Голка довжиною 𝑙 може приземлитися або в межах деякої
дошки, або перетнути межу двох дошок. Останнiй варiант зображено на
Рис. 2.4.1. Позицiю голки можна описати двома змiнними:

� вiдстань 𝑋 вiд середини голки до найближчої межi дошок;

� кут 𝜑 мiж голкою та перпендикуляром, опущеним iз середини голки
на межу мiж двома дошками.

Подiя 𝐴 станеться в тому випадку, якщо гiпотенуза утвореного прямо-
кутного трикутника буде меншою вiд 𝑙/2, тобто якщо

𝑋

cos𝜑
<

𝑙

2
⇒ 𝑋 <

𝑙

2
cos𝜑 . (2.4.2)

У такiй моделi цiєї ситуацiї випадковий експеримент iз кидання голки
завершується парою (𝑋,𝜑). Отже простором елементарних подiй буде ква-
драт Ω = [0; 𝑑2 ] × [0; 𝜋2 ], оскiльки вiдстань до найближчої дошки не може
перевищувати 𝑑

2 , а кут не може перевищувати 90∘ = 𝜋
2 . Звiдси випливає

𝑚(Ω) =
𝜋𝑑

4
.

Подiя𝐴— це множина точок у вiдповiдному квадратi, якi задовольняють
(2.4.2). Її зображено на Рис. 2.4.2. Площу зафарбованої области можна
порахувати за допомогою iнтегралу

𝑚(𝐴) =

� 𝜋
2

0

𝑙

2
cos𝜑 𝑑𝜑 =

𝑙

2
(sin𝜑)

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

=
𝑙

2
.

Отже, вiдповiдно до (2.4.1) маємо:

P (𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
=

𝑙

2
· 4

𝜋𝑑
=

2𝑙

𝜋𝑑
.
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Рис. 2.4.2: Iлюстрацiя до Вправи 2.4.1: множина 𝐴 (зафарбована область)

Вправа 2.4.2. Чоловiк i дружина здiйснюють собi купiвлi, використову-
ючи одну й ту саму картку, тiльки на рiзних вебсайтах. На картцi лежать
10 000 грн. Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴 =«в одного з них не пройде
оплата через нестачу коштiв на картцi»?

Розв’язання. Позначмо через 𝑥 та 𝑦 кiлькiсть коштiв, якi в пiдсумку витра-
тять чоловiк i дружина вiдповiдно. Оскiльки кожний iз подружжя може
розраховувати на використання до 10 000 грн, простором Ω буде квадрат
стороною 10 000: Ω = [0; 10 000]× [0; 10 000].
Подiя 𝐴 вiдповiдає ситуацiї, коли 𝑥 + 𝑦 > 10 000, тобто це — половина

квадрата, отже

P (𝐴) =
1

2
.

Вправа 2.4.3 (Задача про зустрiч). Двоє друзiв умовилися зустрiтися ви-
пити кави, але в силу невизначености своїх робочих графiкiв вони вмови-
лися зустрiтися «десь» мiж дванадцятою й першою годиною. Обидва друга
не мають багато часу на очiкування, тому ухвалено рiшення, що той, хто
прийде першим, очiкуватиме iншого протягом 15 хвилин, але не пiзнiше
1-ої години дня. Якщо за цей час нiхто не з’явиться, то зустрiч не вiдбуде-
ться. Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴, що зустрiч таки вiдбудеться?

Розв’язання. Для цього спочатку визначмо простiр елементарних подiй.
«Момент часу», у який один iз друзiв може з’явитися на каву, визначмо як



40 Комбiнаторнi доведення. Геометричнi ймовiрностi. Вимiрнi множини

точку на вiдрiзку довжиною 18 (що вiдповiдає промiжку в одну годину).
Тодi простiр елементарних подiй є Ω = [0; 1] × [0; 1], де двi координати, 𝑥
та 𝑦, вiдповiдають моментам появи двох друзiв на каву вiдповiдно.
Тодi подiя 𝐴 =«зустрiч вiдбулася» являє собою смугу, зображену на

Рис. 2.4.3. Справдi, зустрiч станеться, якщо один друг прийде в той час,
коли iнший друг обiдає, тобто протягом промiжку в 15 хвилин, або 1/4
години, вiд приходу iншого друга:

𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥+
1

4
⇒

⎧⎨⎩𝑦 − 𝑥 ≤ 1

4
𝑦 ≥ 𝑥

або

𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 +
1

4
⇒

⎧⎨⎩𝑥− 𝑦 ≤ 1

4
𝑥 ≥ 𝑦

.

Компактнiше це можна записати як те, що вiдстань (у часi) мiж двома
моментами прибуття друзiв не перевищує 1/4 години:

𝐴 =

{︂
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ [0; 1]× [0; 1] : |𝑥− 𝑦| ≤ 1

4

}︂
.

Згiдно з (2.4.1),

P (𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
=

𝑚(𝐴)

1
= 𝑚(𝐴) .

Iз геометричних мiркувань, шляхом вирiзання двох прямокутних трику-
тникiв iз катетами в 3/4 iз цiлого квадрата, маємо:

P (𝐴) = 𝑚(𝐴) = 1− 2 · 1
2
·
(︂
3

4

)︂2

=
7

16
.

2.5 𝜎-алгебри подiй

Вправа 2.5.1. Нехай Ω = {1, 2, 3, 4}. Нехай 𝒞 = {{1} , {2}}. Яку алгебру
ℱ (вона ж буде 𝜎-алгебра) породжує цей клас множин?

8Звiсно, годину часу можна подiлити на скiнченну, але велику кiлькiсть дискретних моментiв часу,
наприклад, наносекунд. Проте тодi обчислення стають занадто громiздкими, i тому, як це часто
роблять у природничих i соцiальних науках, використовують незлiченнi множини як апроксимацiю
дiйсности, iз якою працювати простiше.
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Рис. 2.4.3: Iлюстрацiя до Вправи 2.4.3: iмовiрнiсний простiр i подiя 𝐴, якiй
вiдповiдає зафарбована область

Розв’язання. За визначенням (𝜎-)алгебри, вона повинна мiстити як самi
множини {1} та {2}, так i їхнi доповнення — {2, 3, 4} та {1, 3, 4} вiдповiдно.
Також алгебрi повиннi належати всi можливi об’єднання цих множин. У
результатi доходимо висновку, що

ℱ = {∅, {1} , {2} , {1, 2} , {3, 4} , {1, 3, 4} , {2, 3, 4} ,Ω} .

Вправа 2.5.2. Доведiть, що такi множини належать Борелевiй 𝜎-алгебрi
у двовимiрному просторi ℬ2:

(i) 𝐴 =
{︀
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}︀
;

(ii) 𝐵 = Q×Q;

(iii) 𝐶 = (0; 1)× [2; 3);

(iv) 𝐷 = {(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ [0; 1]× [0; 1] : 𝑥 = 𝑦} (дiагональ одиничного квадра-
та).

Розв’язання. (i) Борелева 𝜎-алгебра мiстить усi замкненi множини, тому
𝐴 ∈ ℬ2;

(ii) Борелева 𝜎-алгебра мiстить усi злiченнi множини, тому 𝐵 ∈ ℬ2;

(iii) квадрат 𝐶 не є нi вiдкритою, нi замкненою множиною, оскiльки вiн
мiстить тiльки нижню свою межу, та й то не всю (не мiстить точок
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(0, 2) i (1, 2), оскiльки 0 i 1 не належать iнтервалу (0; 1)). Тому не
можна вiдразу сказати, що вiн є Борелевим.

За аналогiєю з тим, як кожну одноелементну множину {𝑥} у просторi
R можна подати як злiченний перетин

∞⋂︁
𝑛=1

(︂
𝑥− 1

𝑛
;𝑥

]︂
,

ми можемо розглянути злiченний перетин, наприклад,

∞⋂︁
𝑛=1

(︂
1− 1

𝑛
; 1

]︂
× (2; 3] ,

результатом якого є iнтервал {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 1 , 2 < 𝑦 ≤ 3}.
Оскiльки Борелевими в R є також вiдкритi iнтервали та iнтервали,
замкненi злiва i вiдкритi справа, у схожий спосiб можна утворити iн-
тервал {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1 , 𝑦 = 2}. Остаточно шуканий прямокутник
можна подати як об’єднання такого iнтервалу та вiдкритої множини
(0; 1)× (2; 3);

(iv) довести вiдповiдний факт можна, якщо довести, що доповнення дiаго-
нали є Борелевим. Справдi, розгляньмо два числа 𝑥 ̸= 𝑦. Тодi можна
пiдiбрати два неперетиннi пiв iнтервали 𝐼𝑥 та 𝐼𝑦 такi, якi мiстять вiд-
повiднi точки i мають рацiональнi межi.

Оскiльки множина декартових добуткiв пiв iнтервалiв породжує Бо-
релеву 𝜎-алгебру на площинi, 𝐼𝑥 × 𝐼𝑦 ∈ ℬ2. Але цей прямокутник не
перетинається з дiагоналлю. Оскiльки множина Q є злiченною, iснує
злiченне число таких прямокутникiв, (злiченне) об’єднання яких є до-
повненням дiагонали. Оскiльки злiченне об’єднання Борелевих мно-
жин є Борелевим, Борелевим також є його доповнення, тобто шукана
дiагональ.

2.6 Додатковi задачi

Вправа 2.6.1. Доведiть комбiнаторну тотожнiсть Ферма (Fermat’s combi-
natorial identity)9: (︂

𝑛

𝑘

)︂
=

𝑛∑︁
𝑖=𝑘

(︂
𝑖− 1

𝑘 − 1

)︂
, 𝑛 ≥ 𝑘 . (2.6.1)

9Названа так на честь французького математика П’єра де Ферма (Pierre de Fermat, 1607–1665).
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Розв’язання. Вираз злiва визначає число пiдмножин розмiром 𝑘, якi мо-
жна вибрати з-посеред натуральних чисел вiд 1 до 𝑛. Скiльки iснує пiд-
множин таких, що найбiльший їхнiй елемент дорiвнює деякому 𝑖?
Найменше значення, якого може набувати 𝑖, дорiвнює 𝑘. Iснує всього

одна така множина — {1, . . . , 𝑘}. Можна сказати, що iснує
(︀
𝑘−1
𝑘−1

)︀
варiантiв

вибору 𝑘 − 1 чисел, менших вiд 𝑘, iз-посеред 𝑘 − 1 можливих варiантiв.
Для 𝑖 = 𝑘+1 iснує 𝑘 рiзних варiантiв утворення множин. Оскiльки 𝑘+1

обов’язково належить множинi, нам потрiбно вибрати 𝑘−1 чисел iз-помiж
𝑘 наявних, тобто 𝑘 =

(︀
𝑘

𝑘−1

)︀
.

За цiєю ж логiкою, якщо 𝑖 = 𝑘 + 2, iснує
(︀
𝑘+1
𝑘−1

)︀
варiантiв утворення

вiдповiдних множин.
Якщо додати всi можливi варiанти утворення множин розмiром 𝑘, де

𝑖 = 𝑘, . . . , 𝑛 є найбiльшим числом, то ми i дiстанемо вираз (2.6.1).

Вправа 2.6.2. Машини їдуть автомагiстраллю, зберiгаючи вiдстань 50 м
одна вiд одної. Кожна машина має довжину 4 м. На найближчому надзем-
ному переходi висить велика бурулька. Якщо вона впаде на якусь машину
або на вiдстанi до 10 метрiв попереду неї, станеться ДТП. Чому дорiвнює
ймовiрнiсть подiї 𝐴, що ДТП таки станеться?

Розв’язання. У цьому випадку простiр елементарних подiй — це вiдрiзок
в R, який вiдповiдає вiдстанi мiж переднiм бампером однiєї машини до
переднього бампера iншої, тобто вiдрiзок довжиною 50 + 4 = 54 метри,
отже |Ω| = |[0; 54]| = 54. Подiя 𝐴 полягає в тому, що бурулька впаде на
вiдрiзку вiд 0 до 4 + 10 = 14 метрiв, а отже

P (𝐴) =
14

54
≈ 0.259 .

Вправа 2.6.3. Пiлот компанiї з вантажних авiаперевезень щодня здiйснює
вильоти в мiста, розташованi не далi, як 200 км вiд аеродрому. Щоранку пi-
лот заправляє лiтак паливом, достатнiм для виконання польоту загальною
довжиною 450 км.
Сьогоднi вранцi пiлот забув заправити лiтак. Чому дорiвнює ймовiрнiсть,

що для сьогоднiшнього польоту йому вистачить палива?
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Рис. 2.6.1: Iлюстрацiя до Вправи 2.6.3: iмовiрнiсний простiр i подiя 𝐴, якiй
вiдповiдає зафарбована область

Розв’язання. Очевидно, паливо закiнчиться в тому випадку, якщо сумарна
вiдстань польотiв за вчора i за сьогоднi перевищить 450 км. Позначмо через
𝑥 вiдстань нальоту за вчора, а через 𝑦 — вiдстань, яку потрiбно подолати
сьогоднi.
Простором Ω буде квадрат, кожна сторона якого дорiвнює 400 км, оскiль-

ки мiста розташовано не далi як на 200 км, тому максимально можли-
вий полiт може бути на вiдстань 200 км в обидва боки. Вiдповiдно, |Ω| =
4002 км2.
Множина 𝐴 мiстить усi точки (𝑥, 𝑦) такi, що 𝑥 + 𝑦 ≤ 450 (Рис. 2.6.1),

отже |𝐴| = 4002 − 1
2350

2 км2, а

P (𝐴) = 1− 3502

2 · 4002
=

79

128
≈ 0.617 .

Вправа 2.6.4. Чому у Вправi 2.3.5 дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐶, що у
водiя завжди знаходитиметься решта, якщо в нього з самого початку було
5 грн?

Розв’язання. P (𝐶) можна дiстати, якщо розглянути траєкторiї, якi руха-
ються з точки (0, 1) до точки (100, 51). Потужнiсть простору |Ω| у цьому
випадку не змiниться, оскiльки згiдно з Лемою 2.3.2 принциповою є тiльки
рiзниця мiж початковою i кiнцевою точкою.
Зсувом системи координат на одиницю влiво знову зводимо задачу до пiд-

рахунку числа невiд’ємних траєкторiй вiд точки (0, 0) до точки (101, 51).
Понад те, у цьому випадку перший крок обов’язково повинен бути дода-
тний 𝑆(1) = 1, тобто не може бути 𝑆(1) = 0. Отже маємо ситуацiю, ана-
логiчну випадку з подiєю 𝐵 у Вправi 2.3.5 — водiй починає маршрут без
власних коштiв, але тепер пасажирiв 101:

P (𝐶) =
|𝐶|
|Ω|

=
𝑁+

102(52)(︀
100
75

)︀ =
52

102
· 102
77

· 101
76

≈ 0.897 .
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Отже завжди непогано мати з собою зайвi грошi.

Вправа 2.6.5. Чи можна казати, що клас множин виду (−𝑏; 𝑏), 𝑏 ∈ R,
породжує Борелеву 𝜎-алгебру?

Розв’язання. Позначмо клас таких множин через ℐ𝑏. Для доведення рiв-
ности двох множин (𝜎-алгебр) потрiбно показати вкладення цих множин в
обидва боки: 𝒜(ℐ𝑏) ⊆ 𝒜(ℐ) та 𝒜(ℐ) ⊆ 𝒜(ℐ𝑏).
Той факт, що ℐ𝑏 ⊆ 𝒜(ℐ), є очевидним, адже можна завжди показати, як

ми це вже неодноразово робили ранiше:

∞⋃︁
𝑛=2

(︂
− 𝑏; 𝑏− 1

𝑛

]︂
= (−𝑏; 𝑏) .

Проте показати, що будь-який пiв iнтервал (−𝑎; 𝑐], 𝑎 ̸= 𝑐, можна утво-
рити шляхом злiченних доповнень та об’єднань симетричних iнтервалiв
(−𝑏; 𝑏) — неможливо. Справдi, об’єднання будь-яких симетричних iнтерва-
лiв також повинно бути симетричним. Доповнення (−𝑏; 𝑏)𝑐 = (−∞;−𝑏] ∪
[𝑏;∞) також симетричне. Вiдповiдно, будь-якi теоретико-множиннi опера-
цiї над такими симетричними множинами будуть давати множини, якi ма-
тимуть властивiсть симетричности, наприклад

((−∞;−3] ∪ [3;∞)) ∩ (−4; 4) = (−4;−3] ∪ [3; 4) .

Отже утворити iнтервал (−𝑎; 𝑐], 𝑎 ̸= 𝑐, тiльки за допомогою симетричних
iнтервалiв неможливо, а тому клас симетричних iнтервалiв не породжує
Борелевої 𝜎-алгебри.
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3 Властивостi ймовiрнiсної

мiри

3.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ2.1–КЛ2.4.

Визначення (КЛ2.1.1). Функцiєю вiд множини (set function) називають
функцiю 𝑓 : 𝒞 → R, де 𝒞 — деякий клас множин елементiв простору Ω:
𝒞 = {𝐴 : 𝐴 ⊆ Ω}.

Цiлком очевидно, що будь-яку функцiю 𝑔 : R → R можна розглядати як
функцiю вiд множини таку, що 𝑔({𝑥}) ≡ 𝑔(𝑥). Вiдповiдно в усьому нашому
курсi ми використовуватимемо поняття «функцiя» для позначення будь-
яких функцiй, у тому числi функцiй вiд множини.
Розгляньмо деякий вимiрний простiр (Ω,𝒜). На такому просторi можна

визначити поняття мiри шляхом перерахування аксiом, якi будь-яка кори-
сна на практицi мiра повинна задовольняти.

Визначення (КЛ2.1.2). Функцiя 𝜇 : 𝒜 → R має назву мiри (measure),
якщо:

(i) 𝜇(𝐴) ≥ 0 для всiх 𝐴 ∈ 𝒜;

(ii) 𝜇 є 𝜎-адитивною (𝜎-additive): для деякої послiдовности неперетинних
множин справедливо

𝜇

(︃ ∞⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
=

∞∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗 .

(КЛ2.1.1)

У загальному випадку мiрою простору 𝜇(Ω) може бути будь-яке дiйсне
число (i навiть нескiнченнiсть). Мiру називають скiнченною (finite), якщо
𝜇(Ω) < ∞. Також корисним для нас буде поняття 𝜎-скiнченної мiри.
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Визначення (КЛ2.1.3). Мiра 𝜇 є 𝜎-скiнченною (𝜎-finite), якщо 𝜇(Ω) = ∞,
але iснує розбиття {𝐴𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . .} простору Ω таке, що 𝜇(𝐴𝑖) < ∞, 𝑖 =
1, 2, . . ..

Iмовiрнiсть вiд мiри вiдрiзняє наявнiсть специфiчної нормалiзацiї.

Визначення (КЛ2.1.5). Мiру P, яка задовольняє всi аксiоматичнi власти-
востi з Визначення КЛ2.1.2, i для якої P (Ω) = 1, називають iмовiрнiсною
мiрою (probability measure).

Визначення (КЛ2.1.6). Трiйку (Ω,𝒜, 𝜇) називають мiрним простором
(measure space). Зокрема, (Ω,𝒜,P) називають iмовiрнiсним простором (pro-
bability space).

Кiлькiсть аксiом, якi задають мiру i якi наведенi у Визначеннi КЛ2.1.2, є
дуже малою, що дає змогу (вiдносно) легко перевiряти, чи є деяка функцiя
мiрою. Проте з цих двох аксiом можна вивести низку корисних властиво-
стей, якi задовольняє будь-яка мiра.

Теорема (КЛ2.2.1). Будь-яка мiра 𝜇, задана на мiрному просторi (Ω,𝒜, 𝜇),
має такi властивостi:

(i) 𝜇(∅) = 0;

(ii) мiра є скiнченно-адитивною (адитивною, finitely additive):

𝜇

(︃
𝑛⋃︁

𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑖∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗 ; (3.1.1)

(iii) 𝜇 є монотонно неспадною (monotonically nondecreasing):

𝜇(𝐴1) ≤ 𝜇(𝐴2) , 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝒜 , 𝐴1 ⊆ 𝐴2 .

Як наслiдок, якщо 𝐴1 ⊆ 𝐴2, то 𝜇(𝐴2∖𝐴1) = 𝜇(𝐴2 ∩ 𝐴𝑐
1) = 𝜇(𝐴2) −

𝜇(𝐴1);

(iv) 𝜇 є 𝜎-субадитивною (𝜎-subadditive)

𝜇

(︃ ∞⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
≤

∞∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , (3.1.2)

тобто вiдповiдна властивiсть справедлива для будь-яких вимiрних мно-
жин, далеко не тiльки неперетинних.



48 Властивостi ймовiрнiсної мiри

Ця нерiвнiсть також вiдома як нерiвнiсть Була (Boole’s inequality)1;

(v) 𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵)− 𝜇(𝐴 ∩𝐵).

Для ймовiрнiсної мiри додатково також справедливо, що P (𝐴𝑐) = 1 −
P (𝐴) i P (𝐴) ≤ 1.
Також можна показати, що будь-яка мiра є неперервною в такому розу-

мiннi.

Визначення (КЛ2.2.7). Мiра 𝜇, задана на мiрному просторi (Ω,𝒜, 𝜇), не-
перервна знизу (continuous from below), якщо для неспадної послiдовности
вимiрних множин 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . . (тобто 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ . . .),

lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
.

Мiра 𝜇 неперервна зверху (continuous from above), якщо для незростаю-
чої послiдовности вимiрних множин 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . . (тобто 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇
. . .),

lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︃ ∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
.

Нарештi, мiра 𝜇 є просто неперервною, якщо вона одночасно неперервна
як зверху, так i знизу.
Мiра неперервна в порожнiй множинi (continuous at the empty set),

якщо вона неперервна зверху для незростаючої послiдовности вимiрних
множин 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ . . . такої, що 𝐴𝑖 → ∅, тобто якщо lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖) = 0.

Теорема (КЛ2.2.8). (i) Будь-яка мiра 𝜇 на мiрному просторi (Ω,𝒜, 𝜇) є
неперервна;

(ii) якщо деяка скiнченна функцiя 𝜇 невiд’ємна, адитивна й неперервна
в порожнiй множинi, а 𝜇(∅) = 0, то ця функцiя є 𝜎-адитивною (тобто
є повноцiнною мiрою).

Теорема (Теорема Каратеодорi (Carathéodory theorem)2, КЛ2.4.1). Нехай
на деякiй алгебрi ℱ задано мiру 𝜇. Тодi цю мiру можна подовжити на 𝜎-
алгебру 𝒜(ℱ), породжену цiєю алгеброю. Причому якщо мiра скiнченна
(або 𝜎-скiнченна), то таке подовження єдине i скiнченне (або 𝜎-скiнченне).

1Джордж Бул (George Boole, 1815–1864) — видатний англiйський математик.
2Константин Каратеодорi (Constantin Carathéodory, 1873–1950) — грецько-нiмецький математик.
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3.2 Застосування властивостей

iмовiрностей

У нижченаведених задачах вважатимемо, якщо явно не зазначено iнше, що
ми працюємо з деяким iмовiрнiсним простором (Ω,𝒜,P), а всi множини,
що фiгурують у вправах, належать 𝒜.

Вправа 3.2.1. Якщо P (𝐴) = 1
3 , а P (𝐵𝑐) = 1

4 , чи можуть 𝐴 та 𝐵 бути
несумiсними?

Розв’язання. За умовами задачi маємо P (𝐵) = 1 − P (𝐵𝑐) = 3
4 . Для несу-

мiсних подiй справедливо, що

P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵) .

У нашому випадку це неможливо, адже

P (𝐴 ∪𝐵) =
1

3
+

3

4
> 1 ,

хоча ймовiрнiсна мiра не може перевищувати 1.

Вправа 3.2.2. Доведiть такi нерiвностi:

P (𝐴 ∩𝐵) ≤ P (𝐴 ∪𝐵) ≤ P (𝐴) + P (𝐵) . (3.2.1)

Вкажiть умови, за яких цi нерiвностi обертатимуться в рiвностi.

Розв’язання. Iз того факту, що 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵, та властивости (iii) з
Теореми КЛ2.2.1 випливає

P (𝐴 ∩𝐵) ≤ P (𝐴 ∪𝐵) .

Ця нерiвнiсть обернеться в рiвнiсть, якщо 𝐴 ∩𝐵 = 𝐴 ∪𝐵, тобто 𝐴 = 𝐵3.
Iз властивости (v) iз Теореми КЛ2.2.1 та невiд’ємности мiри випливає

P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵) ≤ P (𝐴) + P (𝐵) .

Ця нерiвнiсть обернеться в рiвнiсть, якщо 𝐴 ∩𝐵 = ∅.

3Строго кажучи, достатньо було б виконання 𝐴 = 𝐵 майже напевно. Справдi, нехай 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝑍, де
P (𝑍) = 0. Тодi P (𝐵) = P (𝐴), хоча двi множини не є абсолютно iдентичними. Ми будемо часто
стикатися з поняттям «майже напевно» далi в цьому курсi.
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Вправа 3.2.3. Нехай 𝑆 i 𝐿 позначають подiї, що пiсля вiзиту до сiмейного
лiкаря пацiєнту дадуть скерування до спецiалiста та скерування на аналiзи
вiдповiдно. Нехай P (𝑆) = 0.25, P (𝐿) = 0.35, а ймовiрнiсть, що вiзит не
завершиться жодною з цих подiй, дорiвнює 0.45. Чому дорiвнює:

(i) ймовiрнiсть скерування одночасно i до спецiалiста, i на аналiзи;

(ii) ймовiрнiсть скерування щонайменше на одну з цих опцiй?

Розв’язання. (i) У першому питаннi нас цiкавить iмовiрнiсть перетину
двох подiй, P (𝑆 ∩ 𝐿). У нас (поки що) немає жодної властивости ймо-
вiрностей, яка б давала змогу обчислювати ймовiрностi перетинiв,
проте ми вмiємо обчислювати ймовiрностi об’єднань, наприклад, за
рахунок властивости (v) iз Теореми КЛ2.2.1. Тому перейдiмо вiд пе-
ретину до об’єднання через доповнення i закони де Моргана:

P (𝑆 ∩ 𝐿) = 1− P ((𝑆 ∩ 𝐿)𝑐) = 1− P (𝑆𝑐 ∪ 𝐿𝑐)

= 1− (P (𝑆𝑐) + P (𝐿𝑐)− P (𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐))

= 1− (1− P (𝑆) + 1− P (𝐿)− P (𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐)) .

Iмовiрнiсть перетину доповнень нам дано: P (𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐) = 0.45. Отже

P (𝑆 ∩ 𝐿) = 1− (1− 0.25 + 1− 0.35− 0.45) = 0.05 ;

(ii) у другому питаннi нас цiкавить iмовiрнiсть об’єднання, для обчисле-
ння якої ми застосуємо властивiсть (v) iз Теореми КЛ2.2.1 та щойно
здобутий результат:

P (𝑆 ∪ 𝐿) = P (𝑆) + P (𝐿)− P (𝑆 ∩ 𝐿) = 0.25 + 0.35− 0.05 = 0.55 .

Вправа 3.2.4. Нехай 𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . — деякi подiї в iмовiрнiсному про-
сторi (Ω,𝒜,P) такi, що P (𝐴𝑛) = 1 для всiх 𝑛. Доведiть, що

P

(︃ ∞⋂︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= 1 .

Розв’язання. Iз властивостей iмовiрности безпосередньо випливає, що ймо-
вiрнiсть злiченного перетину дорiвнюватиме 1 тодi й тiльки тодi, коли

P

(︃(︃ ∞⋂︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃𝑐)︃
= P

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑐
𝑛

)︃
= 0 .
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Оскiльки P (𝐴𝑐
𝑛) = 0 для всiх 𝑛, згiдно з нерiвнiстю Була маємо

P

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑐
𝑛

)︃
≤

∞∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑐
𝑛) = 0 ⇒ P

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑐
𝑛

)︃
= 0 .

Вправа 3.2.5. Нехай на вимiрному просторi (Ω,𝒜) задано двi ймовiрнiснi
мiри, P i Q. Нехай P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜 таких, що P (𝐴) ≤ 1

2 .
Доведiть, що P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜.

Розв’язання. Нехай 𝐴 ∈ 𝒜 така, що P (𝐴) ≤ 1
2 . Тодi за припущенням

Q(𝐴) = P (𝐴).
Якщо ж 𝐴 ∈ 𝒜 така, що P (𝐴) > 1

2 , то P (𝐴𝑐) = 1 − P (𝐴) ≤ 1
2 , а тому

1 − P (𝐴) = P (𝐴𝑐) = Q(𝐴𝑐) = 1 − Q(𝐴), звiдки знову-таки випливає, що
Q(𝐴) = P (𝐴).
Отже P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜.

Варто зазначити, що у Вправi 3.2.5 умова P (𝐴) ≤ 1
2 є посутньою, адже

якщо P (𝐴) < 1
2 (строго), то мiри можуть бути рiзнi. Наприклад, нехай

𝒜 = {∅, {1} , {2} , {1, 2}}. Тодi нехай

P (∅) = 0 , P (Ω) = 1 , P ({1}) = P ({2}) = 1

2
,

Q(∅) = 0 , Q(Ω) = 1 , Q({1}) = 1

3
, Q({2}) = 2

3
.

Суто формально можна стверджувати, що P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜
таких, що P (𝐴) < 1

2 , оскiльки така множина єдина — це порожня множина.
Але очевидно, що цiєї вимоги недостатньо для рiвности двох мiр.

3.3 Теорема включення-виключення

Властивiсть iз Теореми КЛ2.2.1(v) можна узагальнити на довiльну кiль-
кiсть множин. Сформулюймо вiдповiдну теорему в застосуваннi до ймо-
вiрнiсних мiр, хоча вона справедлива i для довiльних мiр також.

Теорема (Теорема включення-виключення (Inclusion-exclusion theorem),
КЛ2.2.6). Нехай (Ω,𝒜,P) — деякий iмовiрнiсний простiр. Тодi

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖

P (𝐴𝑖)−
∑︁
𝑖<𝑗

P (𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗) +
∑︁
𝑖<𝑗<𝑘

P (𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘)− . . .

+ (−1)𝑛+1P (𝐴1 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛) .
(КЛ2.2.3)
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Приклад 3.3.1 (Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching
problem)4). Розгляньмо добре перетасовану колоду з 𝑛 карт, пронумерова-
них вiд 1 до 𝑛 та викладених на стiл у випадковому порядку. Гравець по
черзi перегортає карти i виграє в тому випадку, якщо 𝑖-та перегорнута кар-
та матиме нанесений на нiй номер 𝑖. Чому дорiвнює ймовiрнiсть виграшу?

Альтернативна iнтерпретацiя цiєї задачi така. Нехай у перинатальному
центрi перебувають 𝑛 матерiв, у кожної з яких по одному новонароджено-
му. Уявiмо, що всi матерi покинули центр i пiшли додому переночувати, а
повернувшись наступного ранку, вони виявили, що всiх дiтей переплутано.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що у випадку випадкової роздачi дiтей
хоча б одна мати дiстане назад свою власну дитину?

Позначмо через 𝐴𝑖 подiю, що 𝑖-та карта, витягнута з колоди, має нане-
сений на нiй номер 𝑖. Тодi нас цiкавить iмовiрнiсть P (𝐴1 ∪ . . . ∪ 𝐴𝑛). Пiд-
рахунок вестимемо за Теоремою КЛ2.2.6.

Подiя 𝐴𝑖1 ∩𝐴𝑖2 ∩ . . .∩𝐴𝑖𝑘 , де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} — деякi рiзнi iндекси,
описує ситуацiю, коли точно 𝑘 карт стоять на своїх позицiях, а саме карти
з номерами 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 стоять на позицiях 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 вiдповiдно. Оскiльки кар-
ти можуть опинитися на будь-якiй позицiї з однаковою ймовiрнiстю, тут
застосовне класичне визначення ймовiрности.

Простором елементарних подiй Ω буде множина всiх можливих переста-
новок iз 𝑛 карт, яких iснує 𝑛! штук. Кожна подiя 𝐴𝑖1 ∩𝐴𝑖2 ∩ . . .∩𝐴𝑖𝑘 вiдпо-
вiдає таким перестановкам, де позицiї 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 зафiксованi, i переставляти
можна тiльки 𝑛 − 𝑘 позицiй, що залишилися. Отже загальне число пере-
становок, якi вiдповiдають подiї 𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑖𝑘 — (𝑛− 𝑘)!.

Отже, наприклад, маємо

P (𝐴1) =
(𝑛− 1)!

𝑛!
=

1

𝑛
, P (𝐴2 ∩ 𝐴5 ∩ 𝐴7) =

(𝑛− 3)!

𝑛!
=

1

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)
.

Застосування (КЛ2.2.3) дає

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑛
−
∑︁
𝑖<𝑗

1

𝑛(𝑛− 1)
+
∑︁
𝑖<𝑗<𝑘

1

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)
−. . .+(−1)𝑛+1 1

𝑛!
.

Залишилось тiльки пiдрахувати, скiльки iснує доданкiв у кожнiй сумi.
Це випливає з визначення бiномних коефiцiєнтiв: усiх можливих перетинiв

4Уперше цю задачу запропонував французький математик П’єр де Монморт (Pierre Remond de
Montmort, 1678–1719) у 1708 р.
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по двi множини є
(︀
𝑛
2

)︀
, по три множини —

(︀
𝑛
3

)︀
тощо. Остаточно маємо:

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= 𝑛 · 1

𝑛
−

(︀
𝑛
2

)︀
𝑛(𝑛− 1)

+

(︀
𝑛
3

)︀
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

− . . .+ (−1)𝑛+1 · 1

𝑛!

= 1− 1

2!
+

1

3!
− . . .+ (−1)𝑛+1 · 1

𝑛!
. (3.3.1)

Використовуючи розвинення експоненти в ряд Тейлора

𝑒−1 = 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ . . . ,

маємо наближену оцiнку шуканої ймовiрности:

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
≈ 1− 1

𝑒
.

Код на Лiстингу 3.3.1 виконує симуляцiю заметодом Монте-Карло (Mon-
te Carlo simulation)5, суть якого полягає у вiдтвореннi деякого випадкового
експерименту велику кiлькiсть разiв i використання одержаних результатiв
для дослiдження властивостей процесу, який їх породжує.
Так, вiдповiдна програма симулює проведення незалежних випробувань

iз витягуванням карт i фiксує успiшнiсть кожного з них у розумiннi появи
принаймнi одного збiгу номерiв. Вiдносна частота успiшних випробувань
вiдiграє роль емпiричної ймовiрности настання вiдповiдної подiї. Також
програма рахує теоретичну ймовiрнiсть як суму з (3.3.1).
Симуляцiї виконуємо для рiзного числа карт, 𝑛 = 1, . . . , 10. Для кожно-

го 𝑛 виконуємо 10 000 повторень експерименту з перетасування карт. Як
можна бачити з Рис. 3.3.1, емпiричнi ймовiрностi доволi близькi до ймо-
вiрностей теоретичних, до того ж обидвi послiдовностi ймовiрностей дуже
швидко прямують до 1 − 1/𝑒 ≈ 0.632. Iз цього можна зробити цiкавий
практичний висновок, що ймовiрнiсть буде приблизно однаковою для рi-
зних 𝑛, хоча «iнтуїцiя» пiдказує, що зi збiльшенням 𝑛 повинно бути бiльше
«шансiв», щоб хоча б одна карта стала на свою позицiю.

Лiстинг 3.3.1: Код для Прикладу 3.3.1
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import rc

import numpy as np

from numpy.random import seed

5 from scipy.special import factorial

5Вiдповiдну назву запропонував угорсько-американський математик Джон фон Нойманн (John von
Neumann, 1903–1957) для опису першої симуляцiї такого роду. Це сталося в процесi дослiдження
поведiнки нейтронiв у науковiй лабораторiї Лос-Аламос пiд час Другої свiтової вiйни. Ця задача
була занадто складною, щоб розв’язати її аналiтично, i було запропоновано моделювати вiдповiдний
експеримент на комп’ютерi. Назва «Монте-Карло», вочевидь, походить вiд назви курорту в Монако,
вiдомого своїми гральними закладами.
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Рис. 3.3.1: Теоретичнi й емпiричнi ймовiрностi для Прикладу 3.3.1

rc(’text’, usetex=True)

rc(’text.latex’, unicode=True)

rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage[utf8]{ inputenc}’)

10 rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage[ukrainian ]{ babel}’)

def prob_theoretical(n):

k = np.arange(1, n + 1)

15 return np.sum ((1 / factorial(k)) * ( -1)**(k + 1))

def prob_empirical(n, trials ):

results = np.zeros(trials)

20 ordered = np.arange(1, n + 1)

for i in range(trials ):

shuffled = np.random.permutation(ordered)

results[i] = np.sum(shuffled == ordered)

25 return np.sum(results >= 1) / trials

seed (100)

trials = 10000

30 number_of_cards_max = 10

probs_theoretical =\

np.array([ prob_theoretical(n) for n

in range(1, number_of_cards_max + 1)])

35 probs_empirical =\

np.array([ prob_empirical(n, trials) for

n in range(1, number_of_cards_max + 1)])

plt.scatter(

40 np.arange(1, number_of_cards_max + 1), probs_theoretical ,

label="Теоретична ймовiрнiсть", alpha =0.5
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)

plt.scatter(

np.arange(1, number_of_cards_max + 1), probs_empirical ,

45 label="Емпiрична ймовiрнiсть", alpha =0.5

)

plt.hlines (1 - 1/np.e, 0, number_of_cards_max ,

linestyle=’dashed ’, lw=2, alpha =0.5)

plt.xticks(fontsize =10)

50 plt.yticks ([0.0 , 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0], fontsize =10)

plt.xlabel("Кiлькiсть карт", fontsize =15)

plt.ylabel("Iмовiрнiсть принаймнi одного збiгу", fontsize =15)

plt.legend ()

55 plt.tight_layout ()

plt.savefig("../../ images/Chapter 3/ montmort.png", dpi =300)

Розгляньмо iншi ситуацiї, де застосування Теореми КЛ2.2.6 цiлком ви-
правдано.

Вправа 3.3.2. Нехай маємо групу з 7 людей. Чому дорiвнює ймовiрнiсть,
що серед них є щонайменше по однiй людинi з днем народження, що при-
падає на кожну пору року? Вважатимемо, що ймовiрностi народитися в
кожну пору року однаковi.

Розв’язання. Як i в попереднiй задачi, i як i в усiх схожих вправах, споча-
тку потрiбно визначити по подiї для кожної пори року, а потiм обчислити
ймовiрнiсть їх об’єднання за Теоремою КЛ2.2.6.
У данiй задачi нас цiкавить iмовiрнiсть одночасного виконання, тобто

перетину, подiй 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, що в групi є принаймнi одна людина з днем
народження, що припадає на пору року 𝑖. Згiдно з законом де Моргана,

P (𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4) = 1− P (𝐴𝑐
1 ∪ 𝐴𝑐

2 ∪ 𝐴𝑐
3 ∪ 𝐴𝑐

4) ,

де кожна з подiй 𝐴𝑐
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4, має iнтерпретацiю, що в групi немає

жодної людини з днем народження в пору року 𝑖.
Отже

P (𝐴𝑐
1 ∪ 𝐴𝑐

2 ∪ 𝐴𝑐
3 ∪ 𝐴𝑐

4) =
4∑︁

𝑖=1

P (𝐴𝑐
𝑖)−

∑︁
𝑖<𝑗

P
(︀
𝐴𝑐

𝑖 ∩ 𝐴𝑐
𝑗

)︀
+
∑︁
𝑖<𝑗<𝑘

P
(︀
𝐴𝑐

𝑖 ∩ 𝐴𝑐
𝑗 ∩ 𝐴𝑐

𝑘

)︀
− P (𝐴𝑐

1 ∩ 𝐴𝑐
2 ∩ 𝐴𝑐

3 ∩ 𝐴𝑐
4) .

Оскiльки всi варiанти народження рiвноймовiрнi, застосуймо правила
обчислення класичної ймовiрности. Зокрема, iмовiрнiсть кожної 𝐴𝑐

𝑖 , 𝑖 =
1, 2, 3, 4, дорiвнює (3/4)7, iмовiрнiсть кожного перетину𝐴𝑐

𝑖∩𝐴𝑐
𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4,
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0 < 𝑖 < 𝑗, дорiвнює (2/4)7 = (1/2)7, а ймовiрнiсть усiх потрiйних перетинiв
дорiвнює (1/4)7. Iмовiрнiсть P (𝐴𝑐

1 ∩ 𝐴𝑐
2 ∩ 𝐴𝑐

3 ∩ 𝐴𝑐
4), очевидно, дорiвнює 0.

Отже,

P (𝐴𝑐
1 ∪ 𝐴𝑐

2 ∪ 𝐴𝑐
3 ∪ 𝐴𝑐

4) = 4 · 3
7

47
−
(︂
4

2

)︂
1

27
+

(︂
4

3

)︂
1

47
≈ 0.487 ,

а шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4) = 1− P (𝐴𝑐
1 ∪ 𝐴𝑐

2 ∪ 𝐴𝑐
3 ∪ 𝐴𝑐

4) ≈ 0.513 .

Вправа 3.3.3. За святковий стiл у випадковому порядку сiдають 4 подру-
жнi пари. Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що жодна жiнка не сидiтиме
поруч зi своїм чоловiком?

Розв’язання. Позначмо через 𝐸𝑖 подiю, що чоловiк i дружина з подружньої
пари номер 𝑖 сидять поруч. Нас цiкавить iмовiрнiсть

P

(︃(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃𝑐)︃
= 1− P

(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃
,

де ймовiрнiсть об’єднання можна обчислити за (КЛ2.2.3):

P

(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃
=

4∑︁
𝑖=1

P (𝐸𝑖)−
∑︁
𝑖<𝑗

P (𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗) +
∑︁
𝑖<𝑗<𝑘

P (𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 ∩ 𝐸𝑘)

− P (𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 ∩ 𝐸4) .

Як i в попереднiх випадках, маємо ситуацiю з класичною ймовiрнiстю, де
простiр елементарних подiй Ω складають усi можливi розсадки за столом.
Будь-яку групу з 8 осiб можна всадити за стiл у 8! способiв: |Ω| = 8!.
Подiя-перетин 𝐸𝑖1 ∩ . . .∩𝐸𝑖𝑘 , де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} — деякi рiзнi iнде-

кси, описує ситуацiю, коли точно 𝑘 подружнiх пар сидять поруч. Загальне
число варiантiв розсаджування, якi ведуть до такого результату, можна
пiдрахувати так:

� розгляньмо 𝑘 подружнiх пар як нерозривнi. Тодi загальне число варi-
антiв розсаджування 𝑘 пар i 8−2𝑘 окремих осiб, тобто 8−𝑘 «об’єктiв»,
дорiвнює (8− 𝑘)!;

� у рамках кожної пари чоловiка й дружину можна переставляти мi-
сцями, тому є 2𝑘 варiантiв перестановок усерединi вiдповiдних пар;
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� згiдно з правилом множення, загальне число можливих варiантiв роз-
саджування, за яких 𝑘 пар сидять поруч, становить 2𝑘(8− 𝑘)!.

Через симетрiю всiх розсадок остаточно маємо

P

(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃
=

(︂
4

1

)︂
21 · 7!
8!

−
(︂
4

2

)︂
22 · 6!
8!

+

(︂
4

3

)︂
23 · 5!
8!

−
(︂
4

4

)︂
24 · 4!
8!

≈ 0.657 ,

а тому ймовiрнiсть, що жодне подружжя не сидiтиме поруч, дорiвнює при-
близно 0.343.

3.4 Властивостi мiри

Розгляньмо декiлька задач, пов’язаних iз застосуванням властивостей мiр.

Вправа 3.4.1. Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜,P), де Ω — деякий
незлiченний простiр елементарних подiй, а 𝜎-алгебра 𝒜 мiстить подiї, що
або самi є не бiльш нiж злiченними, або чиї доповнення є не бiльш нiж
злiченними.
Розгляньмо функцiю P таку, що P (𝐴) = 0, якщо𝐴 не бiльш нiж злiченна,

та P (𝐴) = 1, якщо 𝐴𝑐 не бiльш нiж злiченна.
Покажiть, що P є ймовiрнiсною мiрою.

Розв’язання. Оскiльки P (𝐴) ≥ 0 для будь-якої 𝐴 ∈ 𝒜, а P (Ω) = 1, бо
доповнення простору Ω𝑐 = ∅ не бiльш нiж злiченне, достатньо перевiрити
𝜎-адитивнiсть. Розгляньмо послiдовнiсть несумiсних подiй 𝐴𝑛 ∈ 𝒜, 𝑛 =
1, 2, . . ., 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, та їх об’єднання 𝐴 =

⋃︀∞
𝑛=1𝐴𝑛.

Якщо 𝐴 не бiльш нiж злiченна, то i всi 𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., повиннi бути не
бiльш нiж злiченнi, i тому

P (𝐴) = 0 = 0 + 0 + . . . =
∞∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑛) .

Якщо ж 𝐴𝑐 не бiльш нiж злiченна, то 𝐴 повинна бути незлiченною, а
тому щонайменше одна з 𝐴𝑛 також повинна бути незлiченною. Насправдi,
тiльки одна з 𝐴𝑛 є незлiченною. Доведiмо це вiд супротивного. Якщо 𝐴𝑖

i 𝐴𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗, одночасно є незлiченними, то, вiдповiдно, 𝐴𝑐
𝑖 i 𝐴

𝑐
𝑗 одночасно є

не бiльш нiж злiченними. Оскiльки 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴𝑐
𝑗. Але якщо 𝐴𝑐

𝑗 не
бiльш нiж злiченна, то її пiдмножина 𝐴𝑖 також повинна бути не бiльш нiж
злiченна, що суперечить нашому початковому припущенню. Отже, iснує
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єдина множина з-посеред 𝐴𝑛, яка є незлiченною, наприклад, 𝐴𝑛0
. Тодi

P (𝐴) = 1 = 0+0+ . . .+0+1+0+ . . . =

𝑛0−1∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑛)+P (𝐴𝑛0
)+

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

P (𝐴𝑛) .

Розгляньмо цiкаву iлюстрацiю неперервности ймовiрнiсної мiри.

Приклад 3.4.2. Уявiмо, що маємо нескiнченно велику вазу i нескiнченно
великий набiр куль, пронумерованих натуральними числами. Розгляньмо
такий експеримент:

� за 1 хвилину до пiвночи у вазу кладуть кулi з номерами вiд 1 до 10 i
вiдразу витягають кулю з номером 10 (усе вiдбувається «миттєво»);

� за 0.5 хвилини до пiвночи у вазу кладуть кулi з номерами вiд 11 до
20 i вiдразу витягають кулю з номером 20;

� за 0.25 хвилини до пiвночи у вазу кладуть кулi з номерами вiд 21 до
30 i вiдразу витягають кулю з номером 30 i т.д.

Iншими словами, на 𝑛-ому кроцi, тобто за 2−(𝑛−1) хвилин до пiвночи, 𝑛 =
1, 2, . . ., у вазу кладуть кулi з номерами вiд 10(𝑛− 1) + 1 до 10𝑛 i вiдразу
витягають кулю з номером 10𝑛. Скiльки у вазi буде куль станом на пiвнiч?
Оскiльки на кожному кроцi витягають кулю з номером, кратним 10, у

сухому залишку у вазi залишиться нескiнченна кiлькiсть куль, номери яких
не будуть кратнi 10.
Розгляньмо тепер модифiкацiю цього експерименту, у якому на кожному

кроцi 𝑛 витягають не кулю з номером 10𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., а кулю з номером
𝑛, тобто за хвилину до пiвночи витягають кулю з номером 1, за пiв хви-
лини — кулю з номером 2 тощо. Отже, як i в попередньому експериментi,
на кожному кроцi у вазу кладуть 10 куль, а витягають усього одну. Проте
в цьому випадку, як би це не було на перший погляд парадоксально, ста-
ном на пiвнiч ваза буде порожня! Справдi, за 2−(𝑛−1) хвилин до пiвночи
з вази буде витягнуто кулю з номером 𝑛. Отже для кожного 𝑛 = 1, 2, . . .
справедливо, що кулi з номером 𝑛 у вазi не буде.
Жодного «парадоксу» тут немає, адже ми маємо справу з рiзними ситу-

ацiями, якi у випадку нескiнченно великих чисел дають на перший погляд
контрiнтуїтивнi результати.
Розгляньмо ще одну варiацiю цього експерименту, у якому на кожному

кроцi витягають деяку кулю з номером вiд 1 до 10𝑛 у випадковий спосiб.
Щоб вiдповiсти на питання про кiлькiсть куль, якi залишаться станом на
пiвнiч, ми застосуємо властивiсть неперервности ймовiрнiсної мiри з Ви-
значення КЛ2.2.7.
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Позначмо через 𝐴𝑛 подiю, що пiсля 𝑛 витягiв у вазi залишатиметься куля
з номером 1. Очевидно, що

P (𝐴1) =
9

10
.

На другому кроцi ймовiрнiсть, що куля з номером 1 залишається у вазi,
дорiвнює ймовiрностi, що її не вибрали нi на першому кроцi, нi на другому:

P (𝐴2) =
9

10
· 18
19

.

У схожий спосiб можна показати, що

P (𝐴𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1
.

Усi подiї 𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., є вкладеними одна в одну: 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ . . ..

Вiдповiдно до властивости неперервности, iмовiрнiсть того, що куля з
номером 1 залишається у вазi станом на пiвнiч, дорiвнює

P

(︃ ∞⋂︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= P

(︁
lim
𝑛→∞

𝐴𝑛

)︁
= lim

𝑛→∞
P (𝐴𝑛) = lim

𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1
.

Розгляньмо границю

1

lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1

= lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

9𝑘

)︂
.

Можна помiтити, що

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

9𝑘

)︂
=

(︂
1 +

1

9

)︂(︂
1 +

1

18

)︂
. . .

(︂
1 +

1

9𝑛

)︂
>

1

9
+

1

18
+ . . .+

1

9𝑛
=

1

9

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
.

Iз теорiї рядiв нам вiдомо, що

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
= ∞ ,
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а отже

lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

9𝑘

)︂
= ∞ .

У пiдсумку ми маємо:

P

(︃ ∞⋂︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= 0 ,

iншими словами, куля з номером 1 не залишиться у вазi станом на пiвнiч
iз iмовiрнiстю 1.
В аналогiчний спосiб можна показати, що куля з будь-яким номером не

залишиться у вазi станом на пiвнiч.
Позначмо через 𝐹𝑛 подiю, що куля з номером 𝑛 залишиться у вазi станом

на пiвнiч. Iмовiрнiсть того, що ваза не буде порожньою станом на пiвнiч,
дорiвнює ймовiрностi об’єднання 𝐹𝑛, яку можна оцiнити за допомогою не-
рiвности Була:

P

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛

)︃
≤

∞∑︁
𝑛=1

P (𝐹𝑛) = 0 .

Отже ваза буде порожньою станом на пiвнiч з iмовiрнiстю 1.

Згiдно з умовами Теореми Каратеодорi КЛ2.4.1, подовження мiри з ал-
гебри на 𝜎-алгебру буде єдиним, якщо мiра скiнченна або 𝜎-скiнченна. Роз-
гляньмо простий контрприклад.

Приклад 3.4.3. Нехай Ω = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4} i нехай маємо клас множин
𝒞 = {∅, {𝜔1, 𝜔2} , {𝜔1, 𝜔3} , {𝜔2, 𝜔4} , {𝜔3, 𝜔4} ,Ω}. Цей клас множин не є ал-
геброю, що видно, наприклад, iз того факту, що

{𝜔1, 𝜔2} ∪ {𝜔1, 𝜔3} = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3} /∈ 𝒞 .

Розгляньмо на цьому класi множин мiру 𝜇:

𝜇({𝜔1, 𝜔2}) = 𝜇({𝜔1, 𝜔3}) = 𝜇({𝜔2, 𝜔4}) = 𝜇({𝜔3, 𝜔4}) = 3 ,

𝜇(Ω) = 6 ,

𝜇(∅) = 0 .

Це справдi мiра, адже вона невiд’ємна, а адитивнiсть виконується, оскiльки
вона виконується для єдиних двох пар неперетинних множин, об’єднання
яких також лежить у 𝒞:

𝜇(Ω) = 𝜇({𝜔1, 𝜔2}) + 𝜇({𝜔3, 𝜔4}) = 3 + 3 = 6 ,

𝜇(Ω) = 𝜇({𝜔1, 𝜔3}) + 𝜇({𝜔2, 𝜔4}) = 3 + 3 = 6 .

Розгляньмо два рiзнi подовження мiри 𝜇 на 𝜎-алгебру 2Ω (множину всiх



Властивостi мiри 61

пiдмножин Ω):

𝜇1({𝜔1}) = 𝜇1({𝜔4}) = 𝜇2({𝜔2}) = 𝜇2({𝜔3}) = 1 ,

𝜇1({𝜔2}) = 𝜇1({𝜔3}) = 𝜇2({𝜔1}) = 𝜇2({𝜔4}) = 2 .

Обидвi цi функцiї є подовженнями 𝜇, оскiльки

𝜇1(∅) = 𝜇2(∅) = 0 ,

𝜇1(Ω) = 𝜇2(Ω) = 6 ,

𝜇1({𝜔1, 𝜔2}) = 𝜇2({𝜔1, 𝜔2}) = 3 ,

𝜇1({𝜔1, 𝜔3}) = 𝜇2({𝜔1, 𝜔3}) = 3 ,

𝜇1({𝜔2, 𝜔4}) = 𝜇2({𝜔2, 𝜔4}) = 3 ,

𝜇1({𝜔3, 𝜔4}) = 𝜇2({𝜔3, 𝜔4}) = 3 ,

хоча це зовсiм рiзнi мiри.
Отже, якщо клас 𝒞 не є алгеброю, подовження деякої мiри, визначеної

на ньому, необов’язково буде єдиним.

Вправа 3.4.4. Нехай маємо мiрний простiр (Ω,𝒜, 𝜆) = ((0; 1],ℬ(0; 1], 𝜆),
де 𝜆 — мiра Лебега. Визначмо новий простiр так:

Ω′ =
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 0 < 𝑥 ≤ 1 , 0 < 𝑦 ≤ 1

}︀
,

тобто цей простiр є декартовим добутком (0; 1]× (0; 1].
У цьому просторi розгляньмо клас множин𝒜′, до якого входять множини{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ∈ 𝐴 , 0 < 𝑦 ≤ 1
}︀

, 𝐴 ∈ 𝒜 .

Нарештi, нехай

P (𝐴× (0; 1]) = 𝜆(𝐴) , 𝐴 ∈ 𝒜 .

Доведiть, що (Ω′,𝒜′,P) є ймовiрнiсним простором.

Розв’язання. Нам потрiбно перевiрити, що 𝒜′ є 𝜎-алгеброю, а P — iмовiр-
нiсною мiрою.
Для перевiрки 𝒜′ потрiбно перевiрити три властивостi 𝜎-алгебр:

� Ω′ ∈ 𝒜′, оскiльки Ω′ = Ω× (0; 1];

� нехай 𝐵 ∈ 𝒜′, тобто 𝐵 є декартовим добутком деякої множини 𝐴 ∈ 𝒜
з пiв iнтервалом (0; 1]. Оскiльки 𝐴 ∈ 𝒜, то через те, що 𝒜 сама є 𝜎-
алгеброю, 𝐴𝑐 ∈ 𝒜, а тому i 𝐴𝑐 × (0; 1] належить 𝒜′;
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� нарештi, якщо

𝐵 =
∞⋃︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 × (0; 1]) , 𝐴𝑖 ∈ 𝒜 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,

то через те, що 𝒜 сама є 𝜎-алгеброю,
⋃︀∞

𝑖=1𝐴𝑖 ∈ 𝒜, а отже i

∞⋃︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 × (0; 1]) =

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
× (0; 1] ∈ 𝒜′ .

Тепер потрiбно перевiрити три аксiоми мiри для функцiї P. По-перше,
вона невiд’ємна через невiд’ємнiсть мiри Лебега. По-друге,

P (Ω′) = P (Ω× (0; 1]) = 𝜆(Ω) = 1 .

Що стосується 𝜎-адитивности, то нехай 𝐵𝑖 = 𝐴𝑖 × (0; 1] для деяких непе-
ретинних 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . .. Тодi

P

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐵𝑖

)︃
= P

(︃(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
× (0; 1]

)︃
= 𝜆

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑖=1

𝜆(𝐴𝑖)

=
∞∑︁
𝑖=1

P (𝐴𝑖 × (0; 1]) =
∞∑︁
𝑖=1

P (𝐵𝑖) .

3.5 Додатковi задачi

Вправа 3.5.1. Доведiть таку властивiсть iмовiрности симетричної рiзницi
множин:

P (𝐴∆𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)− 2P (𝐴 ∩𝐵) . (3.5.1)

Розв’язання. Згiдно з Табл. КЛ1.2.1, симетрична рiзниця дорiвнює

𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∩𝐵𝑐) ∪ (𝐴𝑐 ∩𝐵) .

Альтернативним формулюванням симетричної рiзницi є рiзниця об’єднання
й перетину:

𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∪𝐵)∖(𝐴 ∩𝐵) = (𝐴 ∪𝐵) ∩ ((𝐴 ∩𝐵)𝑐) = (𝐴 ∪𝐵) ∩ (𝐴𝑐 ∪𝐵𝑐) .
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Нескладно переконатися, що

(𝐴 ∩𝐵𝑐) ∪ (𝐴𝑐 ∩𝐵) = (𝐴 ∪𝐵) ∩ (𝐴𝑐 ∪𝐵𝑐) ,

наприклад, застосувавши властивiсть дистрибутивности до виразу справа
(«розкрити дужки»).
Для обчислення ймовiрности рiзницi використаймо властивiсть (iii) з Те-

ореми КЛ2.2.1:

P (𝐴∆𝐵) = P ((𝐴 ∪𝐵)∖(𝐴 ∩𝐵)) = P (𝐴 ∪𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵) .

Застосовуючи до цього виразу властивiсть (v) iз Теореми КЛ2.2.1, остато-
чно маємо:

P (𝐴∆𝐵) = P (𝐴 ∪𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵)

= P (𝐴) + P (𝐵)− 2P (𝐴 ∩𝐵) .

Вправа 3.5.2. Абiтурiєнт планує вступити до одного з двох ЗВО, 𝐴 i 𝐵.
Нехай iмовiрнiсть вступити до ЗВО 𝐴 дорiвнює 𝑝1, iмовiрнiсть не вступи-
ти до ЗВО 𝐵 дорiвнює 𝑝2, а ймовiрнiсть не вступити принаймнi до одного
з цих ЗВО дорiвнює 𝑝3.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть вступити хоча б до одного з цих ЗВО?

Розв’язання. Позначмо через 𝐴 та 𝐵 подiї вступу до вiдповiдних ЗВО.
Згiдно з умовами вправи, ми знаємо, що

P (𝐴) = 𝑝1 , P (𝐵𝑐) = 𝑝2 , P (𝐴𝑐 ∪𝐵𝑐) = 𝑝3 .

Нас цiкавить iмовiрнiсть об’єднання:

P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴)+P (𝐵)−P (𝐴 ∩𝐵) = 𝑝1+(1−𝑝2)−(1−𝑝3) = 𝑝1−𝑝2+𝑝3 .

Вправа 3.5.3. За результатами роздавання карт у гравця на руках опиня-
ються 13 гральних карт зi стандартної колоди з 4 мастями i 13 званнями.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї, що в нього взагалi не буде карт принаймнi
однiєї масти?
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Розв’язання. Позначмо через 𝑆, 𝐻, 𝐷, 𝐶 подiї, що у гравця немає карт
кожної з чотирьох мастей вiдповiдно — вино (spades), чирва (hears), дзвiнка
(diamonds) та жир (clubs). Тодi нас цiкавить iмовiрнiсть об’єднання цих
подiй. Разом iз тим, через повну симетрiю маємо, що всi перетини мають
однакову ймовiрнiсть, наприклад P (𝑆 ∩𝐻) = P (𝐷 ∩ 𝐶). Вiдповiдно до
(КЛ2.2.3), шукану ймовiрнiсть можна обчислити так:

P (𝑆 ∪𝐷 ∪𝐻 ∪ 𝐶) = 4 · P (𝑆)−
(︂
4

2

)︂
P (𝑆 ∩𝐻) +

(︂
4

3

)︂
P (𝑆 ∩𝐻 ∩𝐷)

− P (𝑆 ∩𝐷 ∩𝐻 ∩ 𝐶) .

Пiдрахуймо кожну ймовiрнiсть iз цього виразу. Оскiльки всi можливi ва-
рiанти роздачi карт є рiвноймовiрнi, можемо застосувати класичне визначе-
ння ймовiрности. Простором елементарних подiй є множина всiх можливих
роздач карт, i його потужнiсть є |Ω| =

(︀
52
13

)︀
. Загальне число варiантiв не

дiстати жодної карти деякої масти дорiвнює
(︀
52−13
13

)︀
=
(︀
39
13

)︀
, деяких двох ма-

стей —
(︀
52−13−13

13

)︀
=
(︀
26
13

)︀
, деяких трьох мастей —

(︀
52−13−13−13

13

)︀
= 1. Нарештi,

ймовiрнiсть не дiстати карти жодної з чотирьох мастей дорiвнює 0.
Отже, маємо

P (𝑆 ∪𝐷 ∪𝐻 ∪ 𝐶) = 4 ·
(︀
39
13

)︀(︀
52
13

)︀ − 6 ·
(︀
26
13

)︀(︀
52
13

)︀ + 4
1(︀
52
13

)︀ ≈ 0.051 .

Вправа 3.5.4. Нехай 𝜇1, 𝜇2 — деякi 𝜎-скiнченнi мiри на деякому вимiрному
просторi (Ω,𝒜), i нехай 𝜇 — деяка мiра така, що

𝜇(𝐴) = 𝜇1(𝐴) + 𝜇2(𝐴) , 𝐴 ∈ 𝒜 .

Покажiть, що 𝜇 також 𝜎-скiнченна.

Розв’язання. Нехай маємо двi 𝜎-скiнченнi мiри 𝜇1 i 𝜇2. Розгляньмо розби-
ття простору

{︀
𝐴1

1, 𝐴
1
2, . . .

}︀
та
{︀
𝐴2

1, 𝐴
2
2, . . .

}︀
такi, що

𝜇1(𝐴
1
𝑖 ) < ∞ , 𝜇2(𝐴

2
𝑖 ) < ∞ , 𝑖 = 1, 2, . . . .

Можна бачити, що множина всiх можливих перетинiв
{︀
𝐴1

𝑖 ∩ 𝐴2
𝑗 , 𝑖, 𝑗 ≥ 1

}︀
також є розбиттям простору Ω. Тодi

𝜇
(︀
𝐴1

𝑖 ∩ 𝐴2
𝑗

)︀
= 𝜇1

(︀
𝐴1

𝑖 ∩ 𝐴2
𝑗

)︀
+ 𝜇2

(︀
𝐴1

𝑖 ∩ 𝐴2
𝑗

)︀
< ∞ , 𝑖, 𝑗 ≥ 1 ,

а тому 𝜇 також є 𝜎-скiнченною мiрою.
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4 Умовна ймовiрнiсть

4.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ3.1, КЛ3.3–КЛ3.4.

Визначення (КЛ3.1.2). Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜). Якщо 𝐴 i
𝐵 — деякi подiї з 𝒜, i P (𝐵) > 0, то умовною ймовiрнiстю 𝐴 за умови 𝐵
(conditional probability of 𝐴 given 𝐵) є ймовiрнiсть

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
. (КЛ3.1.1)

Iмовiрнiсть P (𝐴) називають апрiорною (prior), а ймовiрнiсть P (𝐴 | 𝐵) —
апостерiорною (posterior).

Зауваження (КЛ3.1.3). Варто зазначити, що запис P (𝐴 | 𝐵) не означає,
що iснує подiя 𝐴 | 𝐵, iмовiрнiсть якої ми мiряємо. Такої подiї не iснує.
Насправдi, ми визначили нову ймовiрнiсну мiру, P (· | 𝐵), яка вiдрiзняється
вiд P (·) тим, що враховує факт настання подiї 𝐵.
Формально, маючи ймовiрнiсний простiр (Ω,𝒜,P (·)), 𝐵 ∈ 𝒜, ми визна-

чаємо нову мiру таку, що (Ω,𝒜,P (· | 𝐵)) також є ймовiрнiсним просто-
ром.

Уведена в такий спосiб умовна ймовiрнiсть справдi є мiрою.

Твердження (КЛ3.1.4). Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜), 𝐵 ∈ 𝒜,
i до того ж P (𝐵) > 0. Тодi умовна ймовiрнiсть P (· | 𝐵) є ймовiрнiсною
мiрою в розумiннi Визначення КЛ2.1.5.

Обумовлення подiї 𝐴 подiєю 𝐵 означає, що ми перенормалiзовуємо ймо-
вiрнiсну мiру. Таке обумовлення подiї має своє пояснення для обох пiдходiв
до iнтерпретацiї ймовiрностей:

� частотна iнтерпретацiя умовної ймовiрности спонукає нас розглядати
ймовiрнiсть P (𝐴 | 𝐵) як вiдносну частоту настання подiї 𝐴 серед тих
експериментiв, якi закiнчилися подiєю 𝐵;
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� Беєсiвська iнтерпретацiя є природною i вiдображає оновлення суб’єк-
тивної ймовiрности пiсля надходження додаткової iнформацiї.

Обумовлення однiєї подiї iншою не є комутативним: P (𝐴 | 𝐵) ̸= P (𝐵 | 𝐴)
у загальному випадку.
Iз визначення умовної ймовiрности (КЛ3.1.1) випливає, що ймовiрнiсть

перетину двох подiй можна подати так:

P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐵)P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴)P (𝐵 | 𝐴) , P (𝐴) > 0 , P (𝐵) > 0 .
(КЛ3.1.2)

Вiдповiдну властивiсть можна узагальнити.

Твердження (КЛ3.1.7). Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 — подiї такi, що для них вико-
нується P (𝐴1 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛) > 0. Тодi

P (𝐴1 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛) = P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= P (𝐴2)P (𝐴1 | 𝐴2)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= . . .

(КЛ3.1.3)

i т.д. для всiх можливих комбiнацiй подiй.

Iз визначення (КЛ3.1.2) безпосередньо випливають такi твердження.

Теорема (Теорема Беєса (Bayes’ Theorem)1, КЛ3.3.1). Нехай маємо вимiр-
ний простiр (Ω,𝒜). Для довiльних подiй 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, P (𝐵) > 0, справедливо:

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵)
. (КЛ3.3.1)

Теорема (Закон повної ймовiрности (Law of total probability), КЛ3.3.2).
Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 утворюють розбиття вимiрного простору (Ω,𝒜), i
для всiх 𝑖 P (𝐴𝑖) > 0, тобто Ω =

⋃︀𝑛
𝑖=1𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗. Тодi

P (𝐵) =
𝑛∑︁

𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖)P (𝐴𝑖) . (КЛ3.3.2)

Правило Беєса та закон повної ймовiрности можна узагальнити на випа-
док обумовлення додатковими подiями.

Твердження (КЛ3.3.7). Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜). Для до-
вiльних подiй 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜, P (𝐵 ∩ 𝐶) > 0, справедливо:

P (𝐴 | 𝐵,𝐶) =
P (𝐵 | 𝐴,𝐶)P (𝐴 | 𝐶)

P (𝐵 | 𝐶)
. (КЛ3.3.3)

1Томас Беєс (Thomas Bayes, 1701–1761) — англiйський статистик, фiлософ i священник.
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Твердження (КЛ3.3.8). Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 утворюють розбиття вимiрного
простору (Ω,𝒜), i до того ж P (𝐴𝑖 ∩𝐵) > 0 для всiх 𝑖. Тодi

P (𝐵 | 𝐶) =
𝑛∑︁

𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖, 𝐶)P (𝐴𝑖 | 𝐶) . (КЛ3.3.4)

Визначення (КЛ3.4.1). Подiї𝐴 i𝐵 називають незалежними (independent)
i позначають 𝐴 ⊥⊥ 𝐵, якщо

P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐴)P (𝐵) . (КЛ3.4.1)

Якщо P (𝐴) > 0 i P (𝐵) > 0, то з (КЛ3.1.1) випливає, що подiї незалежнi,
якщо

P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴) , P (𝐵 | 𝐴) = P (𝐵) .

Iншими словами, подiї незалежнi, коли обумовлення однiєї подiї iншою
в жодний спосiб не впливає на її ймовiрнiсть.

Твердження (КЛ3.4.3). Якщо подiї 𝐴 ⊥⊥ 𝐵, то 𝐴 ⊥⊥ 𝐵𝑐, 𝐴𝑐 ⊥⊥ 𝐵, 𝐴𝑐 ⊥⊥
𝐵𝑐.

Для декiлькох подiй незалежнiсть визначають так.

Визначення (КЛ3.4.4). Подiї 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 незалежнi, що позначають 𝐴1 ⊥⊥
. . . ⊥⊥ 𝐴𝑛, якщо P (𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗) = P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗) для всiх 𝑖 ̸= 𝑗, P (𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘) =
P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗)P (𝐴𝑘) для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 рiзних, i т.д.
Подiї зi злiченної послiдовности 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, . . . незалежнi, якщо незале-

жними є подiї з будь-якої скiнченної множини членiв послiдовности.

Вимога незалежности для всiх пар, трiйок i т.п. є принциповою, адже з
попарної незалежности не випливає незалежнiсть, а виконання тiльки умо-
ви P (𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘) = P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗)P (𝐴𝑘) для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 рiзних не гарантує
попарної незалежности.
Подiї також можуть бути незалежнi умовно.

Визначення (КЛ3.4.7). Подiї 𝐴 i 𝐵 називають умовно незалежними (con-
ditionally independent) за умови настання подiї 𝐶, що позначають через
𝐴 ⊥⊥ 𝐵 | 𝐶, якщо

P (𝐴 ∩𝐵 | 𝐶) = P (𝐴 | 𝐶)P (𝐵 | 𝐶) .
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Умовна й безумовна незалежностi в загальному випадку мiж собою нiяк
не пов’язанi. Так, однi й тi ж подiї можуть бути умовно незалежнi за умови
однiєї подiї i умовно залежнi за умови деякої iншої. Подiї можуть бути
незалежнi умовно, але залежнi безумовно, i навпаки.

4.2 Визначення умовної ймовiрности

Вправа 4.2.1. Я впевнений на 80%, що мої ключi лежать в однiй iз двох
кишень куртки — по 40% на кожну з двох кишень. Якщо я пориюся в однiй
кишенi i не знайду там ключiв, чому дорiвнює ймовiрнiсть, що я знайду їх
у другiй кишенi?

Розв’язання. Нехай 𝐿 =«ключi лежать у лiвiй кишенi», 𝑅 =«ключi лежать
у правiй кишенi». Тодi за (КЛ3.1.1) маємо:

P (𝑅 | 𝐿𝑐) =
P (𝑅 ∩ 𝐿𝑐)

P (𝐿𝑐)
=

P (𝑅)

1− P (𝐿)
=

2

3
.

Вправа 4.2.2. У вазi мiстяться 8 червоних куль i 4 бiлi кулi. Ми витягаємо
2 кулi без повторень. Якщо будь-яку кулю витягнути можна з однаковою
ймовiрнiстю, чому дорiвнює ймовiрнiсть, що обидвi кулi будуть червонi?
Нехай тепер червонi кулi мають вагу 𝑟 кожна, а бiлi — 𝑤 кожна. Нехай

iмовiрнiсть витягнути кулю дорiвнює вiдношенню її ваги до загальної ваги
всiєї вази. Чому в цьому випадку дорiвнює ймовiрнiсть, що обидвi кулi
будуть червонi?

Розв’язання. Позначмо 𝑅𝑖 =«𝑖-та витягнута куля червона», 𝑖 = 1, 2.
Для першого випадку, очевидно, застосовне класичне визначення ймо-

вiрности, i тому

P (𝑅1 ∩𝑅2) =

(︀
8
2

)︀(︀
12
2

)︀ = 14

33
.

Проте для другого випадку такий розв’язок буде зовсiм незастосовний, а
отже розгляньмо цю задачу через призму умовної ймовiрности i (КЛ3.1.1):

P (𝑅1 ∩𝑅2) = P (𝑅1)P (𝑅2 | 𝑅1) =
2

3
· 7

11
=

14

33
.
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Розгляньмо тепер другий випадок. Спочатку у вазi мiстяться кулi загаль-
ною вагою 8𝑟+4𝑤, тому ймовiрнiсть витягти деяку червону кулю дорiвнює

P (𝑅1) = 8 · 𝑟

8𝑟 + 4𝑤
,

оскiльки вибрати можна будь-яку з 8 наявних червоних куль.
Пiсля першого витягу у вазi залишаються кулi вагою 7𝑟 + 4𝑤, i за тiєю

ж логiкою остаточно маємо

P (𝑅1 ∩𝑅2) = P (𝑅1)P (𝑅2 | 𝑅1) =
8𝑟

8𝑟 + 4𝑤
· 7𝑟

7𝑟 + 4𝑤
.

Вправа 4.2.3. У групi з 8 футбольних команд 4 команди вважають силь-
ними, а iншi 4 — слабкими. Пари суперникiв визначають у випадковий
спосiб. Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що жодна з сильних команд не зiграє
з сильним суперником у першому раундi?

Розв’язання. Нехай 𝑊𝑖 =«сильна команда 𝑖 зiграє проти слабкого супер-
ника», 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Тодi за (КЛ3.1.3) маємо:

P (𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3 ∩𝑊4) = P (𝑊1)P (𝑊2 | 𝑊1)P (𝑊3 | 𝑊1,𝑊2)

× P (𝑊4 | 𝑊1,𝑊2,𝑊3) .

Команда 1 може зiграти з будь-якою командою з однаковою ймовiрнiстю,
тобто в неї 7 потенцiйних суперникiв, 4 з яких є слабкi, а отже P (𝑊1) =

4
7 .

Якщо ми знаємо, що команда 1 зiграла зi слабким суперником (𝑊1 ста-
лася), то для команди 3 залишилося 2 сильнi i 3 слабкi суперники, звiдки
P (𝑊2 | 𝑊1) =

3
5 . Аналогiчнi мiркування для решти ситуацiй дають

P (𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3 ∩𝑊4) =
4

7
· 3
5
· 2
3
· 1 =

8

35
.

4.3 Теорема Беєса та повна ймовiрнiсть

Вправа 4.3.1. У страховiй компанiї вважають, що клiєнтiв можна роздi-
лити на двi групи — з високим ризиком i з низьким ризиком. Iсторичнi
данi свiдчать про те, що клiєнт iз високим ризиком потрапить у страховий
випадок протягом 1 року з iмовiрнiстю 0.4, тодi як для клiєнта з низьким
ризиком така ймовiрнiсть падає до 0.2.
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Нехай серед усього населення 30% мають високий ризик настання стра-
хового випадку. Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що новий клiєнт протягом
1 року потрапить у страховий випадок?
Нехай клiєнт придбав полiс, i протягом 1 року стався страховий випадок.

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вiн мав високий ризик?
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що новий клiєнт матиме страховий випадок

пiсля 1 року пiсля купiвлi полiсу, за умови, що протягом 1 року вже мав
мiсце страховий випадок? Можна вважати, що ймовiрнiсть настання стра-
хового випадку пiсля 1 року для деякої конкретної особи точно така ж, як
i протягом 1 року.

Розв’язання. Нехай 𝐴1 =«станеться страховий випадок протягом 1 року»,
𝑅 =«клiєнт має високий ризик». Цiлком очевидно, що 𝑅 i 𝑅𝑐 утворюють
розбиття простору («усiх людей»). Тодi можна застосувати (КЛ3.3.2):

P (𝐴1) = P (𝐴1 | 𝑅)P (𝑅) + P (𝐴1 | 𝑅𝑐)P (𝑅𝑐) = 0.4 · 0.3 + 0.2 · 0.7 = 0.26 .

Для другого питання застосуймо (КЛ3.3.1):

P (𝑅 | 𝐴1) =
P (𝑅)P (𝐴1 | 𝑅)

P (𝐴1)
=

0.3 · 0.4
0.26

=
6

13
≈ 0.462 .

Для третього питання розгляньмо подiю 𝐴2 =«станеться страховий ви-
падок пiсля 1 року». Тодi шукана ймовiрнiсть, згiдно з (КЛ3.3.4), дорiвнює

P (𝐴2 | 𝐴1) = P (𝐴2 | 𝑅,𝐴1)P (𝑅 | 𝐴1) + P (𝐴2 | 𝑅𝑐, 𝐴1)P (𝑅𝑐 | 𝐴1)

= P (𝐴2 | 𝑅)P (𝑅 | 𝐴1) + P (𝐴2 | 𝑅𝑐) (1− P (𝑅 | 𝐴1))

= 0.4 · 6

13
+ 0.2 · 7

13
≈ 0.29 .

Варто звернути увагу, що P (𝐴2 | 𝑅,𝐴1) = P (𝐴2 | 𝑅), тобто подiї 𝐴1 ⊥⊥
𝐴2 | 𝑅 (умовно незалежнi). Але P (𝐴2 | 𝐴1) = 0.29 ̸= 0.26 = P (𝐴2), тобто
вони не є безумовно незалежнi.

Вправа 4.3.2. Стався злочин. Його скоїв один iз 𝑛 чоловiкiв, кожен iз
яких мiг стати злочинцем з однаковою ймовiрнiстю. Свiдок стверджує, що
злочин скоїв чоловiк iз 6 пальцями на правiй руцi.
Нехай 𝑝0 — iмовiрнiсть того, що невинуватий чоловiк має 6 пальцiв на

правiй руцi, а 𝑝1 — iмовiрнiсть того, що зловмисник має 6 пальцiв на правiй
руцi, до того ж 𝑝0 < 𝑝1. Iмовiрнiсть 𝑝1 необов’язково дорiвнює 1, оскiль-
ки свiдок мiг помилятися або брехати. Також вважатимемо, що чоловiки
можуть мати 6 пальцiв на правiй руцi незалежно один вiд одного.
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Заарештовано пiдозрюваного. У нього 6 пальцiв на правiй руцi. Чому
дорiвнює ймовiрнiсть, що саме вiн є злочинець?
Уявiмо собi, що полiцiя перевiрила кожного з 𝑛 можливих чоловiкiв, i

виявилося, що затриманий — єдиний чоловiк iз 6 пальцями на правiй руцi.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вiн є злочинцем?

Розв’язання. Нехай 𝐴 =«заарештований є злочинець» i 𝐵 =«заарештова-
ний має 6 пальцiв на правiй руцi». Тодi ймовiрностi, викладенi в умовi
вправи, можна записати як P (𝐵 | 𝐴) = 𝑝1, P (𝐵 | 𝐴𝑐) = 𝑝0, P (𝐴) = 1

𝑛 .
За Теоремою КЛ3.3.1 i формулою (КЛ3.3.2),

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴) + P (𝐵 | 𝐴𝑐)P (𝐴𝑐)

=
𝑝1 · 1

𝑛

𝑝1 · 1
𝑛 + 𝑝0

(︀
1− 1

𝑛

)︀ = 𝑝1
𝑝1 + 𝑝0(𝑛− 1)

.

Тепер нехай додатково 𝑁 =«нiхто, окрiм заарештованого, не має 6 паль-
цiв на правiй руцi». Тодi можемо повторно застосувати Теорему КЛ3.3.1 i
формулу (КЛ3.3.2):

P (𝐴 | 𝐵,𝑁) =
P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴)P (𝐴) + P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴𝑐)P (𝐴𝑐)
.

Iмовiрнiсть P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴) вiдповiдає ймовiрностi того, що заарештований
є єдиний, хто має 6 пальцiв, враховуючи, що вiн справдi винуватий. Як i
в попередньому випадку, заарештований має 6 пальцiв з iмовiрнiстю 𝑝1,
проте в цьому випадку ми повиннi вимагати, щоб усi iншi (невинуватi)
чоловiки не мали 6 пальцiв, тобто P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴) = 𝑝1(1− 𝑝0)

𝑛−1.
У свою чергу ймовiрнiсть P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴𝑐) вiдповiдає ймовiрностi того, що

заарештований є єдиний, хто має 6 пальцiв, враховуючи, що вiн справдi
невинуватий. Тодi заарештований має 6 пальцiв з iмовiрнiстю 𝑝0 (оскiльки
вiн невинуватий), а всi iншi чоловiки не повиннi мати 6 пальцiв. Серед
𝑛 − 1 чоловiкiв один винуватий, тому для нього ймовiрнiсть не мати 6
пальцiв дорiвнює 1− 𝑝1, а для всiх iнших — 1− 𝑝0. Отже, P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴𝑐) =
𝑝0(1− 𝑝1)(1− 𝑝0)

𝑛−2.
Остаточно маємо

P (𝐴 | 𝐵,𝑁) =
𝑝1(1− 𝑝0)

𝑛−1 · 1
𝑛

𝑝1(1− 𝑝0)𝑛−1 · 1
𝑛 + 𝑝0(1− 𝑝1)(1− 𝑝0)𝑛−2 ·

(︀
1− 1

𝑛

)︀
=

𝑝1(1− 𝑝0)

𝑝1(1− 𝑝0) + 𝑝0(1− 𝑝1)(𝑛− 1)
.



72 Умовна ймовiрнiсть

Приклад 4.3.3 (Задача Монтi Голла (Monty Hall problem)). Розгляньмо
класичну задачу, базовану на телевiзiйному шоу Let’s Make a Deal, що ба-
гато рокiв iшло на американському телеканалi NBC. У найпростiшiй версiї
цiєї гри за одними з трьох зачинених дверей розташовано машину, а за
двома iншими — козу. Учасники гри знають, що машина ховається тiльки
за одними з дверей, але не знають, за якими саме.
Спочатку учасник вибирає однi з дверей, але не вiдчиняє їх. Ведучий шоу

Монтi Голл, на честь якого i названо вiдповiдну задачу, вiдчиняє однi з двох
дверей, що залишилися, i показує, що за ними ховається коза. Оскiльки
незалежно вiд вибору перших дверей за одними з невибраних завжди буде
перебувати коза, Монтi Голл завжди може вiдчинити дверi саме з козою.
Учаснику пропонують ухвалити рiшення: зберегти свiй початковий вибiр

або змiнити його на користь тих iз двох невибраних дверей, якi Монтi Холл
поки ще не вiдчиняв. Пiсля остаточного рiшення гравця вiдчиняють усi
дверi i стає зрозумiлим його остаточний виграш.
Питання, яке виринає в цьому контекстi: чи повинен учасник мiняти своє

початкове рiшення i вибирати iншi дверi?
Пронумеруймо дверi вiд 1 до 3 i, не зменшуючи загалу, вважатимемо, що

учасник завжди вибирає дверi номер 1 (в iншому випадку їх можна просто
перенумерувати). Уведiмо подiї 𝐶𝑖 =«машина ховається за дверима номер
𝑖», 𝑖 = 1, 2, 3. Iмовiрнiсть подiї 𝐴 =«виграно машину, якщо початковий
вибiр не змiнено» можна обчислити за допомогою формули (КЛ3.3.2):

P (𝐴) = P (𝐴 | 𝐶1) ·
1

3
+P (𝐴 | 𝐶2) ·

1

3
+P (𝐴 | 𝐶3) ·

1

3
= 1 · 1

3
+0 · 1

3
+0 · 1

3
=

1

3
,

оскiльки ймовiрнiсть, що машина ховається за кожними з дверей, є однако-
ва, а за умови збереження початкового вибору виграти можна тiльки тодi,
коли машина справдi ховається за дверима 1.
Якщо ж гравець змiнить свiй початковий вибiр, то ймовiрнiсть подiї

𝐵 =«виграно машину, якщо початковий вибiр змiнено» буде

P (𝐵) = P (𝐵 | 𝐶1) ·
1

3
+P (𝐵 | 𝐶2) ·

1

3
+P (𝐵 | 𝐶3) ·

1

3
= 0 · 1

3
+1 · 1

3
+1 · 1

3
=

2

3
,

оскiльки Монтi Голл вiдчиняє або дверi 2, або дверi 3, i тому коли учасник
змiнює свiй початковий вибiр, вiн точно знає, якi з двох дверей — 2 чи 3 —
вибрати. Iлюстративно вiдповiднi мiркування зображено на Рис. 4.3.1.
Цей результат можна дiстати, використавши (КЛ3.3.1). Нехай𝑀𝑗 =«Мон-

тi вiдчинив дверi 𝑗», 𝑗 = 2, 3. Тодi

P (𝐶1 | 𝑀2) =
P (𝑀2 | 𝐶1)P (𝐶1)

P (𝑀2)
=

1
2 ·

1
3

1
2

=
1

3
,

тобто ймовiрнiсть, що виграш ховається за дверима 1, за умови, що Монтi
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Рис. 4.3.1: Дерево ухвалення рiшень для Прикладу 4.3.3 (адаптовано з [1],
Рис. 2.5)

вiдчинив дверi 2, дорiвнює 1
3 . Оскiльки Монтi може вiдчинити дверi 2 або

3 з однаковою ймовiрнiстю, також маємо P (𝐶1 | 𝑀3) =
1
3 . Нарештi,

P (𝑀2) = P (𝑀2 | 𝐶1)P (𝐶1) + P (𝑀2 | 𝐶2)P (𝐶2) + P (𝑀2 | 𝐶3)P (𝐶3)

=
1

2
· 1
3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3
=

1

2
.

Тобто, якi б дверi Монтi не вiдчинив, доцiльно змiнити початковий вибiр i
збiльшити ймовiрнiсть виграшу до 2

3 .
Багато людей вважають, що початковий вибiр змiнювати немає сенсу,

адже пiсля того, як Монтi вiдчинив дверi без машини, залишається ймо-
вiрнiсть 1

2 , що машина ховається за одними з невiдчинених дверей. Та-
кi мiркування неправильнi, адже вони застосовують класичне визначення
ймовiрностей там, де це недоречно. Пiсля того, як американська колумнiс-
тка Мерилiн вос Савант (Marilyn vos Savant) у 1990 р. у своїй колонцi в
журналi «Parade» розглянула розв’язок цiєї задачi, їй почали надходити
тисячi листiв iз гнiвними доповненнями її розв’язку.
Для пiдсилення розумiння цiєї задачi, уявiть, що iснує не 3, а 1 000 000

дверей, i пiсля початкового вибору Монтi вiдчиняє 999 998 дверей i пока-
зує, що там ховаються кози. Чи продовжували б Ви далi триматися свого
початкового вибору?..

Вправа 4.3.4. У коробцi мiстяться лiхтарики трьох типiв: 20% типу 1, 30%
типу 2 i 50% типу 3. На основi наявних даних вiдомо, що лiхтарик типу 1
пропрацює понад 100 годин з iмовiрнiстю 0.7. Для лiхтарикiв типiв 2 i 3
вiдповiднi ймовiрностi дорiвнюють 0.4 i 0.3.



74 Умовна ймовiрнiсть

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вибраний навмання лiхтарик пропрацює
понад 100 годин? Якщо вибраний лiхтарик пропрацював понад 100 годин,
чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вiн був типу 1? 2? 3?

Розв’язання. Нехай 𝐴 =«лiхтарик пропрацює понад 100 годин», 𝐹𝑗 =«виб-
рано лiхтарик типу 𝑗», 𝑗 = 1, 2, 3. Оскiльки три типи лiхтарикiв утворюють
розбиття простору, для обчислення P (𝐴) можна застосувати (КЛ3.3.2):

P (𝐴) =
3∑︁

𝑗=1

P (𝐴 | 𝐹𝑗)P (𝐹𝑗) = 0.7 · 0.2 + 0.4 · 0.3 + 0.3 · 0.5 = 0.41 .

Для обчислення ймовiрности P (𝐹𝑗 | 𝐴), 𝑗 = 1, 2, 3, застосуймо (КЛ3.3.1):

P (𝐹1 | 𝐴) =
P (𝐴 | 𝐹1)P (𝐹1)

P (𝐴)
=

0.7 · 0.2
0.41

=
14

41
,

P (𝐹2 | 𝐴) =
P (𝐴 | 𝐹2)P (𝐹2)

P (𝐴)
=

0.4 · 0.3
0.41

=
12

41
,

P (𝐹3 | 𝐴) =
P (𝐴 | 𝐹3)P (𝐹3)

P (𝐴)
=

0.3 · 0.5
0.41

=
15

41
.

4.4 Незалежнiсть подiй

Вправа 4.4.1. Покажiть, що якщо подiї 𝐴, 𝐵 i 𝐶 незалежнi, то

P (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶) = 1− (1− P (𝐴))(1− P (𝐵))(1− P (𝐶)) . (4.4.1)

Розв’язання. Для того, щоб використати умову незалежности подiй, потрi-
бно перейти вiд їх об’єднання до їх перетину. Це можна зробити за допо-
могою законiв де Моргана:

P (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶) = P ((𝐴𝑐 ∩𝐵𝑐 ∩ 𝐶𝑐)𝑐) = 1− P (𝐴𝑐 ∩𝐵𝑐 ∩ 𝐶𝑐) .

Згiдно з Твердженням КЛ3.4.3, якщо подiї незалежнi, то незалежнi та-
кож i їх доповнення, отже можемо застосувати Визначення КЛ3.4.4:

1− P (𝐴𝑐 ∩𝐵𝑐 ∩ 𝐶𝑐) = 1− P (𝐴𝑐)P (𝐵𝑐)P (𝐶𝑐)

= 1− (1− P (𝐴))(1− P (𝐵))(1− P (𝐶)) .
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Вправа 4.4.2. Немовля плаче тодi й тiльки тодi, коли воно голодне, втом-
лене, або одночасно голодне i втомлене. Нехай 𝐶 =«дитина плаче»,𝐻 =«ди-
тина голодна», 𝑇 =«дитина втомлена», i нехай P (𝐶) = 𝑐, P (𝐻) = ℎ,
P (𝑇 ) = 𝑡, 0 < 𝑐, ℎ, 𝑡 < 1. Нехай 𝐻 ⊥⊥ 𝑇 .
Чому дорiвнюють iмовiрностi P (𝐻 | 𝐶), P (𝑇 | 𝐶) i P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶)?
Чи можна казати, що 𝐻 ⊥⊥ 𝑇 | 𝐶?

Розв’язання. Застосуймо Теорему КЛ3.3.1 для обчислення умовних iмо-
вiрностей:

P (𝐻 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝐻)P (𝐻)

P (𝐶)
=

1 · ℎ
𝑐

=
ℎ

𝑐
,

P (𝑇 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝑇 )P (𝑇 )

P (𝐶)
=

1 · 𝑡
𝑐

=
𝑡

𝑐
,

P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝐻,𝑇 )P (𝐻 ∩ 𝑇 )

P (𝐶)
=

1 · ℎ𝑡
𝑐

=
ℎ𝑡

𝑐
.

Для перевiрки умовної незалежности перевiрмо виконання рiвности

P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶) = P (𝐻 | 𝐶)P (𝑇 | 𝐶) .

Вона очевидно не виконується, адже злiва стоїть щойно пiдрахований ви-
раз ℎ𝑡

𝑐 , а справа стоїть
ℎ
𝑐 ·

𝑡
𝑐 =

ℎ𝑡
𝑐2 .

Iнтуїтивне пояснення, чому незалежнiсть не виконується для дитини, що
плаче, дуже просте: якщо дитина плаче i вона не голодна, то вона повинна
бути втомлена, тобто голод i втома для заплаканої дитини не можуть бути
незалежними.

Розгляньмо класичну задачу, у якiй розв’язання шукають за допомогою
iтеративного застосування закону повної ймовiрности.

Приклад 4.4.3 (Задача про розорення гравця (Gambler’s ruin problem)).
Двоє осiб, 𝐴 i 𝐵, беруть участь у такiй грi: вони пiдкидають монетку, i
якщо випадає герб, то гравець 𝐵 вiддає гравцю 𝐴 1 гривню, а якщо випадає
число, то 1 гривню вiддає гравець 𝐴 гравцю 𝐵. Гра триває, допоки хтось
iз учасникiв не втратить усiх грошей. Пiдкидання монетки незалежнi одне
вiд одного, а ймовiрнiсть випаду герба дорiвнює P (𝐻) = 𝑝.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐸, що 𝐴 виграє всi грошi, якщо на

початку гри вiн має 𝑖 гривень, а 𝐵 має (𝑁 − 𝑖) гривень?
Позначмо ймовiрнiсть P (𝐸) через 𝑃𝑖, пiдкреслюючи, що це ймовiрнiсть

виграти, якщо на початку гри учасник 𝐴 має 𝑖 гривень. Застосуймо фор-



76 Умовна ймовiрнiсть

мулу повної ймовiрности (КЛ3.3.2), обумовивши першим випадом монетки:

𝑃𝑖 = P (𝐸) = P (𝐸 | 𝐻)P (𝐻) + P (𝐸 | 𝐻𝑐)P (𝐻𝑐)

= 𝑝P (𝐸 | 𝐻) + (1− 𝑝)P (𝐸 | 𝐻𝑐) .

Якщо перший випад був герб, то в учасника 𝐴 буде 𝑖+1 гривень, а в уча-
сника 𝐵 буде 𝑁 − (𝑖+1) гривень. Оскiльки пiдкидання монетки незалежнi
одне вiд одного, можемо розглянути частину гри, яка починається пiсля
випаду герба, як окрему гру. Iмовiрнiсть виграшу учасника 𝐴 в такiй грi,
P (𝐸 | 𝐻), можна позначити через 𝑃𝑖+1, пiдкресливши, що це ймовiрнiсть
виграти, якщо на початку гри учасник 𝐴 має 𝑖+ 1 гривень.

У схожий спосiб випливає, що P (𝐸 | 𝐻𝑐) = 𝑃𝑖−1. Отже

𝑃𝑖 = 𝑝𝑃𝑖+1 + (1− 𝑝)𝑃𝑖−1 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1 . (4.4.2)

Ми записали 𝑁 − 1 рiвнянь з 𝑁 + 1 невiдомими (а саме 𝑃0, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑁).
Можна додати два додатковi рiвняння, а саме 𝑃0 = 0 i 𝑃𝑁 = 1, оскiльки в
цих випадках учасники 𝐵 i 𝐴 вiдповiдно виграють на самому початку гри.

Розв’язати цю систему можна, переписавши (4.4.2) для 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁−1:

𝑝𝑃𝑖 + (1− 𝑝)𝑃𝑖 = 𝑝𝑃𝑖+1 + (1− 𝑝)𝑃𝑖−1 ⇒ 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−1) .

Оскiльки 𝑃0 = 0, можемо «розплутати клубок» так:

𝑃2 − 𝑃1 =
1− 𝑝

𝑝
𝑃1 ,

𝑃3 − 𝑃2 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃2 − 𝑃1) =

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂2

𝑃1 ,

...

𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−1 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃𝑖−1 − 𝑃𝑖−2) =

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂𝑖−1

𝑃1 ,

...

𝑃𝑁 − 𝑃𝑁−1 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃𝑁−1 − 𝑃𝑁−2) =

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂𝑁−1

𝑃1 .

Додавши першi 𝑖− 1 рiвнянь, дiстаємо

𝑃𝑖 − 𝑃1 = 𝑃1 ·
𝑖−1∑︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂𝑘

,
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звiдки, з урахуванням формули суми геометричної прогресiї,

𝑃𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑖

1− (1− 𝑝)/𝑝
𝑃1 ,

1− 𝑝

𝑝
̸= 1

𝑖𝑃1 ,
1− 𝑝

𝑝
= 1

.

Оскiльки 𝑃𝑁 = 1, маємо

1 =

⎧⎨⎩
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁

1− (1− 𝑝)/𝑝
𝑃1 , 𝑝 ̸= 1

2

𝑁𝑃1 , 𝑝 = 1
2

,

звiдки

𝑃1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (1− 𝑝)/𝑝

1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁
, 𝑝 ̸= 1

2

1

𝑁
, 𝑝 = 1

2

.

Остаточно маємо

𝑃𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑖

1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁
, 𝑝 ̸= 1

2

𝑖

𝑁
, 𝑝 = 1

2

.

Позначивши через 𝑄𝑖 iмовiрнiсть виграшу учасника 𝐵, якщо вiн починає
з 𝑁 − 𝑖 гривнями, дiстаємо, за абсолютною симетрiєю,

𝑄𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁−𝑖

1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁
, 1− 𝑝 ̸= 1

2

𝑁 − 𝑖

𝑁
, 1− 𝑝 = 1

2

.

Якщо додати 𝑃𝑖 i 𝑄𝑖, то у випадку 𝑝 = 1
2 ми маємо

𝑖
𝑁 + 𝑁−𝑖

𝑁 = 1, але цей
же результат також справедливий i для випадку 𝑝 ̸= 1

2 :

𝑃𝑖 +𝑄𝑖 =
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑖

1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁
+

1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁−𝑖

1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁

=
𝑝𝑁 − 𝑝𝑁

(︁
1−𝑝
𝑝

)︁𝑖
𝑝𝑁 − (1− 𝑝)𝑁

+
(1− 𝑝)𝑁 − (1− 𝑝)𝑁

(︁
𝑝

1−𝑝

)︁𝑁−𝑖

(1− 𝑝)𝑁 − 𝑝𝑁

=
𝑝𝑁 − 𝑝𝑁−𝑖(1− 𝑝)𝑖 − (1− 𝑝)𝑁 + (1− 𝑝)𝑖𝑝𝑁−𝑖

𝑝𝑁 − (1− 𝑝)𝑁

= 1 .
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Що ми показали? Оскiльки сума ймовiрностей перемог кожного з уча-
сникiв дорiвнює 1, це означає, що ймовiрнiсть того, що нiхто з них не ви-
грає, дорiвнює 0. Iншими словами, гра обов’язково повинна закiнчитися за
скiнченну кiлькiсть крокiв.
Наприклад, нехай 𝐴 починає з 5 гривнями, а 𝐵 — з 10 гривнями. Тодi,

якщо 𝑝 = 0.5,

𝑃5 =
5

15
=

1

3
,

а якщо 𝑝 = 0.6,

𝑃5 =
1− ((1− 0.6)/0.6)5

1− ((1− 0.6)/0.6)15
≈ 0.87 .

Iмовiрнiсть 𝑝 має значний вплив на результат гри. Нехай обидва гравцi
починають грати зi 100 гривнями кожен. Тодi, якщо 𝑝 = 0.5, очевидно, що
𝑃100 = 0.5, проте якщо 𝑝 = 0.49, маємо

𝑃100 =
1− ((1− 0.49)/0.49)100

1− ((1− 0.49)/0.49)200
≈ 0.018 ,

а якщо 𝑝 = 0.51, маємо

𝑃100 =
1− ((1− 0.51)/0.51)100

1− ((1− 0.51)/0.51)200
≈ 0.982 .

Вправа 4.4.4. У турнiрi планують зiграти 64 команди, якi розбито на 4
групи по 16 команд2. У кожнiй групi команди пронумеровано вiд 1 до 16
залежно вiд їхнього рейтингу. У кожнiй групi команди грають одна з одною
на вилiт. Графiк iгор наведено на Рис. 4.4.1.
Позначмо через 𝑟(𝑖, 𝑗) = 𝑟(𝑗, 𝑖), 𝑖 ̸= 𝑗, номер раунду, у якому можуть

зiграти мiж собою команди 𝑖 i 𝑗. Наприклад, 𝑟(1, 16) = 1, оскiльки коман-
ди 1 i 16 грають мiж собою в першому ж раундi, а 𝑟(1, 5) = 3, оскiльки
команди 1 i 5 потенцiйно можуть зiграти мiж собою у пiвфiналi.
Покладiмо, що якщо команди 𝑖 i 𝑗 грають одна з одною, команда 𝑖 виграє

з iмовiрнiстю 𝑝𝑖,𝑗 = 1−𝑝𝑗,𝑖. За такого пiдходу до моделювання ми не беремо
до уваги iсторiю турнiру: ми вважаємо, що ймовiрнiсть перемоги деякої
команди не залежить вiд її попереднiх успiхiв чи невдач. Це дуже велике
припущення, яке на практицi може виконуватися або не виконуватися.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть 𝑃𝑖 перемоги команди 𝑖 у групi, 𝑖 = 1, . . . , 16?

2Опис вiдповiдного турнiру максимально наближено до турнiру мiж унiверситетськими командами з
баскетболу в США пiд егiдою Нацiональної асоцiацiї унiверситетського спорту (National Collegiate
Athletic Association, NCAA).
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Рис. 4.4.1: Iлюстрацiя до Прикладу 4.4.4
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Розв’язання. Щоб обчислити 𝑃𝑖, ми розглянемо чотири ймовiрностi 𝑃𝑖(𝑘),
𝑘 = 1, 2, 3, 4, того, що команда 𝑖 виграє в 𝑘-ому раундi.

Нехай 𝑂𝑖(𝑘) = {𝑗 : 𝑟(𝑖, 𝑗) = 𝑘} — множина можливих суперникiв коман-
ди 𝑖 в раундi 𝑘. Для обчислення 𝑃𝑖(𝑘) ми використаємо пiдхiд, схожий до
Прикладу 4.4.3, i розглянемо iтеративне застосування закону повної ймо-
вiрности. Так, цiлком очевидно, що для перемоги в раундi 𝑘 потрiбно пе-
ремогти всiх суперникiв у раундi 𝑘 − 1:

𝑃𝑖(𝑘) =
∑︁

𝑗∈𝑂𝑖(𝑘)

P (ком. 𝑖 виграла 𝑘 iгор | ком. 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

× 𝑃𝑗(𝑘 − 1) .

За побудовою турнiру команда 𝑖 не може зустрiтися з жодною командою
з 𝑂𝑖(𝑘) у раундах 1, . . . , 𝑘 − 1, а тому

P (𝑖 виграла 𝑘 iгор | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

= P ((𝑖 виграла 𝑘 − 1 iгор) ∩ (𝑖 перемогла 𝑗) | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

= P ((𝑖 виграла 𝑘 − 1 iгор) ∩ (𝑖 перемогла 𝑗)) · P (𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

= 𝑃𝑖(𝑘 − 1)𝑝𝑖,𝑗 ,

де ми використали незалежнiсть двох подiй, оскiльки перемоги команд 𝑖 i
𝑗 до раунду 𝑘 нiяк мiж собою не пов’язанi.

Тодi маємо

𝑃𝑖(𝑘) =
∑︁

𝑗∈𝑂𝑖(𝑘)

𝑃𝑖(𝑘 − 1)𝑝𝑖,𝑗𝑃𝑗(𝑘 − 1) = 𝑃𝑖(𝑘 − 1)
∑︁

𝑗∈𝑂𝑖(𝑘)

𝑝𝑖,𝑗𝑃𝑗(𝑘 − 1) .

Очевидно, 𝑃𝑖(0) = 1, 𝑖 = 1, . . . , 16, тому можна пiдрахувати всi ймовiрностi
в рекурсивний спосiб.

Наприклад, нехай 𝑝𝑖,𝑗 =
𝑗

𝑖+𝑗 . Тодi пiдрахунок 𝑃𝑖 ≡ 𝑃𝑖(4) вестиметься так.
Iмовiрностi перемог у першому раундi будуть

𝑃1(1) = 𝑝1,16 =
16

17
= 1− 𝑃16(1) ,

𝑃2(1) = 𝑝2,15 =
15

17
= 1− 𝑃15(1) ,

𝑃3(1) = 𝑝3,14 =
14

17
= 1− 𝑃14(1) ,

𝑃4(1) = 𝑝4,13 =
13

17
= 1− 𝑃13(1) ,

𝑃5(1) = 𝑝5,12 =
12

17
= 1− 𝑃12(1) ,

𝑃6(1) = 𝑝6,11 =
11

17
= 1− 𝑃11(1) ,



Додатковi вправи 81

𝑃7(1) = 𝑝7,10 =
10

17
= 1− 𝑃10(1) ,

𝑃8(1) = 𝑝8,9 =
9

17
= 1− 𝑃9(1) .

Iмовiрностi 𝑃𝑖(2) дiстанемо рекурсивно. Наприклад, 𝑂1(2) = {8, 9}, тому

𝑃1(2) = 𝑃1(1)(𝑃8(1)𝑝1,8 + 𝑃9(1)𝑝1,9) =
16

17

(︂
9

17
· 8
9
+

8

17
· 9

10

)︂
≈ 0.842 .

Так само рекурсивно можна дiстати й усi iншi ймовiрностi.

4.5 Додатковi вправи

Вправа 4.5.1. Нехай P (𝐶)P (𝐶𝑐) > 0. Доведiть, що одночасне виконан-
ня нерiвностей P (𝐴 | 𝐶) > P (𝐵 | 𝐶) i P (𝐴 | 𝐶𝑐) > P (𝐵 | 𝐶𝑐) має своїм
наслiдком P (𝐴) > P (𝐵).
Iнтуїтивна iнтерпретацiя цiлком зрозумiла: якщо одна подiя ймовiрнiша

вiд iншої як за умови 𝐶, так i за умови 𝐶𝑐, то вона ймовiрнiша й безумовно.

Розв’язання. Iз (КЛ3.1.1) випливає

P (𝐴 | 𝐶) > P (𝐵 | 𝐶) ⇒ P (𝐴 ∩ 𝐶) > P (𝐵 ∩ 𝐶) ,

P (𝐴 | 𝐶𝑐) > P (𝐵 | 𝐶𝑐) ⇒ P (𝐴 ∩ 𝐶𝑐) > P (𝐵 ∩ 𝐶𝑐) ,

де ми неявно використали той факт, що P (𝐶) > 0, P (𝐶𝑐) > 0. Тодi

P (𝐴 ∩ 𝐶) + P (𝐴 ∩ 𝐶𝑐) > P (𝐵 ∩ 𝐶) + P (𝐵 ∩ 𝐶𝑐) ,

звiдки P (𝐴) > P (𝐵), адже 𝐴 = (𝐴∩𝐶)∪(𝐴∩𝐶𝑐), 𝐵 = (𝐵∩𝐶)∪(𝐵∩𝐶𝑐).

Вправа 4.5.2. Нехай правильну монетку пiдкидують двiчi. Чому дорiвнює
ймовiрнiсть, що обидва випади будуть герби, якщо перший випад був герб?
Щонайменше один випад був герб?

Розв’язання. Нехай 𝐵 =«випало два герби», 𝐹 =«перший випад був герб»,
𝐴 =«принаймнi один випад був герб». Тодi за (КЛ3.1.1) маємо

P (𝐵 | 𝐹 ) =
𝐵 ∩ 𝐹

P (𝐹 )
=

1/4

2/4
=

1

2
,

P (𝐵 | 𝐴) = 𝐵 ∩ 𝐴

P (𝐴)
=

1/4

3/4
=

1

3
.
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Вправа 4.5.3. Якщо у випадковий спосiб роздати 52 гральнi карти 4 грав-
цям, по 13 карт кожному, чому дорiвнює ймовiрнiсть, що в кожного буде
по одному тузу?

Розв’язання. Розгляньмо подiї 𝐸𝑖 =«у гравця 𝑖» мiститься точно 1 туз,
𝑖 = 1, 2, 3, 4. Тодi за (КЛ3.1.3) маємо:

P (𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 ∩ 𝐸4) = P (𝐸1)P (𝐸2 | 𝐸1)P (𝐸3 | 𝐸1, 𝐸2)P (𝐸4 | 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) .

За класичним визначенням iмовiрности маємо, що

P (𝐸1) =

(︀
4
1

)︀(︀
48
12

)︀(︀
52
13

)︀ .

За умови, що 𝐸1 сталася, у колодi залишається 39 карт i 3 тузи, тому

P (𝐸2 | 𝐸1) =

(︀
3
1

)︀(︀
36
12

)︀(︀
39
13

)︀ .

Аналогiчнi мiркування дають

P (𝐸3 | 𝐸1, 𝐸2) =

(︀
2
1

)︀(︀
24
12

)︀(︀
26
13

)︀ , P (𝐸4 | 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) =

(︀
1
1

)︀(︀
12
12

)︀(︀
13
13

)︀ = 1 ,

отже
P (𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 ∩ 𝐸4) ≈ 0.106 .

Вправа 4.5.4. Нехай є двi монетки, правильна та така, що в неї ймовiр-
нiсть випаду герба дорiвнює 𝑝. Якщо у випадковий спосiб вибрана монетка
тричi поспiль випадає гербом, яка ймовiрнiсть, що вона правильна?
Якщо пiдкинути монетку четвертий раз, яка ймовiрнiсть випаду герба?

Розв’язання. Нехай 𝐴 =«на монетцi тричi випав герб» i 𝐹 =«вибрано пра-
вильну монетку». Нас цiкавить iмовiрнiсть P (𝐹 | 𝐴), але значно простiше
обчислити ймовiрностi P (𝐴 | 𝐹 ) i P (𝐴 | 𝐹 𝑐), тому ми використаємо Теоре-
му Беєса КЛ3.3.1 i формулу повної ймовiрности (КЛ3.3.2):

P (𝐹 | 𝐴) = P (𝐴 | 𝐹 )P (𝐹 )

P (𝐴)

=
P (𝐴 | 𝐹 )P (𝐹 )

P (𝐴 | 𝐹 )P (𝐹 ) + P (𝐴 | 𝐹 𝑐)P (𝐹 𝑐)
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=
1
23 ·

1
2

1
23 ·

1
2 + 𝑝3 · 1

2

=
1

1 + 8𝑝3
.

Так, наприклад, якщо ймовiрнiсть випаду герба на другiй монетцi дорiвнює
𝑝 = 0.75, то P (𝐹 | 𝐴) ≈ 0.23.
Нехай тепер 𝐻 =«монетка випала гербом четвертий раз». Нас цiкавить

iмовiрнiсть P (𝐻 | 𝐴). Можемо застосувати формулу (КЛ3.3.4):

P (𝐻 | 𝐴) = P (𝐻 | 𝐴,𝐹 )P (𝐹 | 𝐴) + P (𝐻 | 𝐴,𝐹 𝑐)P (𝐹 𝑐 | 𝐴) .

Ми вже знаємо, що P (𝐹 | 𝐴) = 1
1+8𝑝3 , а отже P (𝐹 𝑐 | 𝐴) = 1− 1

1+8𝑝3 . Що ж
стосується ймовiрностей P (𝐻 | 𝐴,𝐹 ) i P (𝐻 | 𝐴,𝐹 𝑐), то обумовлення подiєю
𝐴 нi на що не впливає, адже випади монетки незалежнi один вiд одного:

P (𝐻 | 𝐴,𝐹 ) = P (𝐻 | 𝐹 ) =
1

2
,

P (𝐻 | 𝐴,𝐹 𝑐) = P (𝐻 | 𝐹 𝑐) = 𝑝 .

Остаточно маємо

P (𝐻 | 𝐴) = P (𝐻 | 𝐴,𝐹 )P (𝐹 | 𝐴) + P (𝐻 | 𝐴,𝐹 𝑐)P (𝐹 𝑐 | 𝐴)

=
1

2
· 1

1 + 8𝑝3
+ 𝑝

(︂
1− 1

1 + 8𝑝3

)︂
=

8𝑝4

1 + 8𝑝3
.

Так, наприклад, якщо ймовiрнiсть випаду герба на другiй монетцi дорiвнює
𝑝 = 0.75, то P (𝐻 | 𝐴) ≈ 0.69.

Вправа 4.5.5. Вiдповiдаючи на питання тесту з декiлькома варiантами
вiдповiдей, студент на якiсь питання знає вiдповiдь, а на якiсь вiдповiдає
навмання. Нехай 𝑝— ймовiрнiсть того, що студент знає вiдповiдь, а (1−𝑝)—
що вiн угадує вiдповiдь. Додатково вважатимемо, що студент може вгадати
вiдповiдь з iмовiрнiстю 1

𝑚 , де 𝑚 — кiлькiсть варiантiв вiдповiдей.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що студент знає вiдповiдь на питання, якщо

вiн вiдповiв на нього правильно?

Розв’язання. Нехай 𝐶 =«студент вiдповiдає правильно», 𝐾 =«студент
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знає вiдповiдь на питання». Використаймо (КЛ3.3.1) i (КЛ3.3.2):

P (𝐾 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝐾)P (𝐾)

P (𝐶 | 𝐾)P (𝐾) + P (𝐶 | 𝐾𝑐)P (𝐾𝑐)

=
1 · 𝑝

1 · 𝑝+ 1
𝑚 · (1− 𝑝)

=
𝑚𝑝

1 + (𝑚− 1)𝑝
.

Наприклад, якщо 𝑚 = 5, 𝑝 = 0.5, студент справдi знає вiдповiдь на
питання, на яке вiн дав правильну вiдповiдь, з iмовiрнiстю 5

6 , тобто важко
стверджувати, що студент, який правильно вiдповiв, «усього лише вгадав».

Вправа 4.5.6. Нехай P (𝐵)P (𝐵𝑐) > 0. Доведiть, що подiї 𝐴 i 𝐵 незалежнi
тодi й тiльки тодi, коли P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴 | 𝐵𝑐).
Це твердження має очевидну iнтуїтивну iнтерпретацiю: якщо 𝐴 незале-

жна вiд 𝐵, то додаткова iнформацiя про 𝐵 в жодний спосiб не повинна
впливати на ймовiрнiсть 𝐴. Наведене твердження додатково каже, що iн-
формацiя про 𝐵𝑐 також у жодний спосiб не повинна впливати. Понад те,
якщо i iнформацiя про 𝐵, i iнформацiя про 𝐵𝑐 не впливає на ймовiрнiсть
𝐴, то 𝐴 ⊥⊥ 𝐵.

Розв’язання. Доведення в один бiк очевидне, оскiльки для незалежних
подiй 𝐴 ⊥⊥ 𝐵, вiдповiдно до Визначення КЛ3.4.1, моментально виконує-
ться P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴). Згiдно з Твердженням КЛ3.4.3, 𝐴 ⊥⊥ 𝐵𝑐, а отже i
P (𝐴 | 𝐵𝑐) = P (𝐴), звiдки P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴 | 𝐵𝑐).
Покладiмо тепер, що P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴 | 𝐵𝑐). За формулою (КЛ3.1.1),

P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
=

P (𝐴 ∩𝐵𝑐)

P (𝐵𝑐)
⇒ P (𝐴 ∩𝐵)P (𝐵𝑐) = P (𝐴 ∩𝐵𝑐)P (𝐵) .

Ми можемо собi дозволити виконати це перемноження, оскiльки умова
вправи P (𝐵)P (𝐵𝑐) > 0 означає, що обидвi ймовiрностi, P (𝐵) i P (𝐵𝑐),
повиннi бути ненульовi.
Звiдси випливає

P (𝐴 ∩𝐵) (1− P (𝐵)) = P (𝐴 ∩𝐵𝑐)P (𝐵) ⇒
P (𝐴 ∩𝐵) = (P (𝐴 ∩𝐵) + P (𝐴 ∩𝐵𝑐))P (𝐵) = P (𝐴)P (𝐵) ,

оскiльки (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴 ∩𝐵𝑐) = 𝐴. Отже 𝐴 ⊥⊥ 𝐵.
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5 Дискретнi випадковi

величини. Схема Бернуллi

5.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ4.
Для кожного експерименту можна визначити деякий простiр елементар-

них подiй Ω, задати на ньому 𝜎-алгебру 𝒜 та ймовiрнiсну мiру P, i потiм
обчислювати ймовiрностi вiдповiдних подiй. Проте на практицi в бiльшо-
стi випадкiв нас цiкавить не сам результат експерименту (елемент 𝜔 ∈ Ω),
а деяка числова функцiя вiд нього (наприклад, зрiст людини, тривалiсть
роботи пристрою, дохiд страхової компанiї тощо). Такi функцiї називають
випадковими величинами. Формально випадкова величина — це деяка ви-
мiрна функцiя, що дiє на дiйсну вiсь.

Визначення (КЛ4.1.2). Нехай маємо два вимiрнi простори (Ω,𝒜) i (Ω′,𝒜′).
Функцiю 𝑋 : Ω → Ω′ називають вимiрною вiдносно 𝒜 (measurable 𝒜 functi-
on), якщо для будь-якого 𝐴′ ∈ 𝒜′ справедливо

𝑋−1(𝐴′) ≡ {𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴′} ∈ 𝒜 ,

тобто що прообразом (inverse image) кожної вимiрної множини в одному
просторi є деяка вимiрна множина в iншому просторi.
Якщо з контексту очевидно, вiдносно якої 𝜎-алгебри функцiя є вимiрною,

то просто кажуть, що вона вимiрна.

Зауваження (КЛ4.1.4). Будь-яка функцiя 𝑋 : Ω → R, де (Ω, 2Ω) — дис-
кретний iмовiрнiсний простiр, є вимiрною, адже 2Ω включає всi можливi
пiдмножини Ω.

Визначення (КЛ4.1.5). Дiйснозначну вимiрну функцiю 𝑋 : Ω → R нази-
вають випадковою величиною (random variable).
За замовчуванням кладуть, що 𝜎-алгеброю для простору R є Борелева

𝜎-алгебра ℬ.



86 Дискретнi випадковi величини. Схема Бернуллi

Варто зазначити, що хоча сама по собi функцiя 𝑋 є детермiнованою,
«випадковiсть» у випадковiй величинi постає з випадкової природи експе-
рименту. Результат експерименту 𝜔 ∈ Ω невiдомий заздалегiдь, i до його
завершення можна хiба що оцiнити ймовiрнiсть настання того чи того ре-
зультату. Пiсля завершення експерименту його результат зафiксований, i
випадкова величина набуває конкретного значення 𝑋(𝜔).
Отже маємо ситуацiю, коли з початкового абстрактного ймовiрнiсного

простору (Ω,𝒜,P) ми переходимо до нового простору (R,ℬ). Нам потрiбно
навчитися обчислювати ймовiрностi подiй у цьому новому просторi, але
для цього потрiбно з’ясувати, яку ймовiрнiсну мiру на ньому використати.

Визначення (КЛ4.1.6). Функцiя (випадкова величина) 𝑋 задає на вимiр-
ному просторi (R,ℬ) ймовiрнiсну мiру, яка для кожної 𝐴 ∈ ℬ дорiвнює

P𝑋 (𝐴) ≡ P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴}) = P
(︀
𝑋−1(𝐴)

)︀
.

(КЛ4.1.1)
Цю мiру називають розподiлом випадкової величини 𝑋 (distribution of a
random variable). Також кажуть, що P𝑋 є образом мiри P пiд дiєю функцiї
𝑋 (P𝑋 is a measure induced by 𝑋).

Зауваження (КЛ4.1.7). Iз Визначення КЛ4.1.6 стає зрозумiлим, навiщо
ми вимагали, щоб випадкова величина була вимiрною функцiєю: обчисле-
ння ймовiрнiсних тверджень вiдносно випадкових величин зводиться до
обчислення ймовiрностей пiдмножин Ω. Вимагаючи, щоб випадкова вели-
чина була вимiрна, ми гарантуємо, що такi ймовiрностi можна буде обчи-
слити.

Можемо довести, що розподiл випадкової величини справдi є ймовiрнi-
сною мiрою.

Твердження (КЛ4.1.8). Розподiл P𝑋 випадкової величини 𝑋 : (Ω,𝒜) →
(R,ℬ) є ймовiрнiсною мiрою на (R,ℬ) в розумiннi Визначення КЛ2.1.5.

Визначення 5.1.1 (КЛ4.1.10). Якщо випадковi величини 𝑋 i 𝑌 задають
на (R,ℬ) один i той самий розподiл, тобто P𝑋 (𝐴) = P𝑌 (𝐴) для всiх 𝐴 ∈ ℬ,
то кажуть, що вони рiвнi за розподiлом (equal in distribution): 𝑋

𝑑
= 𝑌 .

У Розд. КЛ2.3 ми розглядали спосiб побудови ймовiрнiсної мiри на дис-
кретному просторi. Розподiли, якi є образами дискретних iмовiрнiсних мiр,
також називають дискретними, як i вiдповiднi випадковi величини.
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Визначення (КЛ4.2.1). Випадкову величину 𝑋 називають дискретною,
як i вiдповiдний їй розподiл, якщо її образ є не бiльш нiж злiченним.

Отже, хоча формально ми пишемо 𝑋 : Ω → R, потрiбно пам’ятати,
що насправдi образом функцiї 𝑋 є злiченна пiдмножина дiйсних чисел
(наприклад, усi натуральнi числа тощо): 𝑋 : Ω → {𝑥1, 𝑥2, . . .}, 𝑥𝑖 ∈ R. Тодi
носiєм випадкової величини 𝑋 є її образ: supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}.
Було б корисно мати можливiсть оперувати деякими функцiями, якi да-

вали б змогу обчислювати ймовiрностi рiзних подiй, не використовуючи
щоразу формальне Визначення КЛ4.1.5.

Визначення (КЛ4.2.3). Для опису розподiлу P𝑋 дискретної випадкової
величини 𝑋 : Ω → R iз носiєм supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .} використовують
функцiю ймовiрности (probability mass function) 𝑝𝑋(𝑥) ≡ P𝑋 (𝑋 = 𝑥) таку,
що:

𝑝𝑋(𝑥)

{̸︃
= 0 , 𝑥 ∈ {𝑥1, 𝑥2, . . .}
= 0 , 𝑥 /∈ {𝑥1, 𝑥2, . . .}

,
∑︁
𝑖

𝑝𝑋(𝑥𝑖) = 1 . (КЛ4.2.1)

Тодi, за Теоремою КЛ2.3.1, функцiя ймовiрности визначатиме мiру P𝑋 —
розподiл випадкової величини. Зокрема,

P𝑋 (𝐴) =
∑︁
𝑥𝑖∈𝐴

𝑝𝑋(𝑥𝑖) . (КЛ4.2.2)

Чи не найважливiшою числовою характеристикою випадкової величини
є її сподiвання, яке можна розглядати як її «середнє значення».

Визначення (КЛ4.3.1). Сподiванням (expectation) дискретної випадкової
величини 𝑋 є зважене середнє

E [𝑋] =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑥 · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑥𝑝𝑋(𝑥) . (КЛ4.3.1)

Сподiвання може бути нескiнченно великим, а якщо одночасно

E [𝑋] =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)
𝑥>0

𝑥𝑝𝑋(𝑥) = ∞ , E [𝑋] =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)
𝑥<0

(−𝑥)𝑝𝑋(𝑥) = ∞ ,

то кажуть, що сподiвання не iснує (does not exist)1.

1Iнколи також кажуть, що сподiвання не iснує, якщо воно не є скiнченним. Це нюанси термiнологiї,
на яких ми не будемо зупинятися.
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Зауваження (КЛ4.3.2). Надзвичайно важливо усвiдомлювати, що E [𝑋],
якщо воно iснує, є сталим (дiйсним числом E [𝑋] ∈ R або нескiнченно ве-
ликим значенням). У той же час 𝑋 : Ω → R, тобто випадкова величина
є (випадковою) функцiєю. Зокрема, сподiвання не несе в собi жодної ви-
падковости: це є фiксоване значення, яке заздалегiдь вiдоме i може бути
обчислено.

Можна показати, що сподiвання має властивiсть лiнiйности.

Твердження (КЛ4.3.5). Для будь-яких випадкових величин2 𝑋 i 𝑌 , ви-
значених на одному й тому ж iмовiрнiсному просторi (Ω,𝒜,P), та будь-яких
чисел 𝑎, 𝑏 ∈ R справедливо таке:

E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ] = 𝑎E [𝑋] + 𝑏E [𝑌 ] . (КЛ4.3.2)

Сподiвання також можна обчислити для деякої функцiї вiд випадкової
величини.

Теорема (Закон несвiдомого статистика для дискретних величин (Law of
unconscious statistician for discrete variables), КЛ4.3.6). Нехай 𝑋 — деяка
дискретна випадкова величина з носiєм supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .} i функцiєю
ймовiрности 𝑝𝑋 , i нехай 𝑔 : R → R — деяка функцiя. Тодi

E [𝑔(𝑋)] =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑔(𝑥)𝑝𝑋(𝑥) . (КЛ4.3.3)

Визначення (КЛ4.3.8). Дисперсiєю (variance) дискретної випадкової ве-
личини 𝑋 є сподiвання квадратiв вiдхилень її значень вiд її сподiвання:

Var (𝑋) = E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])2

]︀
=

∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

(𝑥−E [𝑋])2·P𝑋 (𝑋 = 𝑥) . (КЛ4.3.4)

Додатне значення квадратового кореня з дисперсiї має назву середньо-
квадратичного вiдхилення (standard deviation):

sd (𝑋) =
√︀
Var (𝑋) =

√︃ ∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

(𝑥− E [𝑋])2 · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) . (КЛ4.3.5)

Часто дисперсiю позначають через 𝜎2
𝑋 , i тодi середньоквадратичне вiд-

хилення має позначення 𝜎𝑋 .

2Будь-яких, не тiльки дискретних, але тут ми доведемо для дискретних.
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Дисперсiя показує, наскiльки (в середньому) далеко стоять вiд E [𝑋] зна-
чення величини 𝑋, тобто наскiльки сильно значення величини 𝑋 розкида-
но вiдносно її сподiвання. Оскiльки одиницi вимiру дисперсiї є квадратами
одиниць вимiру самої 𝑋, на практицi застосовують середньоквадратичне
вiдхилення, щоб можна було коректно порiвнювати сумiрнi величини.
На практицi корисна альтернативна формула дисперсiї.

Твердження (КЛ4.3.10). Для будь-якої випадкової величини 𝑋3

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2
]︀
− (E [𝑋])2 . (КЛ4.3.6)

Варто вiдзначити, що дисперсiя не є лiнiйною: для довiльних констант
𝑎, 𝑏 ∈ R та довiльної випадкової величини 𝑋

Var (𝑎𝑋 + 𝑏) = E
[︀
(𝑎𝑋 + 𝑏− E [𝑎𝑋 + 𝑏])2

]︀
= E

[︀
𝑎2(𝑋 − E [𝑋])2

]︀
= 𝑎2Var (𝑋) .

Розгляньмо декiлька вiдомих дискретних розподiлiв.

Визначення (КЛ4.4.1). Випадкова величина 𝑋 має рiвномiрний розподiл
(uniform distribution), якщо її функцiя ймовiрности має вид:

𝑝𝑋(𝑥) =
1

|supp (𝑋) |
. (КЛ4.4.1)

Якщо випадкова величина 𝑋 має рiвномiрний розподiл, це позначають
через 𝑋 ∼ U (supp (𝑋)).

Нехай деякий експеримент може завершитися успiхом iз деякою ймовiр-
нiстю 𝑝 ∈ [0; 1], або ж невдачею з iмовiрнiстю 𝑞 ≡ 1−𝑝. Такий експеримент
називають випробуванням Бернуллi4 (Bernoulli trial).

Визначення (КЛ4.5.1). Випадкова величина 𝑋 має розподiл Бернуллi
(Bernoulli distribution) iз параметром 𝑝, що позначають через 𝑋 ∼ Bern (𝑝),
якщо її функцiя ймовiрности має вид 𝑝𝑋(1) = 𝑝, 𝑝𝑋(0) = 𝑞 = 1 − 𝑝, або,
компактнiше,

𝑝𝑋(𝑥) = 𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1}} . (КЛ4.5.1)

3Будь-якої, не тiльки дискретної.
4Якiв Бернуллi (Jacob Bernoulli, 1654–1705) — швейцарський математик.



90 Дискретнi випадковi величини. Схема Бернуллi

Твердження (КЛ4.5.3). Якщо 𝑋 ∼ Bern (𝑝), то сподiвання E [𝑋] = 𝑝,
дисперсiя Var (𝑋) = 𝑝(1− 𝑝).

Звернiть увагу, що в цьому випадку E [𝑋] = P𝑋 (𝑋 = 1).
Розгляньмо набiр послiдовних незалежних випробувань Бернуллi. Такий

набiр має назву схеми Бернуллi (Bernoulli scheme).

Визначення (КЛ4.5.4). Нехай маємо 𝑛 послiдовних незалежних випро-
бувань Бернуллi, у кожному з яких iмовiрнiсть успiху дорiвнює 𝑝. То-
дi випадкова величина 𝑋 =«загальне число успiхiв» має бiномний роз-
подiл (Binomial distribution) iз параметрами 𝑛 i 𝑝, що позначають через
𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝).

Можна вивести функцiю ймовiрности такої випадкової величини.

Твердження (КЛ4.5.5). Якщо випадкова величина 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), то
її функцiя ймовiрности дорiвнює

𝑝𝑋(𝑘) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘 · 1 {𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}} . (КЛ4.5.2)

Твердження (КЛ4.5.9). Нехай 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝). Тодi випадкова величи-
на 𝑌 = 𝑛−𝑋 ∼ Binom (𝑛, 1− 𝑝).

Вiдповiдний результат очевидний, адже величина 𝑌 просто рахує кiль-
кiсть невдач, що є повнiстю дзеркальною задачею.

Твердження (КЛ4.5.10). Якщо 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), то сподiвання E [𝑋] =
𝑛𝑝, а дисперсiя Var (𝑋) = 𝑛𝑝(1− 𝑝).

5.2 Загальнi дискретнi випадковi величини

Вправа 5.2.1. Колесо для гри в рулетку мiстить 18 чорних комiрок, 18
червоних комiрок та 2 зеленi комiрки. Якщо гравець поставить 10 грн на
червоне, чому дорiвнюватиме його сподiваний виграш?

Розв’язання. Спочатку потрiбно з’ясувати, яка функцiя ймовiрности у ви-
падкової величини 𝑋 =«виграш гравця в рулетку». Учасник може виграти
10 грн з iмовiрнiстю 18/38 i програти 10 грн з iмовiрнiстю 20/38, тому

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
20

38
, 𝑥 = −10

18

38
, 𝑥 = 10

0 , 𝑥 /∈ {10,−10}

.
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Отже

E [𝑋] = 10 · 18
38

− 10 · 20
38

= −20

38
≈ −0.526 .

Iнтерпретацiя цього результату така, що якщо гравець повторюватиме
гру нескiнченну (або принаймнi «дуже велику») кiлькiсть разiв, у сере-
дньому його виграш буде −0.526 (грн).

Вправа 5.2.2. У страхової компанiї двоє клiєнтiв поважного вiку, кожний
iз яких застрахований на випадок смерти на суму 1 000 000 грн. Нехай
𝑌 =«молодший iз клiєнтiв помре протягом року», 𝑂 =«старший iз клiєнтiв
помре протягом року». Нехай 𝑌 ⊥⊥ 𝑂, а P (𝑌 ) = 0.05, P (𝑂) = 0.10.
Розгляньмо випадкову величину 𝑋 =«загальна сума, яку виплатить

страхова компанiя протягом року родинам цих двох клiєнтiв». Чому дорiв-
нює її функцiя ймовiрности 𝑝𝑋? Чому дорiвнюють сподiвання, дисперсiя
та середньоквадратичне вiдхилення?

Розв’язання. Носiєм випадкової величини 𝑋 є множина з трьох елементiв
supp (𝑋) = {0, 1 000 000, 2 000 000}, оскiльки можливi три варiанти роз-
витку подiй: нiхто не помре, помре тiльки один клiєнт, помруть обидва
клiєнти. Функцiя ймовiрности 𝑝𝑋 повинна кожному елементу 𝑥 ∈ supp (𝑋)
зiставити iмовiрнiсть P𝑋 (𝑋 = 𝑥).
Випадкова величина набуде значення 0, якщо нiхто не помре, тобто

𝑝𝑋(0) = P𝑋 (𝑋 = 0) = P (𝑌 𝑐 ∩𝑂𝑐) = P (𝑌 𝑐) · P (𝑂𝑐)

= (1− 0.05) · (1− 0.10) = 0.855 ,

де ми використали незалежнiсть вiдповiдних подiй для обчислення їх пе-
ретину через добуток.
Випадкова величина набуде значення 1 000 000, якщо помре або старший

клiєнт, або молодший, але не обидва, тобто

𝑝𝑋(1 000 000) = P𝑋 (𝑋 = 1 000 000) = P ((𝑌 ∩𝑂𝑐) ∪ (𝑌 𝑐 ∩𝑂))

= P (𝑌 ) · P (𝑂𝑐) + P (𝑌 𝑐) · P (𝑂)

= 0.05(1− 0.10) + (1− 0.05) · 0.10 = 0.140 ,

де ми використали незалежнiсть та несумiснiсть вiдповiдних подiй.
Нарештi, випадкова величина набуде значення 2 000 000, якщо помруть

обидва клiєнти, тобто

𝑝𝑋(2 000 000) = P𝑋 (𝑋 = 2 000 000) = P (𝑌 ∩𝑂)

= P (𝑌 ) · P (𝑂) = 0.05 · 0.10 = 0.005 ,

де ми використали незалежнiсть вiдповiдних подiй.
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Оскiльки 0.855 + 0.140 + 0.005 = 1, це справдi є функцiя ймовiрности.
Для пiдрахунку сподiвання застосуймо (КЛ4.3.1):

E [𝑋] = 0.855 · 0 + 0.140 · 1 000 000 + 0.005 · 2 000 000

= 140 000 + 10 000 = 150 000 ,

тобто страхова компанiя може сподiватися витратити 150 000 грн.
Для пiдрахунку дисперсiї застосуймо (КЛ4.3.6), для чого спочатку пiд-

рахуймо сподiвання 𝑋2:

E
[︀
𝑋2
]︀
= 0.855 · 02 + 0.140 · (1 000 000)2 + 0.005 · (2 000 000)2 = 1.6 · 1011 ,

звiдки

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2
]︀
− (E [𝑋])2 = 1.6 · 1011 − 2.25 · 1010 = 1.375 · 1011 ,

а отже sd (𝑋) =
√︀
Var (𝑋) = 370 809.9, тобто сподiваний розкид значень

навколо сподiвання буде 370 809.9 грн.
На вiдмiну вiд Вправи 5.2.1, тут сподiвання не має iнтерпретацiї сере-

днього значення, адже ми не можемо повторити експеримент не те що не-
скiнченну кiлькiсть разiв, а навiть двiчi. Сподiвання має беєсiвську iнтер-
претацiю i вiдiграє роль прогнозного значення видаткiв.

Вправа 5.2.3. Деякий продукт, який має сезонний попит, приносить при-
буток 𝑏 > 0 за кожну продану одиницю i втрати 𝑙 > 0 за кожну одиницю,
яка залишилася непроданою по завершеннi сезону. Кiлькiсть одиниць то-
вару 𝑋, на якi може бути попит протягом сезону, є випадковою величиною
з функцiєю ймовiрности 𝑝𝑋 та носiєм supp (𝑋) = {0, 1, 2, . . .}.
Якщо потрiбно закупити продукт наперед, скiльки одиниць варто заку-

пити для максимiзацiї сподiваного прибутку?

Розв’язання. Позначмо прибуток у випадку закупiвлi 𝑠 одиниць продукту
через 𝑃𝑠. Нам потрiбно знайти значення 𝑠, яке максимiзуватиме E [𝑃 (𝑠)].
Прибуток дорiвнює

𝑃𝑠 =

{︃
𝑏𝑋 − (𝑠−𝑋)𝑙 , 𝑋 ≤ 𝑠

𝑠𝑏 , 𝑋 > 𝑠
,

оскiльки якщо весь товар буде розкуплено, то прибуток буде 𝑠𝑏 (по 𝑏 за
кожну продану одиницю), а якщо буде залишок (𝑠−𝑋) одиниць, то кожна
тягтиме за собою по 𝑙 втрат.
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Фактично, 𝑃𝑠 є функцiєю вiд 𝑋. Тому сподiваний прибуток можна обчи-
слити за допомогою Закону несвiдомого статистика (КЛ4.3.3):

E [𝑃𝑠(𝑋)] =
𝑠∑︁

𝑖=0

(𝑏𝑖− (𝑠− 𝑖)𝑙)𝑝𝑋(𝑖) +
∞∑︁

𝑖=𝑠+1

𝑠𝑏𝑝𝑋(𝑖)

= (𝑏+ 𝑙)
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑖𝑝𝑋(𝑖)− 𝑠𝑙
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑝𝑋(𝑖) + 𝑠𝑏

(︃
1−

𝑠∑︁
𝑖=0

𝑝𝑋(𝑖)

)︃

= (𝑏+ 𝑙)
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑖𝑝𝑋(𝑖)− (𝑏+ 𝑙)𝑠
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑝𝑋(𝑖) + 𝑠𝑏

= (𝑏+ 𝑙)
𝑠∑︁

𝑖=0

(𝑖− 𝑠)𝑝𝑋(𝑖) + 𝑠𝑏 .

Суто теоретично можна взяти першу похiдну i прирiвняти її до 0. Проте
в цьому випадку маємо суму зi змiнною верхньою межею, тому взяття
похiдної ускладнене. Розгляньмо натомiсть вираз

E [𝑃 (𝑠+ 1)]− E [𝑃 (𝑠)] = (𝑏+ 𝑙)
𝑠+1∑︁
𝑖=0

(𝑖− (𝑠+ 1))𝑝𝑋(𝑖) + (𝑠+ 1)𝑏

− (𝑏+ 𝑙)
𝑠∑︁

𝑖=0

(𝑖− 𝑠)𝑝𝑋(𝑖) + 𝑠𝑏

= 𝑏− (𝑏+ 𝑙)
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑝𝑋(𝑖) .

Можна помiтити, що збiльшення кiлькости одиниць товару з 𝑠 до 𝑠 + 1
вестиме до збiльшення сподiваного прибутку, якщо

𝑏− (𝑏+ 𝑙)
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑝𝑋(𝑖) > 0 ⇔
𝑠∑︁

𝑖=0

𝑝𝑋(𝑖) <
𝑏

𝑏+ 𝑙
.

Нехай 𝑠* — найбiльше 𝑠 таке, що вищевказана нерiвнiсть виконується.
Тодi для всiх 𝑠 = 1, . . . , 𝑠* + 1 сподiваний прибуток зростає, а пiсля 𝑠* + 1
починає спадати. Отже 𝑠*+1 є оптимальною кiлькiстю товарiв, яку потрi-
бно закупити для максимiзацiї сподiваного прибутку.

Приклад 5.2.4. Розгляньмо вiдомий парадокс дружби (friendship paradox),
який коротко полягає в тому, що Вашi друзi в середньому мають бiльше
друзiв, анiж Ви.
Нехай у популяцiї є 𝑛 осiб, пронумерованi вiд 1 до 𝑛. Тодi мережу друзiв

можна подати як неорiєнтований граф, де кожна вершина вiдповiдає особi,
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Рис. 5.2.1: Можлива мережа друзiв для Прикладу 5.2.4

а ребро з’єднує двох друзiв. Приклад такої мережi наведено на Рис. 5.2.1:
особа 1 дружить з усiма, а, скажiмо, особа 3 дружить тiльки з особою 1.
Позначмо через 𝑓(𝑖) число друзiв особи 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Позначмо 𝑓 =∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓(𝑖). Наприклад, для Рис. 5.2.1 маємо

𝑓(1) = 3 , 𝑓(2) = 2 , 𝑓(3) = 1 , 𝑓(4) = 2 , 𝑓 = 8 .

Розгляньмо випадкову величину 𝑋 =«номер випадково вибраної особи».
Очевидно, що ця величина має рiвномiрний розподiл 𝑋 ∼ U ({1, . . . , 𝑛}),
тобто P𝑋 (𝑋 = 𝑖) = 1

𝑛 . Можемо обчислити сподiване число друзiв, викори-
стовуючи Закон несвiдомого статистика (КЛ4.3.3):

E [𝑓(𝑋)] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑖)P𝑋 (𝑋 = 𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑖)

𝑛
=

𝑓

𝑛
.

Також можемо обчислити сподiвання 𝑓 2(𝑋):

E
[︀
𝑓 2(𝑋)

]︀
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 2(𝑖)P𝑋 (𝑋 = 𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓 2(𝑖)

𝑛
.

Тодi
E
[︀
𝑓 2(𝑋)

]︀
E [𝑓(𝑋)]

=

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓

2(𝑖)

𝑓
.

Уявiмо тепер, що кожна з 𝑛 осiб напише на окремих аркушах папе-
ру iмена своїх друзiв. Оскiльки кожна особа має 𝑓(𝑖) друзiв, усього бу-
де 𝑓 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓(𝑖) аркушiв. Нехай 𝑌 =«номер особи, чиє iм’я написано на

випадково вибраному аркушi». Тодi

E [𝑓(𝑌 )] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑖)P𝑌 (𝑌 = 𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓 2(𝑖)

𝑓
,
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оскiльки ймовiрнiсть витягнути аркуш з iменем 𝑖-ої особи, очевидно, дорiв-
нює P𝑌 (𝑌 = 𝑖) = 𝑓(𝑖)

𝑓 .
Отже, ми маємо

E [𝑓(𝑌 )] =
E
[︀
𝑓 2(𝑋)

]︀
E [𝑓(𝑋)]

≥ E [𝑓(𝑋)] ,

де нерiвнiсть випливає з того факту, що E
[︀
𝑋2
]︀
≥ (E [𝑋])2 для будь-якої

випадкової величини 𝑋 (адже Var (𝑋) ≥ 0).
Тому маємо, що середнє число друзiв у деякої особи 𝑋 не перевищує

середнього числа друзiв у деякого у випадковий спосiб вибраного її друга.

Вправа 5.2.5. Нехай у Вас є 10 000 грн i Ви плануєте придбати деякий
товар, цiна якого наразi 20 грн за штуку. За тиждень його цiна може бути
або 10, або 40 грн за штуку (з однаковою ймовiрнiстю).
Якщо Вашою цiллю є максимiзувати сподiваний достаток (готiвка та

ринкова вартiсть товару станом на момент, коли Ви будете визначати свiй
достаток) по завершеннi одного тижня, яку стратегiю варто застосувати?
Якщо Вашою цiллю є максимiзувати сподiвану кiлькiсть товарiв пiсля

змiни цiни (уже придбаних та якi можна буде придбати на залишок коштiв
пiсля змiни цiни товару), яку стратегiю варто застосувати?

Розв’язання. Нехай на початку тижня Ви купляєте 𝑥 штук товару. У Вас
лишиться 10 000−20𝑥 готiвки, i по завершеннi одного тижня достаток буде

𝑉 = 10 000− 20𝑥+ 𝑌 𝑥 ,

де 𝑌 — випадкова величина, що вiдповiдає цiнi за одиницю товару по за-
вершеннi одного тижня. Отже,

E [𝑉 ] = 10 000− 20𝑥+ E [𝑌 ]𝑥

= 10 000− 20𝑥+ 𝑥 ·
(︂
10 · 1

2
+ 40 · 1

2

)︂
= 10 000 + 5𝑥 .

Вочевидь, максимального значення цей вираз досягне, якщо 𝑥 буде макси-
мальним, а саме 𝑥 = 500, оскiльки на 10 000 грн можна придбати максимум
500 одиниць товару за цiною 20 грн за штуку. Тобто, iншими словами, потрi-
бно витратити всю наявну готiвку. Незважаючи на те, що з iмовiрнiстю 0.5
цiна може впасти удвiчi, саме така стратегiя максимiзуватиме сподiваний
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достаток. Це зрозумiло, адже сподiвана цiна на другому тижнi дорiвнює
0.5 · 10 + 0.5 · 40 = 25 грн, що бiльше вiд 20 грн на першому тижнi.
У другому випадку ми волiємо максимiзувати сподiвану кiлькiсть това-

ру 𝐴 пiсля змiни цiни товару. Якщо ми придбаємо 𝑥 одиниць товару на
першому тижнi, у нас лишиться 10 000 − 20𝑥 готiвки, на якi можна буде
придбати додаткову кiлькiсть товару за новою цiною. Отже

𝐴 = 𝑥+
10 000− 20𝑥

𝑌
,

i нам потрiбно вiдшукати сподiвання E [𝐴]. Це можна зробити з застосува-
нням (КЛ4.3.3):

E [𝐴] = 𝑥+ E
[︂
10 000− 20𝑥

𝑌

]︂
= 𝑥+

10 000− 20𝑥

10
· 1
2
+

10 000− 20𝑥

40
· 1
2

= 625− 𝑥

4
.

Максимального значення цей вираз досягне для 𝑥 = 0. Тобто, iншими
словами, потрiбно вiдкласти купiвлю товарiв до змiни цiни, а вже потiм
придбавати її на всю готiвку. Хоча з iмовiрнiстю 0.5 цiна може пiдскочи-
ти удвiчi, саме така стратегiя максимiзуватиме сподiвану кiлькiсть товару
на руках. Сподiвана цiна пiсля одного тижня буде 25 грн, проте в цьому
випадку ми не можемо застосувати її безпосередньо, як для обчислення
сподiваного достатку. Ми маємо справу з нелiнiйною функцiєю 10 000−20𝑥

𝑌 ,
а тому не можна казати, що сподiвана кiлькiсть товару буде 10 000−20𝑥

25 .

5.3 Схема Бернуллi

Вправа 5.3.1. Вiдомо, що компанiя виробляє гайки, якi можуть, незале-
жно одна вiд одної, мати дефект з iмовiрнiстю 0.1. Компанiя продає гайки
в пакетах по 10 штук i обiцяє повернути кошти, якщо в пакетi буде бiльше
вiд 1 дефективної гайки.
За яку частку пакетiв компанiя вимушена буде сплатити компенсацiю?

Розв’язання. Нехай 𝑋 =«число дефективних гайок у пакетi». За описом
ситуацiї, 𝑋 ∼ Binom (10, 0.1), оскiльки кожну гайку можна розглядати як
окреме випробування Бернуллi, «успiхом» у якому є наявнiсть дефекту.
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Нам потрiбно знайти ймовiрнiсть P𝑋 (𝑋 > 1), що можна зробити за до-
помогою (КЛ4.5.2):

P𝑋 (𝑋 > 1) = 1− P𝑋 (𝑋 = 0)− P𝑋 (𝑋 = 1)

= 1−
(︂
10

0

)︂
(0.01)0(1− 0.01)10 −

(︂
10

1

)︂
(0.01)1(1− 0.01)9 ≈ 0.004 ,

тобто компанiї потрiбно буде компенсувати вартiсть 0.4% проданих пакетiв.

Вправа 5.3.2. Нехай для ухвалення рiшення комiтетом iз 12 осiб потрiбно
зiбрати щонайменше двi третини голосiв, тобто 8 i бiльше. Нехай кожен
член комiтету дiє незалежно вiд iнших i голосує на користь ухвалення рi-
шення з iмовiрнiстю 𝜃.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що комiтет ухвалить рiшення?

Розв’язання. Голосування членiв комiтету можна розглядати як схему Бер-
нуллi, де кожне випробування може завершитися «успiхом» (голосуванням
на користь рiшення) з iмовiрнiстю 𝜃. Тодi 𝑋 =«загальне число поданих
голосiв» має бiномний розподiл 𝑋 ∼ Binom (12, 𝜃). Отже ймовiрнiсть ухва-
лення рiшення дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ≥ 8) =
12∑︁
𝑖=8

(︂
12

𝑖

)︂
𝜃𝑖(1− 𝜃)12−𝑖 .

Розгляньмо трiшки ускладнену версiю цiєї задачi.

Вправа 5.3.3. Нехай для ухвалення осудного рiшення судом присяжних iз
12 осiб потрiбно зiбрати щонайменше 9 голосiв. Нехай кожний присяжний
може виправдати злочинця з iмовiрнiстю 0.2 та засудити невинуватого з
iмовiрнiстю 0.1. Кожний присяжний ухвалює рiшення незалежно вiд iн-
ших. Усього серед обвинувачених 65% справдi винуватих.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що суд присяжних ухвалить правильне рi-

шення? Яку частку пiдсудних буде засуджено?

Розв’язання. Позначмо подiї 𝐸 =«суд присяжних ухвалив правильне рi-
шення», 𝐺 =«пiдсудний винуватий», 𝐶 =«присяжний проголосував «за»
засудження пiдсудного». Тодi нас цiкавить iмовiрнiсть P (𝐸), яку можна
обчислити за формулою повної ймовiрности (КЛ3.3.2):

P (𝐸) = P (𝐸 | 𝐺)P (𝐺) + P (𝐸 | 𝐺𝑐)P (𝐺𝑐) .
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Апрiорну ймовiрнiсть винуватости дано в умовi задачi, тому P (𝐺) =
0.65, P (𝐺𝑐) = 1− P (𝐺) = 0.35.
Для ухвалення осудного рiшення судом присяжних потрiбно набрати що-

найменше 9 голосiв. Позначмо 𝑋 =«кiлькiсть голосiв, поданих «за» засу-
дження пiдсудного». Тодi 𝑋 ∼ Binom (12, 𝑝), де 𝑝 — ймовiрнiсть, що при-
сяжний проголосує «за» засудження.
На цьому етапi можна припуститися помилки, i сказати, що

𝑝 = P (𝐶 | 𝐺)P (𝐺) +P (𝐶 | 𝐺𝑐)P (𝐺𝑐) = (1− 0.2) · 0.65+ 0.1 · 0.35 = 0.555 ,

проте це буде неправильно, адже якщо перед судом присяжних стоїть на-
справдi винувата людина (тобто ми обчислюємо ймовiрнiсть P (𝐸 | 𝐺)), то
голос присяжного можна спрогнозувати значно точнiше. Так, якщо пiд-
судний справдi винуватий, то «правильним» буде рiшення засудити його,
тому 𝑝 = P (𝐶 | 𝐺) = 1− 0.2 = 0.8, а тому

P (𝐸 | 𝐺) =
12∑︁
𝑖=9

(︂
12

𝑖

)︂
(0.8)𝑖(0.2)12−𝑖 ≈ 0.795 .

Аналогiчно можна пiдрахувати P (𝐸 | 𝐺𝑐). Щоправда для спрощення пiд-
рахункiв ми розглянемо ймовiрнiсть P (𝐸𝑐 | 𝐺𝑐), тобто ймовiрнiсть засудже-
ння невинуватої людини:

P (𝐸 | 𝐺𝑐) = 1− P (𝐸𝑐 | 𝐺𝑐) = 1−
12∑︁
𝑖=9

(︂
12

𝑖

)︂
(0.1)𝑖(0.9)12−𝑖 ≈ 1.000 .

Остаточно маємо

P (𝐸) = P (𝐸 | 𝐺)P (𝐺)+P (𝐸 | 𝐺𝑐)P (𝐺𝑐) = 0.795·0.65+1.000·0.35 ≈ 0.867 .

Щоб пiдрахувати частку засуджених пiдсудних, потрiбно обчислити

P (𝐸 | 𝐺)P (𝐺) + P (𝐸𝑐 | 𝐺𝑐)P (𝐺𝑐) = 0.795 · 0.65 + 0.000 · 0.35 ≈ 0.517 .

Вправа 5.3.4. Викладачi перевiряють екзамен. Одне з питань складає-
ться з 10 тверджень, щодо кожного з яких потрiбно вказати, iстинне воно
чи хибне. Перший викладач помiчає, що в одного студента правильнi всьо-
го 2 вiдповiдi i коментує: «Цей студент був настiльки недалекий, що навiть
не додумався просто пiдкидати монетку. Так би вiн вiдповiв правильно
принаймнi на 5 питань». Його колега вiдповiдає: «Я би не поспiшав iз ви-
сновками. Якби всi 340 студентiв пiдкидали монетку, то обов’язково серед
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них був би принаймнi один студент з 2 правильними вiдповiдями або й мен-
ше». А третiй додає: «Я б навiть очiкував знайти принаймнi один екзамен
взагалi без правильних вiдповiдей».
Хто з викладачiв має бiльше рацiї?

Розв’язання. У цiй задачi маємо справу з двома бiномними величинами
одночасно. Перша з них — 𝑋 =«кiлькiсть правильно вгаданих вiдповiд-
ей» — має бiномний розподiл 𝑋 ∼ Binom (10, 0.5). Друга — 𝑌 =«кiлькiсть
студентiв iз двома i менше вiдповiдями» — має бiномний розподiл 𝑌 ∼
Binom (340,P𝑋 (𝑋 ≤ 2)).
Ми маємо

P𝑋 (𝑋 ≤ 2) =
2∑︁

𝑖=0

(︂
10

𝑖

)︂
(0.5)𝑖(0.5)10−𝑖 =

1 + 10 + 45

210
=

56

1024
.

Чи був другий професор правий? Маємо

P𝑌 (𝑌 ≥ 1) = 1− P𝑌 (𝑌 = 0) = 1−
(︂
340

0

)︂(︂
56

1024

)︂0(︂
968

1024

)︂340

≈ 1− 4.962 · 10−9 ≈ 1.000 .

Iншими словами, iмовiрнiсть того, що принаймнi один студент матиме 2
правильнi вiдповiдi або менше, надзвичайно велика, тому той факт, що
знайшовся один такий студент, зовсiм не є несподiваним.
З iншого боку, iмовiрнiсть того, що студент не вiдповiв правильно на жо-

дне питання, дорiвнює P𝑋 (𝑋 = 0) = 1
1024 . Розгляньмо випадкову величину

𝑍 =«кiлькiсть студентiв з жодною правильною вiдповiддю», яка має бiном-
ний розподiл 𝑍 ∼ Binom (340,P𝑋 (𝑋 = 0)). Iмовiрнiсть того, що знайдеться
хоча б один такий студент, дорiвнює P𝑍 (𝑍 ≥ 1), або ж

P𝑍 (𝑍 ≥ 1) = 1− P𝑍 (𝑍 = 0) = 1−
(︂
340

0

)︂(︂
1

1024

)︂0(︂
1023

1024

)︂340

≈ 0.717 .

Ця ймовiрнiсть не є аж настiльки великою, щоб бути впевненим, що при-
наймнi один екзамен буде без жодної правильної вiдповiди.

5.4 Додатковi вправи

Вправа 5.4.1. Число вмикань деякого приладу до першого виходу з ладу
𝑋 має функцiю ймовiрности

𝑝𝑋(𝑥) = 𝑐

(︂
9

10

)︂𝑥−1

· 1 {𝑥 ∈ N} .
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Чому дорiвнює стала 𝑐? Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що прилад не вийде з
ладу щонайменше до 10 вмикання включно?

Розв’язання. Сума значень функцiї ймовiрности повинна дорiвнювати 1:

∞∑︁
𝑥=1

𝑐

(︂
9

10

)︂𝑥−1

= 1 .

За сумою нескiнченно спадної геометричної прогресiї маємо

𝑐

1− 9
10

= 1 ⇒ 𝑐 =
1

10
.

Обчислити ймовiрнiсть того, що прилад не вийде з ладу щонайменше до
10 вмикання включно, можна так:

P𝑋 (𝑋 > 10) =
1

10
·

∞∑︁
𝑥=11

(︂
9

10

)︂𝑥−1

=
1

10
·
(︀

9
10

)︀10
1− 9

10

≈ 0.349 .

Вправа 5.4.2 (Закон Бенфорда). Випадкова величина 𝑋 має розподiл
Бенфорда5, якщо її функцiя ймовiрности має вигляд

𝑝𝑋(𝑖) = P𝑋 (𝑋 = 𝑖) = log10

(︂
𝑖+ 1

𝑖

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 9 .

Вiдповiдний розподiл на практицi непогано описує розподiл перших цифр
чисел у багатьох реальних наборах даних.
Перевiрте, що це є функцiя ймовiрности. Обчислiть P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑗) та E [𝑋].

Розв’язання. Очевидно, що функцiя невiд’ємна, оскiльки 𝑖+1
𝑖 > 1. Тому

потрiбно перевiрити, що сума її значень дорiвнює одиницi:

9∑︁
𝑖=1

P𝑋 (𝑋 = 𝑖) =
9∑︁

𝑖=1

log10

(︂
𝑖+ 1

𝑖

)︂
= log10 10− log10 1 = 1 .

Вiдповiдно,

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑗) =

𝑗∑︁
𝑖=1

log10

(︂
𝑖+ 1

𝑖

)︂
= log10(𝑗 + 1)− log10 1 = log10(𝑗 + 1) .

5Френк Бенфорд-молодший (Frank Albert Benford Jr., 1883–1948) — американський фiзик.
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Сподiвання можна обчислити чисельно

E [𝑋] =
9∑︁

𝑖=1

𝑖 log10

(︂
𝑖+ 1

𝑖

)︂
≈ 3.44 .

Вправа 5.4.3. Деяка комунiкацiйна система складається з 𝑛 компонент,
кожна з яких може незалежно вiд iнших вийти з ладу з iмовiрнiстю 0 < 𝑝 <
1. Система не припинить працювати, якщо з ладу вийдуть менше половини
компонент.
Якими повиннi бути значення 𝑝, щоб система з 5 компонент мала бiльшу

ймовiрнiсть не вийти з ладу, анiж система з 3 компонент?

Розв’язання. Очевидно, випадкова величина 𝑋 =«число компонент, що
вийшли з ладу» має бiномний розподiл: 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝). Iмовiрнiсть, що
система з 5 компонент буде працювати, дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ≤ 2) = P𝑋 (𝑋 = 0) + P𝑋 (𝑋 = 1) + P𝑋 (𝑋 = 2)

=

(︂
5

0

)︂
𝑝0(1− 𝑝)5 +

(︂
5

1

)︂
𝑝1(1− 𝑝)4 +

(︂
5

2

)︂
𝑝2(1− 𝑝)3

= (1− 𝑝)5 + 5𝑝(1− 𝑝)4 + 10𝑝2(1− 𝑝)3 .

Для системи з 3 компонент аналогiчна ймовiрнiсть дорiвнюватиме

P𝑋 (𝑋 ≤ 1) = P𝑋 (𝑋 = 0) + P𝑋 (𝑋 = 1)

=

(︂
3

0

)︂
𝑝0(1− 𝑝)3 +

(︂
3

1

)︂
𝑝1(1− 𝑝)2

= (1− 𝑝)3 + 3𝑝(1− 𝑝)2 .

Система з 5 компонент буде лiпшою, якщо

(1− 𝑝)5 + 5𝑝(1− 𝑝)4 + 10𝑝2(1− 𝑝)3 > (1− 𝑝)3 + 3𝑝(1− 𝑝)2 ,

тобто, пiсля всiх скорочень, якщо

𝑝 <
1

2
.

Тобто система з 5 компонентами надiйнiша, якщо ймовiрнiсть виходу
компоненти з ладу менша вiд 50%. Iншими словами, збiльшення кiлькости
компонент не означає, що система буде надiйнiшою.
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Вправа 5.4.4. Нехай 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝). Покажiть, що

E
[︀
(1− 𝑝)𝑋

]︀
= (1− 𝑝2)𝑛 .

Розв’язання. Можна безпосередньо застосувати закон несвiдомого стати-
стика (КЛ4.3.3):

E
[︀
(1− 𝑝)𝑋

]︀
=

𝑛∑︁
𝑖=0

(1− 𝑝)𝑖 ·
(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖

=
𝑛∑︁

𝑖=0

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛

= (1− 𝑝)𝑛
𝑛∑︁

𝑖=0

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑝𝑖

= (1− 𝑝)𝑛 · (1 + 𝑝)𝑛

= ((1− 𝑝)(1 + 𝑝))2

= (1− 𝑝2)𝑛 ,

де ми використали бiномну теорему.
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6 Деякi поширенi дискретнi

розподiли

6.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ5.

Визначення (КЛ5.1.1). Випадкова величина 𝑋 має розподiл Пуассона
(Poisson distribution)1 iз параметром 𝜆 > 0, що позначають через 𝑋 ∼
Pois (𝜆), якщо її функцiя ймовiрности має вид

𝑝𝑋(𝑘) = P𝑋 (𝑋 = 𝑘) =
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
· 1 {𝑘 ∈ N ∪ {0}} . (КЛ5.1.1)

Параметр 𝜆 можна iнтерпретувати як частоту появи деяких подiй («успi-
хiв»), якi стаються з малою ймовiрнiстю.
Розподiл Пуассона доречно застосовувати для моделювання явищ, якi

стаються нечасто. Проте це не означає, що такi явища мають розподiл
Пуассона. Розподiл Пуассона є всього лише апроксимацiєю, яку зручно
використовувати на практицi.

Теорема (КЛ5.1.4). Нехай 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝𝑛), 𝑛 → ∞, 𝑝𝑛 → 0, але 𝑛𝑝𝑛 →
𝜆, тобто залишається фiксованим. Тодi функцiя ймовiрности 𝑝𝑋 прямує до
функцiї ймовiрности величини 𝑌 ∼ Pois (𝜆).

Теорема КЛ5.1.4 застосовна, коли число випробувань 𝑛 велике, iмовiр-
нiсть успiху 𝑝 мала, але їх добуток 𝑛𝑝 є не дуже великим i не дуже малим,
тобто збiльшення числа випробувань i зменшення ймовiрности компенсу-
ють одне одне. До таких прикладiв належать, наприклад:

� число осiб у громадi, якi доживуть до 100 рокiв;

� число неправильно набраних телефонних номерiв на день;

1Уперше запропонував французький математик Симеон Денi Пуассон (Siméon Denis Poisson, 1781–
1840) у 1837 р. у роботi Recherches sur la probabilité des jugements en matière criminelle et en matière

civile («Дослiдження ймовiрностей судових рiшень у кримiнальних та цивiльних справах»).
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� число пакетiв собачого корму, проданих у деякому магазинi за день;

� число клiєнтiв поштового вiддiлку на день;

� число вакансiй, що вiдкриваються за рiк у судовiй системi;

� число 𝛼-частинок, випромiнюваних протягом фiксованого перiоду.

У кожнiй iз цих ситуацiй вiдповiднi випадковi величини мають бiномний
розподiл, де випробуваннями є окремi особи в громадi, покупцi зоомагази-
ну, посади в судовiй системi тощо.
Дуже часто розподiл Пуассона використовують для опису явищ, якi ста-

ються в деякi випадковi моменти часу. Тодi загальне число подiй, якi ста-
ються в часовому iнтервалi довжиною ℎ, має розподiл Пуассона з пара-
метром 𝜆ℎ, якщо кiлькiсть цих iнтервалiв дуже велика. Серед випадкових
величин, якi можна описувати розподiлом Пуассона, такi:

� число землетрусiв за певний перiод часу;

� число воєн на рiк;

� число електронiв iз нагрiтого катода за певний перiод часу;

� число смертей серед клiєнтiв страхової компанiї за певний перiод часу.

Розподiл Пуассона також можна використовувати як апроксимацiю роз-
подiлу суми випадкових величин, навiть якщо ймовiрностi подiй рiзнi.

Твердження (Пуассонiвська парадигма (Poisson paradigm), КЛ5.1.8). Не-
хай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 мають iмовiрностi P (𝐴𝑗) = 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, де 𝑛 велике, а
𝑝𝑗 малi. Подiї 𝐴𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, повиннi бути незалежнi або слабко залежнi
(weakly dependent). Тодi 𝑋 =

∑︀𝑛
𝑗=1 1 {𝐴𝑗}, тобто число подiй, якi сталися,

має розподiл, який можна апроксимувати розподiлом Пуассона з параме-

тром 𝜆 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗.

Пiдрахуймо сподiвання та дисперсiю розподiлу Пуассона.

Твердження (КЛ5.1.9). Якщо 𝑋 ∼ Pois (𝜆), то E [𝑋] = Var (𝑋) = 𝜆.

Розгляньмо декiлька розподiлiв, пов’язаних зi схемою Бернуллi.

Визначення (КЛ5.2.1). Нехай маємо послiдовнi незалежнi випробування
Бернуллi, у кожному з яких iмовiрнiсть успiху дорiвнює 𝑝. Тодi, випадкова
величина 𝑋 =«кiлькiсть випробувань до появи першого успiху» має геоме-
тричний розподiл (geometric distribution) iз параметром 𝑝, що позначають
через 𝑋 ∼ Geom (𝑝).
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Ця випадкова величина має таку функцiю ймовiрности.

Твердження (КЛ5.2.2). Якщо випадкова величина 𝑋 ∼ Geom (𝑝), то її
функцiя ймовiрности має вид:

𝑝𝑋(𝑘) = P𝑋 (𝑋 = 𝑘) = (1− 𝑝)𝑘𝑝 · 1
{︀
𝑘 ∈ Z+

}︀
. (КЛ5.2.1)

Зауваження (КЛ5.2.3). У лiтературi не iснує єдиного бачення, який роз-
подiл визначати як геометричний. Деякi автори подають геометричний
розподiл як розподiл 𝑌 =«кiлькiсть випробувань до появи першого успi-
ху, включно з самим успiхом». Ми вважатимемо, що така величина має
окремий розподiл: 𝑌 ∼ FS(𝑝)2. Очевидно, що якщо 𝑋 ∼ Geom (𝑝), то
𝑋 + 1 ∼ FS(𝑝).

Для величини 𝑋 ∼ Geom (𝑝) справедлива властивiсть

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑘) = (1− 𝑝)𝑘 .

Понад те, умовна ймовiрнiсть того, що 𝑋 ≥ 𝑘+ 𝑗 за умови, що всi першi 𝑗
випробувань завершилися невдачами, дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑘 + 𝑗 | 𝑋 ≥ 𝑗) =
P𝑋 ((𝑋 ≥ 𝑘 + 𝑗) ∩ (𝑋 ≥ 𝑗))

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑗)

=
P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑘 + 𝑗)

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑗)

=
(1− 𝑝)𝑘+𝑗

(1− 𝑝)𝑗
= (1− 𝑝)𝑘 .

Отже геометричний розподiл є розподiлом без пам’яти (memoryless), тобто
тривалiсть очiкування першого успiху, за умови, що вiн до цього ще не
встиг настати, не залежить вiд попередньої iсторiї.

Твердження (КЛ5.2.5). Якщо 𝑋 ∼ Geom (𝑝), то сподiвання E [𝑋] = 1−𝑝
𝑝 ,

а дисперсiя Var (𝑋) = 1−𝑝
𝑝2 .

Зауваження (КЛ5.2.6). Якщо 𝑌 ∼ FS(𝑝), а, вiдповiдно, 𝑋 = 𝑌 − 1 ∼
Geom (𝑝), то

E [𝑌 ] = E [𝑋 + 1] = E [𝑋] + 1 =
1− 𝑝

𝑝
+ 1 =

1

𝑝
.

2За першими лiтерами словосполучення «перший успiх» англiйською — «first success».
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У повнiй аналогiї з бiномним розподiлом як узагальненням розподiлу
Бернуллi можна увести вiд’ємний бiномний розподiл як узагальнення роз-
подiлу геометричного.

Визначення (КЛ5.3.1). Нехай маємо послiдовнi незалежнi випробування
Бернуллi, у кожному з яких iмовiрнiсть успiху дорiвнює 𝑝. Тодi, випадко-
ва величина 𝑋 =«загальне число невдач до 𝑟-того успiху» має вiд’ємний
бiномний розподiл (negative Binomial distribution) iз параметрами 𝑟 i 𝑝, що
позначають через 𝑋 ∼ NegBinom (𝑟, 𝑝).

Ця випадкова величина має таку функцiю ймовiрности.

Твердження (КЛ5.3.2). Якщо випадкова величина 𝑋 ∼ NegBinom (𝑟, 𝑝),
то її функцiя ймовiрности має вид:

𝑝𝑋(𝑗) = P𝑋 (𝑋 = 𝑗) =

(︂
𝑗 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1

)︂
𝑝𝑟(1− 𝑝)𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . . (КЛ5.3.1)

Зауваження (КЛ5.3.3). У лiтературi не iснує єдиного бачення, який са-
ме розподiл визначати як вiд’ємний бiномний. Деякi автори кажуть, що
вiд’ємний бiномний розподiл має випадкова величина 𝑌 =«загальна кiль-
кiсть випробувань, потрiбна для появи 𝑟 успiхiв». Тодi функцiя ймовiрности
має вид

P𝑌 (𝑌 = 𝑘) =

(︂
𝑘 − 1

𝑟 − 1

)︂
𝑝𝑟(1− 𝑝)𝑘−𝑟 , 𝑘 = 𝑟, 𝑟 + 1, . . . .

Твердження (КЛ5.3.5). Якщо𝑋 ∼ NegBinom (𝑟, 𝑝), то сподiвання E [𝑋] =
𝑟 1−𝑝

𝑝 , а дисперсiя Var (𝑋) = 𝑟 1−𝑝
𝑝2 .

Наостанок розгляньмо ще один корисний на практицi розподiл.

Визначення (КЛ5.4.1). Нехай маємо вазу, у якiй мiститься 𝑤 бiлих та
𝑏 чорних кульок. Випадкова величина 𝑋 =«кiлькiсть бiлих кульок се-
ред 𝑛 витягнутих без повторень» має гiпергеометричний розподiл (hyper-
geometric distribution) iз параметрами 𝑤, 𝑏 i 𝑛, що позначають через 𝑋 ∼
HGeom (𝑤, 𝑏, 𝑛).
У загальному випадку пiд 𝑤 i 𝑏 розумiють число бажаних i небажаних

результатiв, а 𝑛 — загальне число випробувань.

Функцiя ймовiрности цiєї випадкової величини така.
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Твердження (КЛ5.4.2). Якщо випадкова величина 𝑋 ∼ HGeom (𝑤, 𝑏, 𝑛),
то функцiя її розподiлу має вид3:

P𝑋 (𝑋 = 𝑘) =

(︂
𝑤

𝑘

)︂(︂
𝑏

𝑛− 𝑘

)︂
(︂
𝑤 + 𝑏

𝑛

)︂ , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 . (КЛ5.4.1)

У загальному випадку гiпергеометричний розподiл застосовний до ситу-
ацiй, коли об’єкти мають два типи мiток, i мiтки принаймнi одного типу
присвоюють у випадковий спосiб. Тодi випадкова величина 𝑋 вiдповiдає
числу об’єктiв iз мiтками обох типiв. У прикладi з кульками такими мiтка-
ми є колiр кульки та той факт, вiдiбрано її чи нi.

Твердження (КЛ5.4.5). Випадкова величина 𝑋 ∼ HGeom (𝑤, 𝑏, 𝑛) рiвна
за розподiлом випадковiй величинi 𝑌 ∼ HGeom (𝑛,𝑤 + 𝑏− 𝑛,𝑤).

Результат Твердження КЛ5.4.5 стає очевидним, якщо помiтити, що пер-
ша величина вiдповiдає числу бiлих кульок у множинi 𝑛 кульок, витягнутих
iз 𝑤+ 𝑏 можливих, а друга величина вiдповiдає числу витягнутих кульок
iз множини бiлих кульок. Iншими словами, обидвi величини описують один
i той самий набiр кульок, тiльки два типи мiток — колiр i властивiсть бути
витягнутою — змiнено мiсцями.

Твердження (КЛ5.4.6). Якщо 𝑋 ∼ HGeom (𝑤, 𝑏, 𝑛), то E [𝑋] =
𝑛𝑤

𝑤 + 𝑏
, а

Var (𝑋) =
𝑛𝑤𝑏(𝑤 + 𝑏− 𝑛)

(𝑤 + 𝑏)2(𝑤 + 𝑏− 1)
.

Як розподiл Пуассона є граничним для бiномного, так i бiномний є гра-
ничним — для гiпергеометричного.

Твердження (КЛ5.4.7). Якщо 𝑋 ∼ HGeom (𝑤, 𝑏, 𝑛), i 𝑁 = 𝑤 + 𝑏 → ∞,
а 𝑤

𝑤+𝑏 → 𝑝 залишається сталою, то функцiя ймовiрности 𝑝𝑋(𝑥) прямує до
функцiї ймовiрности величини 𝑌 ∼ Binom (𝑛, 𝑝).

Нескладно бачити, чому так вiдбувається. Оскiльки бiномний розподiл
пов’язаний iз витягуванням кульок iз повтореннями, а гiпергеометричний —
без, зi збiльшенням загального числа кульок до нескiнченности цi два спосо-
би витягувань стають однаковими.
На практицi результат цього твердження дає змогу використовувати бi-

номний розподiл замiсть гiпергеометричного як його апроксимацiю, коли
𝑁 = 𝑤 + 𝑏 достатньо велике у порiвняннi з 𝑛.

3Варто звернути увагу, що бiномний коефiцiєнт дорiвнює 0, якщо 𝑘 > 𝑤 чи 𝑛 − 𝑘 > 𝑏, тому ми
зазначили, що 𝑘 пробiгає всi значення вiд 0 до 𝑛, хоча, очевидно, 𝑘 не може бути бiльшим вiд 𝑤 чи
меншим вiд 𝑛− 𝑏.
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На практицi часто виникають ситуацiї, коли потрiбно обчислювати умов-
нi ймовiрностi за участю випадкових величин.

Визначення (КЛ5.5.1). Для будь-яких дискретних випадкових величин
𝑋 i 𝑍 функцiю 𝑝𝑋|𝑍(𝑥 | 𝑧) ≡ P𝑋|𝑍 (𝑋 = 𝑥 | 𝑍 = 𝑧) називають умовною
функцiєю ймовiрности (conditional probability mass function) величини 𝑋
за умови 𝑍 = 𝑧.

Обчислення умовної функцiї ймовiрности можна виконати, використову-
ючи Визначення КЛ4.1.6:

P𝑋|𝑍 (𝑋 = 𝑥 | 𝑍 = 𝑧) = P ({𝜔 : 𝑋(𝜔) = 𝑥} | {𝜔 : 𝑍(𝜔) = 𝑧})

=
P ({𝜔 : (𝑋(𝜔) = 𝑥) ∩ (𝑍(𝜔) = 𝑧)})

P ({𝜔 : 𝑍(𝜔) = 𝑧})
.
(КЛ5.5.1)

Зокрема, справедливе правило Беєса з Теореми КЛ3.3.1:

P𝑋|𝑍 (𝑋 = 𝑥 | 𝑍 = 𝑧) =
P𝑍|𝑋 (𝑍 = 𝑧 | 𝑋 = 𝑥)P𝑋 (𝑋 = 𝑥)

P𝑍 (𝑍 = 𝑧)
. (КЛ5.5.2)

6.2 Розподiл Пуассона

Вправа 6.2.1. Нехай експеримент полягає в пiдрахунку числа 𝛼-частинок,
якi протягом однiєї секунди випромiнює 1 грам радiоактивної речовини. Iз
попереднього досвiду вiдомо, що в середньому за секунду випромiнюються
3.2 таких частинок. Чому (приблизно) дорiвнює ймовiрнiсть, що протягом
найближчої секунди буде випромiнено не бiльше вiд 2 частинок?

Розв’язання. Для моделювання випадкової величини 𝑋 =«загальне число
випромiнених частинок протягом однiєї секунди» доречно застосувати роз-
подiл Пуассона, адже грам радiоактивної речовини можна розглядати як
сукупнiсть значної кiлькости (𝑛) атомiв, кожен iз яких має незначну ймо-
вiрнiсть (3.2/𝑛) розпастися й випромiнити 𝛼-частинку. Оскiльки за одну
секунду в середньому випромiнюються 3.2 частинки, маємо 𝑋 ∼ Pois (3.2).
Вiдповiдно,

P𝑋 (𝑋 ≤ 2) = P𝑋 (𝑋 = 0) + P𝑋 (𝑋 = 1) + P𝑋 (𝑋 = 2)

=
𝑒−3.2(3.2)0

0!
+

𝑒−3.2(3.2)1

1!
+

𝑒−3.2(3.2)2

2!
≈ 0.3799 .
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Вправа 6.2.2. Нехай дощ випадає з iнтенсивнiстю 20 крапель на квадра-
тний сантиметр за хвилину. Який розподiл можна використати для опису
випадкової величини 𝑋𝑡 =«число крапель, що падають на дiлянку площею
5 квадратних сантиметрiв за 𝑡 хвилин»? Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що
на дiлянку площею 5 квадратних сантиметрiв протягом 3 секунд не впаде
жодної краплi дощу?

Розв’язання. Доброю апроксимацiєю розподiлу величини 𝑋𝑡 можна вва-
жати розподiл Пуассона з параметром 𝜆𝑡, де 𝜆 = 20 · 5 = 100. Це випливає
з того, що 20 — це iнтенсивнiсть опадiв на 1 квадратний сантиметр, а нас
цiкавить дiлянка площею в 5 квадратних сантиметрiв.
Оскiльки 3 секунди становлять 0.05 вiд однiєї хвилини, iмовiрнiсть жо-

дної краплi дощу становить

P𝑋0.05
(𝑋0.05 = 0) =

𝑒−𝜆ℎ(𝜆ℎ)0

0!
=

𝑒−100·0.05(100 · 0.05)0

0!
= 𝑒−5 ≈ 0.007 .

Вправа 6.2.3. Група з 𝑛 друзiв вирiшила зiграти в гру «таємний Санта»,
у рамках якої кожен пише своє iм’я на аркушi паперу, пiсля чого всi аркушi
кладуть у мiшок. Далi кожен учасник у випадковий спосiб витягає аркуш iз
мiшка. За умовами потрiбно зробити подарунок особi, чиє iм’я ти витягнеш.
Нехай 𝑋 =«число осiб, що витягнули своє iм’я». Чому дорiвнює E [𝑋]?
Нехай 𝑌 =«число пар осiб таких, що вони витягнули iм’я одне одного».

Чому дорiвнює E [𝑌 ]?
Нарештi, який розподiл приблизно має величина 𝑋, якщо 𝑛 велике? Чо-

му дорiвнює P𝑋 (𝑋 = 0), коли 𝑛 → ∞?

Розв’язання. Нехай 𝑆𝑖 = 𝑗, якщо 𝑖-а особа витягнула iм’я 𝑗-ої особи, 𝑖, 𝑗 =
1, . . . , 𝑛. Тодi нехай 𝑋𝑖 = 1, якщо 𝑆𝑖 = 𝑖, i 0 у протилежному випадку,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Це, звiсно, величина Бернуллi з параметром 𝑝 = 1/𝑛. Про-
те не можна казати, що їх сума 𝑋 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 є величиною з бiномним

розподiлом, адже величини 𝑋𝑖 не є незалежними. Справдi, якщо вiдомо,
що всi особи витягнули iмена, окрiм 𝑛-го, то 𝑛-а особа витягне своє iм’я з
одиничною ймовiрнiстю.
Утiм, властивiсть лiнiйности сподiвання залишається справедливою:

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑋𝑖] = 𝑛 · 1
𝑛
= 1 .
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Нехай 𝑌𝑖𝑗 = 1, якщо 𝑆𝑖 = 𝑗 i 𝑆𝑗 = 𝑖 одночасно, i 0 у протилежному
випадку. Очевидно, що це може статися з iмовiрнiстю

P ((𝑆𝑖 = 𝑗) ∩ (𝑆𝑗 = 𝑖)) = P (𝑆𝑖 = 𝑗 | 𝑆𝑗 = 𝑖) · P (𝑆𝑗 = 𝑖) =
1

𝑛− 1
· 1
𝑛
.

Варто помiтити, що всього iснує
(︀
𝑛
2

)︀
пар, якi ми розглядаємо. Отже

E [𝑌 ] = E

[︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=𝑖+1

𝑌𝑖𝑗

]︃
=

(︂
𝑛

2

)︂
1

𝑛(𝑛− 1)
=

1

2
.

Виконуються всi умови Твердження КЛ5.1.84, тому 𝑋 має приблизний
розподiл Pois

(︀
𝑛 · 1

𝑛

)︀
= Pois (1). Отже P𝑋 (𝑋 = 0) → 𝑒−1 ≈ 0.368.

Приклад 6.2.4. Нехай число 𝐵 хромосом, якi пошкоджуються протягом
деякого перiоду часу, має розподiл Пуассона з параметром 𝜆. Пошкоджена
хромосома може вiдновитися з iмовiрнiстю 𝑝. Вiдновлення однiєї хромосо-
ми не залежить вiд вiдновлення iнших.
Нехай 𝑅 =«загальне число вiдновлених хромосом». Тодi 𝑅 має умовний

бiномний розподiл за умови, що 𝐵 = 𝑛: 𝑅 | 𝐵 = 𝑛 ∼ Binom (𝑛, 𝑝). Щоб дi-
стати безумовний розподiл 𝑅, використаймо формулу повної ймовiрности:

P𝑅 (𝑅 = 𝑘) =
∞∑︁
𝑛=1

P𝑅|𝐵 (𝑅 = 𝑘 | 𝐵 = 𝑛) · P𝐵 (𝐵 = 𝑛)

=
∞∑︁
𝑛=𝑘

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘 · 𝑒

−𝜆𝜆𝑛

𝑛!

=
𝑒−𝜆(𝜆𝑝)𝑘

𝑘!

∞∑︁
𝑛=𝑘

(𝜆(1− 𝑝))𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!

=
𝑒−𝜆(𝜆𝑝)𝑘

𝑘!

∞∑︁
𝑚=0

(𝜆(1− 𝑝))𝑚

𝑚!

=
𝑒−𝜆(𝜆𝑝)𝑘

𝑘!
· 𝑒𝜆(1−𝑝)

=
𝑒−𝜆𝑝(𝜆𝑝)𝑘

𝑘!
.

Отже 𝑅 ∼ Pois (𝜆𝑝), звiдки сподiване число вiдновлених хромосом до-
рiвнює E [𝑅] = 𝜆𝑝.

4Ми це доводити не будемо, але iнтуїтивно зрозумiло, що величини 𝑋𝑖 залишаються залежними,
проте зi збiльшенням 𝑛 «сила» цiєї залежности падає.
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6.3 Iншi дискретнi розподiли

Вправа 6.3.1. Подружня пара планує народжувати дiтей, допоки в них
не народяться i хлопчик, i дiвчинка. Нехай дитина може народитися будь-
якої з двох статей з однаковою ймовiрнiстю. Яке сподiване число дiтей у
такої подружньої пари?

Розв’язання. Очевидно, перша дитина буде деякої з двох статей. Тому фа-
ктично потрiбно порахувати сподiвання величини 𝑋 =«загальне число дi-
тей, починаючи з другого, до появи дитини стати, вiдмiнної вiд стати пер-
шої дитини». Ця величина матиме розподiл FS(0.5), тому сподiване число
дiтей у родинi дорiвнює

1 + E [𝑋] = 1 + 2 = 3 .

Вправа 6.3.2. Чому дорiвнює сподiвання та дисперсiя числа разiв, якi
потрiбно пiдкинути гральну кiсточку, допоки цифра 1 не випаде 4 рази?

Розв’язання. Нехай 𝑋 =«загальне число пiдкидань для чотирьох випадiв
одиницi». Тодi𝑋−4 має вiд’ємний бiномний розподiл iз параметрами 𝑟 = 4,
𝑝 = 1/6. За Твердженням КЛ5.3.5 маємо:

E [𝑋 − 4] = 𝑟
1− 𝑝

𝑝
= 4 · 5 = 20 ,

Var (𝑋 − 4) = 𝑟
1− 𝑝

𝑝2
= 4 · 30 = 120 .

Оскiльки E [𝑋 − 4] = E [𝑋]− 4 = 20, маємо, що E [𝑋] = 24.
За властивостями дисперсiї маємо, що Var (𝑋 − 4) = Var (𝑋) = 120. Це

випливає з того факту, що

Var (𝑋 + 𝑎) = E
[︀
(𝑋 + 𝑎− E [𝑋 + 𝑎])2

]︀
= E

[︀
(𝑋 − E [𝑋])2

]︀
= Var (𝑋) .

Вправа 6.3.3. Покупець придбаває електроннi компоненти партiями по
10 штук. Як правило, вiн перевiряє 3 довiльнi компоненти з 10 i купляє
партiю, тiльки якщо всi 3 не мають дефектiв.
Якщо 30% усiх партiй мають по 4 дефективнi компоненти, а 70% — тiльки

по однiй, яку частку партiй купить клiєнт?
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Розв’язання. Нехай 𝑋 =«число дефективних компонент партiї серед 3 ви-
тягнутих на перевiрку». Нас цiкавить P𝑋 (𝑋 = 0), проте ми не знаємо, який
розподiл має𝑋. Проблема полягає в тому, що для кожної конкретної партiї
число дефективних компонент серед 3 витягнутих матиме гiпергеометри-
чний розподiл, але з рiзними параметрами. Тобто ми можемо розписати за
формулою повної ймовiрности

P𝑋 (𝑋 = 0) = P𝑋 (𝑋 = 0 | «у партiї 4 дефекти») · 0.3
+ P𝑋 (𝑋 = 0 | «у партiї 1 дефект») · 0.7
= 0.3P𝑋4

(𝑋4 = 0) + 0.7P𝑋1
(𝑋1 = 0) ,

де 𝑋4 та 𝑋1 мають гiпергеометричний розподiл, але з рiзними параметра-
ми. Зокрема, 𝑋4 ∼ HGeom (4, 6, 3) та 𝑋1 ∼ HGeom (1, 9, 3).
Остаточно

P𝑋 (𝑋 = 0) =

(︂
4

0

)︂(︂
6

3

)︂
(︂
10

3

)︂ · 0.3 +

(︂
1

0

)︂(︂
9

3

)︂
(︂
10

3

)︂ · 0.7 = 0.54 .

Отже покупець придбає лише 54% всiх партiй.

Вправа 6.3.4. Iван i Марiя щойно познайомилися, i їм цiкаво, скiльки в
них є спiльних друзiв серед працiвникiв їхньої компанiї. Нехай усього в
компанiї працюють 1000 осiб, а в Iвана i Марiї є 40 i 60 друзiв вiдповiдно.
Для спрощення покладемо, що друзi кожного з них становлять випадкову
вибiрку з-посеред 1000 працiвникiв компанiї. Також будемо вважати, що
iнформацiя про друзiв Iвана не проливає свiтло на друзiв Марiї i навпаки.
Чому дорiвнює сподiване число їхнiх спiльних друзiв?

Розв’язання. Можна помiтити, що число спiльних друзiв 𝑋 має гiпергео-
метричний розподiл, оскiльки маємо справу з мiтками двох типiв (друг
Iвана i друг Марiї), якi присвоюють незалежно одну вiд одної. Отже 𝑋 ∼
HGeom (40, 960, 60) або ж, що повнiстю еквiвалентно з Твердження КЛ5.4.5,
𝑋 ∼ HGeom (60, 940, 40), i тому з Твердження КЛ5.4.6

E [𝑋] =
𝑛𝑤

𝑤 + 𝑏
=

40 · 60
40 + 960

=
60 · 40
60 + 940

= 2.4 .

Приклад 6.3.5. У галузi цифрових комунiкацiй повiдомлення, як пра-
вило, розбивають на окремi пакети, якi послiдовно передають мережею.
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Один iз протоколiв передавання iнформацiї полягає в тому, що вiдправник
жде пiдтвердження вiд приймача, що пакет доставлено успiшно. Якщо при-
ймач одержує пакет без пошкоджень, вiн посилає назад код пiдтвердження
ACK (acknowledgement), а якщо пакет надiйшов з невиправними помилка-
ми, приймач посилає назад код негативного пiдтвердження NAK (negative
acknowledgement).
Якщо вiдправник одержує код ACK, вiн надсилає наступний пакет, в

iншому випадку (одержання коду NAK або дуже тривале очiкування без
вiдповiди) вiн повторює поточний пакет.
Нехай кожний пакет може бути пошкоджено або втрачено, незалежно

один вiд одного, з iмовiрнiстю 𝑞. Також нехай коди ACK та NAK надхо-
дять без помилок. Тодi загальне число 𝑋 повторень одного й того ж пакету
є випадковою величиною з геометричним розподiлом iз параметром 1− 𝑞.
Тому сподiване число таких надлишкових пакетiв дорiвнює, згiдно з Твер-
дженням КЛ5.2.5, E [𝑋] = 𝑞

1−𝑞 .

Вправа 6.3.6. Нехай у щоденнiй лотереї потрiбно вгадати три цифри вiд 0
до 9. Правильна комбiнацiя абсолютно випадкова i генерується незалежно
кожного дня.
Поява трьох однакових цифр завжди привертає увагу. Який розподiл

має випадкова величина 𝑋 =«число днiв до появи першої комбiнацiї з
однакових цифр»?
Нехай гравець у лотерею прождав 120 днiв, i жодного разу не випала

комбiнацiя з однакових цифр. Гравець мiркує так, що наступного дня «вже
точно» повиннi випасти однаковi цифри. Чи має вiн рацiю?

Розв’язання. Нескладно бачити, що 𝑋 ∼ Geom (𝑝), оскiльки будь-який
день без трьох однакових цифр можна розглядати як невдачу. Iмовiрнiсть
успiху 𝑝 можна обчислити з класичного визначення ймовiрности: 𝑝 = 0.01,
оскiльки iснує всього 10 комбiнацiй з однакових цифр серед 1000 можливих
варiантiв (вiд 000 до 999). Зокрема, потрiбно в середньому зачекати E [𝑋] =
1−𝑝
𝑝 = 99 днiв до появи комбiнацiї з однакових цифр.
Геометричний розподiл не має пам’яти, тобто P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑘 + 𝑗 | 𝑋 ≥ 𝑗) =

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑘) = (1 − 𝑝)𝑘. Тому немає жодних пiдстав сподiватися, що ком-
бiнацiя випаде «ось уже». Навпаки, через вiдсутнiсть пам’яти сподiвана
кiлькiсть днiв, якi потрiбно ждати, усе одно залишається 99.
Вiдповiдна похибка мислення має назву помилки гравця (gambler’s falla-

cy). Вона виникає тодi, коли людина не усвiдомлює, що якщо подiї з деякої
послiдовности стаються незалежно одна вiд одної, то немає жодного сенсу
прогнозувати майбутнi подiї на основi попереднiх.
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Вправа 6.3.7. Нехай двоє гравцiв намагаються влучити баскетбольним
м’ячем у кошик. Iмовiрнiсть, що гравець A влучить, дорiвнює 𝑝, незалежно
вiд номеру кидку, i вiн кидатиме доти, доки не влучить 𝑟 разiв. Iмовiрнiсть,
що гравець B влучить, дорiвнює, незалежно вiд номеру кидку, 𝑚𝑝, 𝑚𝑝 < 1,
𝑚 ∈ {2, 3, . . .}. Вiн кидатиме доти, доки не влучить 𝑚𝑟 разiв.
Нехай 𝑋𝐴, 𝑋𝐵 — кiлькостi кидкiв, якi повинен зробити кожний гравець

для досягнення свого цiльового показника. У кого з гравцiв вища сподiвана
кiлькiсть кидкiв E [𝑋𝑖], 𝑖 = 𝐴,𝐵? Дисперсiя Var (𝑋𝑖), 𝑖 = 𝐴,𝐵?

Розв’язання. Цiлком зрозумiло, що 𝑌𝐴 = 𝑋𝐴− 𝑟 ∼ NegBinom (𝑟, 𝑝). Згiдно
з лiнiйнiстю сподiвання й результатом Твердження КЛ5.3.5, маємо

E [𝑋𝐴] = E [𝑌𝐴 + 𝑟] = E [𝑌𝐴] + 𝑟 = 𝑟
1− 𝑝

𝑝
+ 𝑟 =

𝑟

𝑝
.

Для другого гравця маємо 𝑌𝐵 = 𝑋𝐵 −𝑚𝑟 ∼ NegBinom (𝑚𝑟,𝑚𝑝), i тому

E [𝑋𝐵] = E [𝑌𝐵 +𝑚𝑟] = E [𝑌𝐵] +𝑚𝑟 = 𝑚𝑟
1−𝑚𝑝

𝑚𝑝
+𝑚𝑟 =

𝑟

𝑝
,

тобто E [𝑋𝐴] = E [𝑋𝐵].
Що стосується дисперсiї, то

Var (𝑋𝐴) = Var (𝑌𝐴 + 𝑟) = Var (𝑌𝐴) =
𝑟(1− 𝑝)

𝑝2
=

𝑟

𝑝2
(1− 𝑝) ,

Var (𝑋𝐵) = Var (𝑌𝐵 + 𝑟) = Var (𝑌𝐵) =
𝑚𝑟(1−𝑚𝑝)

(𝑚𝑝)2
=

𝑟

𝑝2

(︂
1

𝑚
− 𝑝

)︂
.

Отже, Var (𝑋𝐵) < Var (𝑋𝐴).

Приклад 6.3.8 (Задача про колекцiонера купонiв (Coupon collector’s prob-
lem)). Нехай iснують купони 𝑛 видiв, i задача полягає в зiбраннi повної
колекцiї купонiв. Купони збираються у послiдовному порядку, i кожний
наступний купон може бути будь-якого з 𝑛 видiв з однаковою ймовiрнiстю.
Нехай 𝑁 =«число купонiв, якi потрiбно перебрати, щоб зiбрати по одно-

му купону кожного з 𝑛 видiв». Нас цiкавить E [𝑁 ].
Позначмо через 𝑁𝑖 число купонiв, якi роздiляють першi появи купонiв

ранiше не бачених видiв. Наприклад, 𝑁1 = 1 за побудовою. Якщо другий
купон був такий самий, як перший, а третiй купон був iншого виду, то
𝑁1 = 1, 𝑁2 = 2. Вiдповiдну iлюстрацiю зображено на Рис. 6.3.1.
Очевидно, 𝑁 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑁𝑖. Також можемо з’ясувати, якi розподiли мають

𝑁𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Оскiльки в кожному випадку ми рахуємо загальне число
невдач перед новим успiхом (появою нового купону), включно з самим
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Рис. 6.3.1: Iлюстрацiя до Прикладу 6.3.8

успiхом, маємо 𝑁2 ∼ FS
(︀
𝑛−1
𝑛

)︀
, оскiльки пiсля появи купону першого виду

iснує ймовiрнiсть 𝑛−1
𝑛 дiстати купон нового виду.

З аналогiчних мiркувань можна бачити, що 𝑁𝑖 ∼ FS
(︁
𝑛−(𝑖−1)

𝑛

)︁
. Згiдно з

лiнiйнiстю сподiвання та з урахуванням Зауваження КЛ5.2.6, маємо

E [𝑁 ] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑁𝑖] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛

𝑛− (𝑖− 1)
= 𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖
.

Мiж iншим, у схожий спосiб можна обчислити дисперсiю. Ми цього поки
що не доводили, але для незалежних випадкових величин дисперсiя суми
дорiвнює сумi дисперсiй:

Var (𝑁) =
𝑛∑︁

𝑖=1

Var (𝑁𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

1− 𝑛−(𝑖−1)
𝑛(︁

𝑛−(𝑖−1)
𝑛

)︁2 = 𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖− 1

(𝑛− (𝑖− 1))2
.

Наприклад, якщо маємо купони 10 видiв, E [𝑁 ] ≈ 29.290, Var (𝑁) ≈
125.687, sd (𝑁) ≈ 11.211, а якщо кiлькiсть видiв зростає до 20, то E [𝑁 ] =
71.955, Var (𝑁) = 566.511, sd (𝑁) = 23.801. Можна показати, що для вели-
ких 𝑛 сподiвання дорiвнює E [𝑁 ] ≈ 𝑛(ln𝑛 + 0.577), що випливає з власти-
востей гармонiйних чисел.

6.4 Додатковi вправи

Вправа 6.4.1. У покерi роял-флеш (royal flush) випадає, коли комбiнацiя
карт на руках мiстить туза, короля, кралю, валета та десятку однiєї масти.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть 𝑝 дiстати роял-флеш? Скiльки разiв потрiбно
роздавати карти, щоб роял-флеш випав принаймнi один раз з iмовiрнiстю,
не меншою вiд 1− 𝑒−1 ≈ 2/3?

Розв’язання. Усього iснує
(︀
52
5

)︀
варiантiв витягти 5 карт iз 52 наявних, а

роял-флеш може бути одного з 4 видiв (за кiлькiстю мастей), тому

𝑝 =
4(︀
52
5

)︀ = 1

649 740
≈ 1.539 · 10−6 .
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Цю ймовiрнiсть можна розглядати як iмовiрнiсть успiху в послiдовностi з
𝑛 випробувань Бернуллi. Оскiльки вона доволi мала, якщо 𝑛 буде дово-
лi велике, загальне число 𝑋 роял-флешiв буде мати приблизний розподiл
Пуассона з параметром 𝜆 = 𝑛𝑝. Отже нас цiкавить 𝑛, за якого

P𝑋 (𝑋 ≥ 1) = 1−P𝑋 (𝑋 = 0) = 1−𝑒−𝑛𝑝 ≥ 1−𝑒−1 ⇔ 𝑛 ≥ 1

𝑝
= 649 740 .

Вправа 6.4.2. Нехай маємо 𝑘 пронумерованих куль i 𝑛 пронумерованих
коробок. Кулi у випадковий спосiб розмiщують по коробках. Звiсно, будь-
який варiант iз 𝑛𝑘 розмiщень має однакову ймовiрнiсть. Задачi такого кла-
су мають назву задач про розмiщення (occupancy problems), вони часто
виринають у теорiї алгоритмiв.
Чому дорiвнює сподiване число порожнiх коробок? Чому дорiвнює ймо-

вiрнiсть, що принаймнi одна коробка порожня? Якщо 𝑛 = 1000, 𝑘 = 5806,
як можна обчислити вiдповiдну ймовiрнiсть наближено?

Розв’язання. Нехай 𝑋𝑖 =«𝑖-та коробка порожня». Це випадкова величина
Бернуллi з параметром

𝑝 =

(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝑘

,

оскiльки це ймовiрнiсть того, що всi коробки буде заповнено, окрiм 𝑖-ої.
Отже загальне число порожнiх коробок є 𝑋 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖, а тому

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝑘

= 𝑛 ·
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝑘

.

При цьому варто зазначити, що 𝑋 не має бiномного розподiлу, адже
величини 𝑋𝑖 не є незалежними: якщо ми знаємо, що всi кульки розмiщено
по 𝑛−1 коробках, то коробка 𝑛 буде порожньою з одиничною ймовiрнiстю.
Iмовiрнiсть того, що принаймнi одна коробка порожня, дорiвнює 1, якщо

𝑘 < 𝑛. Нехай 𝐴𝑖 = (𝑋𝑖 = 1). Якщо 𝑘 ≥ 𝑛, згiдно з формулою включення-
виключення,

P𝑋 (𝑋 ≥ 1) = P (𝐴1 ∪ . . . ∪ 𝐴𝑛) =
𝑛∑︁

𝑗=1

(−1)𝑗+1

(︂
𝑛

𝑗

)︂
P (𝐴1 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑗)

=
𝑛−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1

(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑛− 𝑗

𝑛

)︂𝑘

.
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Якщо 𝑛 = 1000, 𝑘 = 5806, маємо 𝑝 ≈ 0.003, а тому можна застосувати
Твердження КЛ5.1.8 i використати апроксимацiю за допомогою розподiлу
Пуассона, де 𝜆 = 𝑛𝑝 ≈ 3:

P𝑋 (𝑋 ≥ 1) ≈ 1− 𝑒−330

0!
≈ 0.950 .

Вправа 6.4.3. Нехай гра полягає в тому, що пiдкидають двi гральнi кi-
сточки, i гравець перемагає, якщо випало двi шiстки. Якщо плата за ко-
жний пiдкид дорiвнює 1 грн, яким повинен бути чесний виграш у цiй грi
(у тому розумiннi, що в середньому гравець нiчого не виграє i нiчого не
програє)?

Розв’язання. Нехай 𝑋 =«загальне число грошей, якi гравець витратить
до першого виграшу». Очевидно, ця величина має розподiл 𝑋 ∼ FS(1/36).
Тому її сподiвання дорiвнює E [𝑋] = 36. Отже виграш у 36 грн буде чесним
виграшем.

Вправа 6.4.4. Нехай бiля святкового столу стоять 𝑛 стiльцiв, по числу
гостей свята. Гостi почергово танцюють i спiлкуються за столом. Пiсля
кожного танцю кожний окремий стiлець може виявитися, незалежно вiд
iнших, зайнятим або звiльненим з однаковою ймовiрнiстю.
Нехай 𝑋𝑡 =«число зайнятих стiльцiв пiсля 𝑡-ого танцю». Чому дорiвнює

E [𝑋𝑡]? Чому дорiвнює сподiвання E [𝑀 ] випадкової величини𝑀 =«наймен-
ший номер танцю, пiсля якого всi стiльцi зайнято»?

Розв’язання. Нескладно бачити, що 𝑋𝑡 ∼ Binom (𝑛, 0.5), отже E [𝑋𝑡] =
0.5𝑛.
Величина 𝑀 має розподiл FS(1/2𝑛), оскiльки 1/2𝑛 — iмовiрнiсть того,

що всi стiльцi будуть зайнятi. Отже E [𝑀 ] = 2𝑛.

Вправа 6.4.5. Нехай 𝑥 ∼ Geom (𝑝). Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що
𝑋 набула парного значення?

Розв’язання. Носiєм величини з геометричним розподiлом є множина не-
вiд’ємних цiлих supp (𝑋) = {0, 1, 2, . . .}. Отже нас цiкавить iмовiрнiсть
P𝑋 (𝑋 ∈ {0, 2, 4, . . .}).
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Оскiльки P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = 𝑝(1− 𝑝)𝑥, шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ∈ {0, 2, 4, . . .}) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝(1− 𝑝)2𝑖 = 𝑝
∞∑︁
𝑖=0

(︀
(1− 𝑝)2

)︀𝑖
=

𝑝

1− (1− 𝑝)2
,

де ми використали суму нескiнченно спадної геометричної прогресiї.
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7 Неперервнi випадковi

величини

7.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ6.

Визначення (КЛ6.1.1). Функцiєю розподiлу (distribution function, iнколи
cumulative distribution function, CDF) випадкової величини 𝑋 є функцiя

𝐹𝑋(𝑥) ≡ P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥) = P𝑋 ((−∞;𝑥]) , 𝑥 ∈ R . (КЛ6.1.1)

Розгляньмо декiлька властивостей функцiї розподiлу, якi випливають
безпосередньо з її визначення.

Твердження (КЛ6.1.2). Функцiя розподiлу 𝐹𝑋(𝑥) має такi властивостi:

(i) є неспадною: 𝐹𝑋(𝑥) ≤ 𝐹𝑋(𝑦), якщо 𝑥 ≤ 𝑦;

(ii) є неперервною справа1: lim
𝑥↓𝑐

𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹𝑋(𝑐);

(iii) є нормованою:

lim
𝑥→−∞

𝐹𝑋(𝑥) = 0 ,

lim
𝑥→∞

𝐹𝑋(𝑥) = 1 .

Зауваження (КЛ6.1.3). Функцiя розподiлу 𝐹𝑋 є неперервною справа, але
вона не є неперервною злiва.
Повторюючи кроки з доведення властивости (ii), маємо таке. За Тео-

ремою КЛ2.2.8 будь-яка мiра є неперервною, у тому числi неперервною

1Функцiя неперервна справа (continuous from the right) у точцi 𝑐, якщо lim
𝑥→𝑐
𝑥>𝑐

𝑓(𝑥) ≡ lim
𝑥↓𝑐

𝑓(𝑥) iснує.
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знизу, а отже можемо розглянути зростаючу послiдовнiсть променiв 𝐼𝑛 =
(−∞; 𝑐− 1

𝑛 ]. Тодi

lim
𝑛→∞

P𝑋 (𝐼𝑛) = P𝑋

(︁
lim
𝑛→∞

𝐼𝑛

)︁
,

а

lim
𝑛→∞

𝐹𝑋

(︂
𝑐− 1

𝑛

)︂
= lim

𝑥↑𝑐
𝐹𝑋(𝑥) ≡ lim

𝑥→𝑐
𝑥<𝑐

𝐹𝑋(𝑥) ≡ 𝐹𝑋(𝑐−) .

Проте в цьому випадку
lim
𝑛→∞

𝐼𝑛 = (−∞; 𝑐) ,

оскiльки 𝑐 /∈ (−∞; 𝑐− 1/𝑛] для кожного 𝑛.
Отже,

𝐹𝑋(𝑐−) = P𝑋

(︁
lim
𝑛→∞

𝐼𝑛

)︁
= P𝑋 ((−∞; 𝑐)) = P𝑋 (𝑋 < 𝑐) .

Тому 𝐹𝑋(𝑐−) ̸= 𝐹𝑋(𝑐) у загальному випадку. У кожнiй такiй точцi 𝑐
функцiя 𝐹𝑋 має стрибок (розрив I роду).

Наведiмо деякi правила обчислення ймовiрностей.

Твердження (КЛ6.1.5). Нехай 𝐹𝑋 : R → R — функцiя розподiлу деякої
випадкової величини 𝑋. Тодi:

(i) P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥) = 1− 𝐹𝑋(𝑥−);

(ii) P𝑋 ((𝑎; 𝑏]) = 𝐹𝑋(𝑏)− 𝐹𝑋(𝑎), 𝑎, 𝑏 ∈ R;

(iii) P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = 𝐹𝑋(𝑥)− 𝐹𝑋(𝑥−).

Виявляється, що не тiльки деякий розподiл випадкової величини можна
описати за допомогою функцiї розподiлу, а що й будь-яка функцiя розпо-
дiлу однозначно задає розподiл деякої випадкової величини.

Теорема (КЛ6.1.6). Нехай 𝐹𝑋 : R → R — деяка функцiя, яка задовольняє
умови (i)–(ii) з Твердження КЛ6.1.2. Тодi в Борелевому просторi (R,ℬ)
iснує єдина мiра 𝜈 така, що 𝜈((𝑎; 𝑏]) = 𝐹𝑋(𝑏)− 𝐹𝑋(𝑎), 𝑎, 𝑏 ∈ R.
Якщо ця функцiя ще задовольняє умову (iii) з Твердження КЛ6.1.2, то

мiра 𝜈 є ймовiрнiсною, тобто iснує випадкова величина 𝑋 : (Ω,𝒜,P) →
(R,ℬ) на деякому ймовiрнiсному просторi така, що 𝐹𝑋(𝑥) = P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥).

У будь-якої функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥) є не бiльш нiж злiченна кiлькiсть
стрибкiв (Твердження КЛ6.1.8). Тому iснує проста процедура побудови
функцiї розподiлу будь-якої дискретної випадкової величини.
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Приклад (КЛ6.1.9). Нехай носiй дискретної випадкової величини 𝑋 скла-
дається зi злiченного числа точок: supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}, 𝑥𝑖 < 𝑥𝑖+1,
𝑖 = 1, 2, . . .. Функцiя ймовiрности дорiвнює 𝑝𝑋(𝑥𝑖) для кожної точки 𝑥𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . ., та 0 — для всiх iнших точок.
Iз Твердження КЛ6.1.5 випливає, що в кожнiй точцi 𝑥𝑖 функцiя розпо-

дiлу 𝐹𝑋 повинна мати стрибок 𝐹𝑋(𝑥𝑖)− 𝐹𝑋(𝑥𝑖−), а в усiх iнших точках —
бути неперервною (i сталою): 𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹𝑋(𝑥−), 𝑥 ̸= 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . ..
Отже для побудови функцiї розподiлу в деякiй точцi 𝑥 на основi функцiї

ймовiрности 𝑝𝑋 потрiбно просумувати всi значення функцiї ймовiрности
для елементiв її носiя, що не перевищують 𝑥:

𝐹𝑋(𝑥) =
∑︁

𝑦∈supp(𝑋)
𝑦≤𝑥

𝑝𝑋(𝑦) . (КЛ6.1.2)

На практицi винятково корисними є такi випадковi величини, розподiли
яких є абсолютно неперервними вiдносно мiри Лебега.

Визначення (КЛ6.3.1). Нехай на вимiрному просторi (Ω,𝒜) визначено
двi мiри, 𝜇 i 𝜈. Тодi мiра 𝜈 є абсолютно неперервною вiдносно 𝜇 (absolutely
continuous with respect to 𝜇), що позначають як 𝜈 ≪ 𝜇, якщо

∀𝐴 ∈ 𝒜 , 𝜇(𝐴) = 0 ⇒ 𝜈(𝐴) = 0 .

У теорiї мiри доводять фундаментальний результат, за яким будь-яку
мiру 𝜈, абсолютно неперервну вiдносно 𝜇, можна подати як iнтеграл вiд
деякої функцiї за мiрою 𝜇.

Теорема (Теорема Радона-Никодима (Radon–Nikodym theorem), КЛ6.3.2).
Якщо на вимiрному просторi (Ω,𝒜) визначено двi 𝜎-скiнченнi мiри 𝜇 i 𝜈,
𝜈 ≪ 𝜇, тодi iснує невiд’ємна вимiрна функцiя 𝑓 : Ω → [0;∞) така, що

𝜈(𝐴) =

�
𝐴

𝑓 𝑑𝜇 , ∀𝐴 ∈ 𝒜 . (КЛ6.3.1)

Функцiю 𝑓 iз Теореми КЛ6.3.2 називають похiдною Радона-Никодима
(Radon-Nikodym derivative).
Безпосереднє застосування цiєї теореми до випадкових величин таке.

Визначення (КЛ6.3.3). Випадкова величина 𝑋 є абсолютно неперервна
(absolutely continuous), якщо її розподiл абсолютно неперервний вiдносно
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мiри Лебега, P𝑋 ≪ 𝜆:

P𝑋 (𝐴) =

�
𝐴

𝑓𝑋 𝑑𝜆 , ∀𝐴 ∈ ℬ .

З урахуванням (КЛ6.1.1), маємо:

𝐹𝑋(𝑥) = P𝑋 ((−∞;𝑥]) =

�
(−∞;𝑥]

𝑓𝑋 𝑑𝜆 . (КЛ6.3.2)

Визначення (КЛ6.3.4). Функцiя 𝑓𝑋 iз (КЛ6.3.2) має назву щiльности
розподiлу (probability density function, PDF).

Як вiдомо з курсу «Математичний аналiз», якщо функцiя iнтегровна за
Рiманом2 (Riemann integrable), то вона iнтегровна за Лебегом. Усi кориснi
на практицi щiльностi розподiлу є iнтегровнi за Рiманом, а тому для таких
абсолютно неперервних величин справедливо

𝐹𝑋(𝑥) =

�
(−∞;𝑥]

𝑓𝑋 𝑑𝜆 =

� 𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑡) 𝑑𝑡 ,

де останнiй iнтеграл є iнтегралом Рiмана. Iншими словами,

𝑓𝑋(𝑥) = 𝐹 ′
𝑋(𝑥) , (КЛ6.3.3)

для всiх точок 𝑥, у яких функцiя 𝐹𝑋 диференцiйовна. Далi в цьому курсi
будемо вважати, що щiльностi розподiлу абсолютно неперервних випадко-
вих величин iнтегровнi за Рiманом.
Оскiльки абсолютно неперервнi функцiї розподiлу є неперервнi, то для

них справедливо узагальнення властивостей iз Твердження КЛ6.1.5.

Твердження (КЛ6.3.6). Нехай 𝐹𝑋 : R → R — функцiя розподiлу деякої
абсолютно неперервної випадкової величини 𝑋. Тодi:

(i) P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥) = 1− 𝐹𝑋(𝑥);

(ii) P𝑋 ((𝑎; 𝑏]) = P𝑋 ([𝑎; 𝑏)) = P𝑋 ((𝑎; 𝑏)) = P𝑋 ([𝑎; 𝑏]) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎) =� 𝑏

𝑎

𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑎, 𝑏 ∈ R;

(iii) P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = 0.

2Георг Фридрих Бернгард Рiман (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826–1866) — нiмецький матема-
тик.
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Усi цi результати очевиднi через те, що 𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥−) для всiх 𝑥 ∈ R.
Для абсолютно неперервних випадкових величин можна уточнити поня-

ття носiя.

Визначення (КЛ6.3.7). Носiєм (support) абсолютно неперервної величи-
ни 𝑋 зi щiльнiстю 𝑓𝑋 називають множину supp (𝑋) = {𝑥 ∈ R : 𝑓𝑋(𝑥) > 0}.

Будь-яка щiльнiсть має такi ж властивостi, як i функцiя ймовiрности:
вона невiд’ємна, а сума (iнтеграл) усiх значень дорiвнює 1.

Твердження (КЛ6.3.9). Будь-яка функцiя 𝑓 : R → [0;∞) є щiльнiстю
для деякого розподiлу тодi й тiльки тодi, коли

� ∞

−∞
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹 (∞) = 1 .

Будь-яка функцiя ймовiрности є щiльнiстю, оскiльки розподiл будь-якої
дискретної випадкової величини абсолютно неперервний вiдносно лiчної
мiри. Конкретнiше, нехай випадкова величина 𝑋 : (Ω,𝒜,P) → (R,ℬ, #) є
дискретною з носiєм 𝑋0 = {𝑥1, 𝑥2, . . .}. Тодi лiчну мiру # визначмо як

#(𝐵) = |𝑋0 ∩𝐵| , 𝐵 ∈ ℬ .

Можна показати, що розподiл P𝑋 є абсолютно неперервний вiдносно # (За-
уваження КЛ6.3.12), а отже, за Теоремою КЛ6.3.2,

P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐵) =

�
𝐵

𝑓 𝑑# .

Функцiя 𝑓 у цьому виразi i є функцiєю ймовiрности 𝑝𝑋 .
Отже, теорiя дискретних величин є складовою частиною загальнiшої те-

орiї абсолютно неперервних величин. Понад те, загальна теорiя також дає
змогу працювати з випадковими величинами, якi не є нi дискретними, нi
абсолютно неперервними.
На практицi найчастiше використовують абсолютно неперервнi величи-

ни, тому для спрощення їх часто називають просто неперервними.
Можемо дати визначення сподiвання будь-якої випадкової величини.

Визначення (КЛ6.4.1). Сподiванням (expectation) будь-якої випадкової
величини 𝑋 є її iнтеграл:

E [𝑋] =

�
𝑋 𝑑P . (КЛ6.4.1)
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Визначення дисперсiї з (КЛ4.3.4) залишається справедливим.
Оскiльки на практицi ми стикаємося з доволi рiзними ймовiрнiсними мi-

рами, за якими потрiбно iнтегрувати випадковi величини, було б непогано
мати спосiб обчислення iнтегралiв шляхом зведення їх до iнтегралiв деяко-
го вiдомого виду.

Теорема (Закон несвiдомого статистика (Law of unconscious statistician),
КЛ6.4.2). Нехай маємо деяку випадкову величину 𝑋 : (Ω,𝒜,P) → (R,ℬ),
яка породжує розподiл P𝑋 , абсолютно неперервний вiдносно деякої мiри
𝜇 зi щiльнiстю 𝑓𝑋 . Нехай 𝑔 : R → R — деяка вимiрна функцiя, так що
𝑔(𝑋) : Ω → R також є випадковою величиною. Тодi

�
𝑔(𝑋(𝜔)) 𝑑P =

�
𝑔(𝑥) 𝑑P𝑋 =

�
𝑔(𝑥) · 𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝜇 , (КЛ6.4.2)

у тому розумiннi, що якщо iснує один iнтеграл, то iснують усi iншi, i вони
дорiвнюють одне одному.

Зауваження (КЛ6.4.3). Теорема КЛ6.4.2 дає змогу звести обчислення iн-
тегралу в абстрактному просторi до обчислення рядiв i звичних iнтегралiв
Рiмана.
Для дискретних величин розподiл завжди абсолютно неперервний вiд-

носно лiчної мiри, а тому

E [𝑔(𝑋)] =

�
𝑔(𝑥) · 𝑝𝑋(𝑥) 𝑑# =

∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

𝑔(𝑥) · 𝑝𝑋(𝑥) , (КЛ6.4.3)

де 𝑝𝑋 — функцiя ймовiрности. Це вiдповiдає формулi (КЛ4.3.3).
Для (абсолютно) неперервних величин розподiл абсолютно неперервний

вiдносно мiри Лебега, а тому3

E [𝑔(𝑋)] =

�
𝑔(𝑥) · 𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝜆 =

� ∞

−∞
𝑔(𝑥) · 𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 , (КЛ6.4.4)

де 𝑓𝑋 — щiльнiсть розподiлу.

Iз властивостей лiнiйности iнтегралу випливають властивостi сподiвання
та дисперсiї, якi ми ранiше доводили для дискретних випадкових величин.

Твердження (КЛ6.4.6). Для сподiвання E [𝑋] та дисперсiї Var (𝑋) деякої
випадкової величини 𝑋, якщо вони iснують, справедливi такi властивостi:

� E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ] = 𝑎E [𝑋] + 𝑏E [𝑌 ];

3Ми розглядаємо тiльки щiльностi, iнтегровнi за Рiманом, хоча, як було зазначено ранiше, iснують i
(малоцiкавi) неiнтегровнi за Рiманом щiльностi.
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Рис. 7.2.1: Iлюстрацiя до Вправи 7.2.1 ([7], Рис. 3.9)

� Var (𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎2Var (𝑋);

� якщо Var (𝑋) = 0, то 𝑋 = 𝑐, 𝑐 ∈ R, майже напевно.

Iснують такi розподiли, сподiвання яких є нескiнченним, а є й такi, спо-
дiвання яких узагалi не iснує.

7.2 Функцiї розподiлу

Вправа 7.2.1. Функцiю розподiлу випадкової величини зображено на Рис. 7.2.1.
Чому дорiвнюють такi ймовiрностi:

� P𝑋 (𝑋 = −1), P𝑋 (𝑋 ≤ 0), P𝑋 (𝑋 < 0), P𝑋 (𝑋 = 1);

� P𝑋 (0 < 𝑋 ≤ 3), P𝑋 (0 < 𝑋 < 3), P𝑋 (0 ≤ 𝑋 ≤ 3);

� P𝑋 (𝑋 > 5), P𝑋 (𝑋 ≥ 5)?

Розв’язання. Усi обчислення виконуватимемо за Твердженням КЛ6.1.5.
Так, P𝑋 (𝑋 = −1) = 𝐹 (−1)− 𝐹 (−1−) = 0.1− 0 = 0.1.
За визначенням, P𝑋 (𝑋 ≤ 0) = 𝐹 (0) = 0.2.
Згiдно з Зауваженням КЛ6.1.3, P𝑋 (𝑋 < 0) = 𝐹 (0−) = 0.1.
У точцi 𝑥 = 1 немає стрибка, тому P𝑋 (𝑋 = 1) = 0.
За Твердженням КЛ6.1.5, P𝑋 ((𝑎; 𝑏]) = 𝐹 (𝑏)−𝐹 (𝑎), тому P𝑋 (0 < 𝑋 ≤ 3) =

𝐹 (3)− 𝐹 (0) = 0.8− 0.2 = 0.6.
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З iншого боку,

P𝑋 (0 < 𝑋 < 3) = P𝑋 (0 < 𝑋 ≤ 3)− P𝑋 (𝑋 = 3)

= 𝐹 (3)− 𝐹 (0)− (𝐹 (3)− 𝐹 (3−))

= 𝐹 (3−)− 𝐹 (0) = 0.6− 0.2 = 0.4 .

За цiєю ж логiкою, P𝑋 (0 ≤ 𝑋 ≤ 3) = 𝐹 (3)− 𝐹 (0−) = 0.8− 0.1 = 0.7.
За Твердженням КЛ6.1.5, P𝑋 (𝑋 ≥ 5) = 1− 𝐹 (5−) = 1− 1 = 0.
З iншого боку, P𝑋 (𝑋 > 5) = P𝑋 (𝑋 ≥ 5) − P𝑋 (𝑋 = 5) = 1 − 𝐹 (5−) −

(𝐹 (5)− 𝐹 (5−)) = 1− 𝐹 (5) = 1− 1 = 0.

Вправа 7.2.2. Нехай пiдкидають гральну кiсточку. Розгляньмо випадкову
величину 𝑋 =«число, що випало на кiсточцi». Чому дорiвнює функцiя
розподiлу 𝐹𝑋?

Розв’язання. Очевидно, що функцiя ймовiрности дорiвнює 𝑝𝑋(𝑥𝑖) = 1
6 , 𝑥𝑖 ∈

{1, . . . , 6}. За визначенням функцiї розподiлу маємо

𝐹𝑋(𝑥) = P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥) .

Для 𝑥 < 1 функцiя 𝐹𝑋(𝑥) = 0, оскiльки всi елементи носiя бiльше або
дорiвнюють 1.
Якщо 𝑥 ∈ [1; 2), то подiя 𝑋 ≤ 𝑥 еквiвалентна подiї 𝑋 = 1, а тому

𝐹𝑋(𝑥) =
1
6 .

Якщо 𝑥 ∈ [2; 3), то подiя 𝑋 ≤ 𝑥 еквiвалентна подiї (𝑋 = 1) ∪ (𝑋 = 2), а
тому 𝐹𝑋(𝑥) =

1
6 +

1
6 =

1
3 .

У загальному випадку бачимо, що в кожнiй точцi з носiя маємо стрибок
величиною 1

6 .
Нарештi, якщо 𝑥 ≥ 6, функцiя 𝐹𝑋(𝑥) = 1, оскiльки подiя 𝑋 ≤ 𝑥 еквiва-

лентна подiї 𝑋 ∈ supp (𝑋).
Отже

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < 1
𝑖

6
, 𝑥 ∈ [𝑖; 𝑖+ 1) , 𝑖 = 1, . . . , 5

1 , 𝑥 ≥ 6

.

Вправа 7.2.3. Нехай 𝑋 має функцiю розподiлу

𝐹 (𝑥) = 𝑎+ 𝑏 arctg 𝑥 .

Чому дорiвнюють константи 𝑎 i 𝑏?
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Розв’язання. Iз властивостей функцiй розподiлу нам буде корисна власти-
вiсть нормованости:

lim
𝑥→−∞

𝐹𝑋(𝑥) = 0 ,

lim
𝑥→∞

𝐹𝑋(𝑥) = 1 .

Зокрема,

0 = lim
𝑥→−∞

𝐹𝑋(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑎+ 𝑏 arctg 𝑥) = 𝑎− 𝑏
𝜋

2
,

1 = lim
𝑥→∞

𝐹𝑋(𝑥) = lim
𝑥→∞

(𝑎+ 𝑏 arctg 𝑥) = 𝑎+ 𝑏
𝜋

2
.

Маємо систему лiнiйних рiвнянь, розв’язком якої є

𝑎 =
1

2
, 𝑏 =

1

𝜋
,

звiдки

𝐹 (𝑥) =
1

2
+

1

𝜋
arctg 𝑥 .

Ця функцiя розподiлу вiдповiдає стандартному розподiлу Кошi (standard
Cauchy distribution)4, який розглянуто в Прикладi КЛ6.4.8.

7.3 Щiльностi розподiлу

Вправа 7.3.1. Температура у двигунi 𝑋 має щiльнiсть розподiлу

𝑓(𝑥) = 𝑛(1− 𝑥)𝑛−1 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} ,

де 𝑛 ∈ N.
Для яких 𝑛 це справдi щiльнiсть розподiлу? Чому дорiвнює вiдповiдна

функцiя розподiлу?

Розв’язання. Згiдно з Твердженням КЛ6.3.9, 𝑓 буде щiльнiстю, якщо вона
невiд’ємна (що очевидно) i якщо

� ∞

−∞
𝑓 𝑑𝑥 = 1 .

4Огюстен-Луї Кошi (Augustin-Louis Cauchy, 1789–1857) — французький математик.
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У нашому випадку

� ∞

−∞
𝑛(1− 𝑥)𝑛−1 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑥 =

� 1

0

𝑛(1− 𝑥)𝑛−1 𝑑𝑥

= −(1− 𝑥)𝑛
⃒⃒⃒⃒1
0

= 1 ,

незалежно вiд 𝑛. Отже 𝑓 є щiльнiстю для будь-якого 𝑛 ∈ N.
Функцiю розподiлу знайдiмо з виразу

𝐹 (𝑥) =

� 𝑥

−∞
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

=

� 𝑥

−∞
𝑛(1− 𝑡)𝑛−1 · 1 {0 ≤ 𝑡 ≤ 1} 𝑑𝑡 .

Для 𝑥 < 0 маємо 𝐹 (𝑥) = 0, оскiльки

𝐹 (𝑥) =

� 𝑥

−∞
𝑛(1− 𝑡)𝑛−1 · 1 {0 ≤ 𝑡 ≤ 1} 𝑑𝑡 =

� 𝑥

−∞
0 𝑑𝑡 = 0 .

Для 𝑥 ∈ [0; 1) маємо

𝐹 (𝑥) =

� 𝑥

−∞
𝑛(1− 𝑡)𝑛−1 · 1 {0 ≤ 𝑡 ≤ 1} 𝑑𝑡

=

� 𝑥

0

𝑛(1− 𝑡)𝑛−1 𝑑𝑡

= −(1− 𝑡)𝑛
⃒⃒⃒⃒𝑥
0

= 1− (1− 𝑥)𝑛 .

Нарештi, для 𝑥 ≥ 1 маємо

𝐹 (𝑥) =

� 𝑥

−∞
𝑛(1− 𝑡)𝑛−1 ·1 {0 ≤ 𝑡 ≤ 1} 𝑑𝑡 =

� 1

0

𝑛(1− 𝑡)𝑛−1 𝑑𝑡+

� 𝑥

1

0 𝑑𝑡 = 1 .

Остаточно маємо

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑥 < 0

1− (1− 𝑥)𝑛 , 0 ≤ 𝑥 < 1

1 , 𝑥 ≥ 1

.
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Вправа 7.3.2. Розгляньмо функцiю логiстичного розподiлу (logistic di-
stribution) :

𝐹 (𝑥) =
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
, 𝑥 ∈ R . (7.3.1)

Чому дорiвнює щiльнiсть такого розподiлу? Чому дорiвнює ймовiрнiсть,
що випадкова величина 𝑋, яка має логiстичний розподiл, лежатиме на
промiжку [−2; 2]?

Розв’язання. Очевидно, вiдповiдна функцiя розподiлу неперервна, i можна
додатково перевiрити, що вона неперервна абсолютно. Згiдно з (КЛ6.3.3),
щiльнiсть розподiлу є похiдною вiд функцiї розподiлу:

𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) =

(︂
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥

)︂′
=

𝑒𝑥

(1 + 𝑒𝑥)2
, 𝑥 ∈ R .

Величина 𝑋 має носiй R, оскiльки 𝑓(𝑥) > 0 скрiзь.
Перевiрмо, що iнтеграл щiльности дорiвнює 1:

� ∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

� ∞

−∞

𝑒𝑥

(1 + 𝑒𝑥)2
𝑑𝑥

=

� ∞

0

𝑑𝑢

(1 + 𝑢)2
= − 1

1 + 𝑢

⃒⃒⃒⃒∞
0

= 1 .

Iмовiрнiсть потрапляння 𝑋 у деяку множину 𝐴 можна обчислити або за
Теоремою Радона-Никодима як

P𝑋 (−2 ≤ 𝑋 ≤ 2) =

� 2

−2

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ,

або за Твердженням КЛ6.3.6 як

P𝑋 (−2 ≤ 𝑋 ≤ 2) = 𝐹 (2)− 𝐹 (0) .

Цi два способи є абсолютно iдентичними, оскiльки згiдно з фундаменталь-
ною теоремою аналiзу (fundamental theorem of calculus, вона ж теорема
Ньютона-Ляйбнiця),

� 2

−2

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (2)− 𝐹 (0) ≈ 0.76 .

На Рис. 7.3.1 наведено графiки щiльности та функцiї логiстичного роз-
подiлу, а також проiлюстровано процес обчислення P𝑋 (−2 ≤ 𝑋 ≤ 2).
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Рис. 7.3.1: Iлюстрацiя до Вправи 7.3.2: площа зафарбованої области дорiв-
нює ймовiрностi подiї −2 ≤ 𝑋 ≤ 2; таку ж довжину має верти-
кальний вiдрiзок

Вправа 7.3.3. Функцiя розподiлу Рейлi5 (Rayleigh distribution) дорiвнює

𝐹 (𝑥) =
(︁
1− 𝑒−

𝑥2

2

)︁
· 1 {𝑥 > 0} . (7.3.2)

Чому дорiвнює щiльнiсть такого розподiлу? Чому дорiвнює ймовiрнiсть,
що випадкова величина 𝑋, яка має розподiл Рейлi, перевищуватиме 2?

Розв’язання. Згiдно з (КЛ6.3.3), щiльнiсть розподiлу є похiдною вiд фун-
кцiї розподiлу в усiх точках її диференцiйовности. Нескладно бачити, що
для всiх 𝑥 < 0 щiльнiсть 𝑓(𝑥) = 0, оскiльки 𝐹 (𝑥) = 0. Для 𝑥 > 0 маємо

𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) =
(︁
1− 𝑒−

𝑥2

2

)︁′
= 𝑥𝑒−

𝑥2

2 .

У точцi 𝑥 = 0 можна коректно порахувати похiднi злiва i справа, щоб пе-
реконатися, що 𝐹 ′(0) = 0. Щоправда, {𝑥 = 0} є множиною мiри нуль, а
тому значення щiльности в цiй точцi не впливає на обчислення ймовiрно-
стей через вiдповiднi iнтеграли. Можна покласти 𝑓(0) = 𝑐 для будь-якого

5Названий так на честь лорда Рейлi (John William Strutt, 3rd Baron Rayleigh, 1842–1919) — англiй-
ського математика й фiзика.
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Рис. 7.3.2: Iлюстрацiя до Вправи 7.3.3: площа зафарбованої области дорiв-
нює ймовiрностi подiї 𝑋 > 2; таку ж довжину має вертикальний
вiдрiзок

𝑐 ≥ 0. Якщо 𝑓(0) = 0, матимемо

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−
𝑥2

2 · 1 {𝑥 > 0} .

Перевiрмо, що iнтеграл щiльности дорiвнює 1:
� ∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

� ∞

−∞
𝑥𝑒−

𝑥2

2 · 1 {𝑥 > 0} 𝑑𝑥

=

� ∞

0

𝑥𝑒−
𝑥2

2 𝑑𝑥

=

� ∞

0

𝑒−𝑢 𝑑𝑢 = −𝑒−𝑢

⃒⃒⃒⃒∞
0

= 1 .

Iмовiрнiсть, що 𝑋 перевищує 2, можна обчислити, наприклад, як

P𝑋 (𝑋 > 2) = 1− P𝑋 (𝑋 ≤ 2) = 1− 𝐹 (2) ≈ 0.14 .

На Рис. 7.3.2 наведено графiки щiльности та функцiї розподiлу Рейлi, а
також проiлюстровано процес обчислення ймовiрности P𝑋 (𝑋 > 2).
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Вправа 7.3.4. Нехай𝑋 =«тривалiсть роботи (у годинах) радiолампи» має
щiльнiсть розподiлу

𝑓(𝑥) =
100

𝑥2
· 1 {𝑥 > 100} .

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що точно 2 з 5 таких ламп у деякому наборi
потрiбно буде замiнити не пiзнiше вiд 150 годин роботи? Вважатимемо, що
лампи можуть вийти з ладу незалежно одна вiд одної.

Розв’язання. Позначмо 𝐸𝑖 =«потрiбно замiнити 𝑖-ту лампу». Тодi ймовiр-
нiсть такої подiї дорiвнює

P (𝐸𝑖) = P𝑋 (𝑋 ≤ 150) =

� 150

−∞

100

𝑥2
· 1 {𝑥 > 100} 𝑑𝑥

= 100

� 150

100

1

𝑥2
𝑑𝑥

=
1

3
.

Маємо схему Бернуллi з 5 випробувань, де ймовiрнiсть успiху дорiвнює
𝑝 = P𝑋 (𝑋 ≤ 150) = 1

3 . Отже випадкова величина «кiлькiсть ламп з 5, якi
доведеться замiнити» має розподiл 𝑌 ∼ Binom

(︀
5, 13
)︀
. Iмовiрнiсть того, що

𝑌 = 2, дорiвнює

P𝑌 (𝑌 = 2) =

(︂
5

2

)︂(︂
1

3

)︂2(︂
2

3

)︂3

=
80

243
.

Вправа 7.3.5. Нехай 𝑋 =«напруга в деякiй електричнiй мережi», щiль-
нiсть розподiлу якої

𝑓𝑋(𝑥) =
1

(1 + 𝑥)2
· 1 {𝑥 > 0} .

Нехай для її вимiрювання використовують вольтметр, який коректно
мiряє напругу до значення 3 включно, але якщо напруга перевищує це
значення, вольтметр просто показує 3.
Яку функцiю розподiлу має випадкова величина 𝑌 =«число на дисплеї

вольтметра»?
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Розв’язання. Функцiю розподiлу можна обчислити за визначенням. Так,
якщо 𝑥 ≤ 3, 𝐹𝑌 (𝑥) = 𝐹𝑋(𝑥). Функцiя розподiлу величини 𝑋 дорiвнює

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧⎨⎩0 , 𝑥 < 0� 𝑥

0

𝑑𝑡

(1 + 𝑡)2
, 𝑥 ≥ 0

=

⎧⎨⎩0 , 𝑥 < 0

− 1

1 + 𝑡

⃒⃒⃒⃒𝑥
0

, 𝑥 ≥ 0

=

⎧⎨⎩0 , 𝑥 < 0

1− 1

1 + 𝑥
, 𝑥 ≥ 0

.

Для 𝑥 ≥ 3 ми маємо 𝑌 = 3. Отже 𝐹𝑌 (𝑦) = 1 для всiх 𝑦 ≥ 3. Остаточно:

𝐹𝑌 (𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , 𝑦 < 0

1− 1

1 + 𝑦
, 0 ≤ 𝑦 < 3

1 , 𝑦 ≥ 3

.

Оскiльки

𝐹𝑦(3−) = lim
𝑦→3
𝑦<3

(︂
1− 1

1 + 𝑦

)︂
=

3

4
,

ми робимо висновок, що в точцi 𝑦 = 3 функцiя розподiлу має стрибок
величиною 1 − 3

4 = 1
4 , що повнiстю вiдповiдає ймовiрностi P𝑌 (𝑌 = 3) =

P𝑋 (𝑋 ≥ 3) (Рис. 7.3.3).
Отже, випадкова величина 𝑌 не є нi абсолютно неперервною вiдносно

мiри Лебега, нi дискретною (тобто абсолютно неперервною вiдносно лiчної
мiри), тому нi щiльнiсть (вiдносно мiри Лебега), нi функцiя ймовiрности не
iснують. Проте функцiя розподiлу iснує завжди.

7.4 Сподiвання та дисперсiя

Вправа 7.4.1. Розгляньмо випадкову величину 𝑋 зi щiльнiстю 𝑓(𝑥) =
3𝑥2 · 1 {0 < 𝑥 < 1}.
Чому дорiвнюють її сподiвання та дисперсiя?
Якщо 𝑌 = 3𝑋 − 2, чому дорiвнюють її сподiвання та дисперсiя?

Розв’язання. За визначенням, сподiвання є iнтегралом функцiї 𝑋, який,
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Рис. 7.3.3: Iлюстрацiя до Вправи 7.3.5: функцiя розподiлу 𝐹𝑌 випадкової
величини 𝑌

згiдно з Теоремою КЛ6.4.2, дорiвнює

E [𝑋] =

�
𝑋 𝑑P =

� ∞

−∞
𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

� 1

0

𝑥 · 3𝑥2 𝑑𝑥 =
3

4
𝑥4
⃒⃒⃒⃒1
0

=
3

4
.

Для пiдрахунку дисперсiї спочатку знайдiмо

E
[︀
𝑋2
]︀
=

� ∞

−∞
𝑥2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

� 1

0

𝑥2 · 3𝑥2 𝑑𝑥 =
3

5
𝑥5
⃒⃒⃒⃒1
0

=
3

5
.

Звiдси

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2
]︀
− (E [𝑋])2 =

3

5
− 9

16
= 0.0375 .

За властивостями сподiвання та дисперсiї з Твердження КЛ6.4.6 маємо:

E [𝑌 ] = E [3𝑋 − 2] = 3E [𝑋]− 2 =
9

4
− 2 =

1

4
,

Var (𝑌 ) = Var (3𝑋 − 2) = 9Var (𝑋) = 0.3375 .

Вправа 7.4.2. Ви повиннi прийти на деяку зустрiч. Якщо Ви прийдете на
𝑠 хвилин ранiше, Вашi втрати будуть 𝑐𝑠 для деякого 𝑐 > 0. Якщо ж Ви
запiзнитеся на 𝑠 хвилин, то Вашi втрати будуть 𝑘𝑠 для деякого 𝑘 > 0.
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Час 𝑋 ≥ 0, потрiбний, щоб доїхати до мiсця зустрiчи, має щiльнiсть 𝑓𝑋 .
За скiльки хвилин до початку зустрiчи потрiбно виїхати, що мiнiмiзувати

сподiванi втрати?

Розв’язання. Спочатку з’ясуймо, як втрати залежать вiд часу виїзду 𝑋.
Якщо виїхати за 𝑡 хвилин до зустрiчи, то втрати будуть дорiвнювати

𝐶𝑡(𝑋) =

{︃
𝑐(𝑡−𝑋) , 𝑋 ≤ 𝑡

𝑘(𝑋 − 𝑡) , 𝑋 ≥ 𝑡
.

Сподiванi втрати можна обчислити за законом несвiдомого статистика:

E [𝐶𝑡(𝑋)] =

� ∞

0

𝐶𝑡(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

=

� 𝑡

0

𝑐(𝑡− 𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+

� ∞

𝑡

𝑘(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

= 𝑐𝑡

� 𝑡

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥− 𝑐

� 𝑡

0

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝑘

� ∞

𝑡

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥− 𝑘𝑡

� ∞

𝑡

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 .

Для мiнiмiзацiї цього виразу потрiбно знайти умову першого порядку,
тобто взяти похiдну за змiнною 𝑡. Для похiдних вiд iнтегралiв зi змiнними
межами використаймо iнтегральне правило Ляйбнiця (Leibniz integral rule):

𝑑

𝑑𝑡

(︃� 𝑏(𝑡)

𝑎(𝑡)

𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥

)︃
= 𝑓(𝑡, 𝑏(𝑡))· 𝑑

𝑑𝑡
𝑏(𝑡)−𝑓(𝑡, 𝑎(𝑡))· 𝑑

𝑑𝑡
𝑎(𝑡)+

� 𝑏(𝑡)

𝑎(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 .

Наприклад, для
� 𝑡

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 маємо 𝑎(𝑡) = 0, 𝑏(𝑡) = 𝑡, 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑥), а

отже

𝑑

𝑑𝑡

� 𝑡

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑡) · 𝑑

𝑑𝑡
𝑡− 𝑓(0) · 𝑑

𝑑𝑡
0 +

� 𝑡

0

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑡) .

Використовуючи аналогiчнi мiркування для iнших iнтегралiв, маємо:

𝜕

𝜕𝑡
E [𝐶𝑡(𝑋)] = 𝑐

� 𝑡

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝑐𝑡𝑓(𝑡)− 𝑐𝑡𝑓(𝑡)− 𝑘𝑡𝑓(𝑡)− 𝑘

� ∞

𝑡

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝑘𝑡𝑓(𝑡)

= 𝑐

� 𝑡

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥− 𝑘

� ∞

𝑡

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

= 𝑐𝐹 (𝑡)− 𝑘(1− 𝐹 (𝑡)) = (𝑐+ 𝑘)𝐹 (𝑡)− 𝑘 .

Тодi умова першого порядку має вид

(𝑐+ 𝑘)𝐹 (𝑡)− 𝑘 = 0 ,
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а отже оптимальним часом виїзду є 𝑡*, що задовольняє вiдповiдне рiвняння.
Друга похiдна в цiй точцi дорiвнює (𝑐 + 𝑘)𝑓(𝑡*) ≥ 0, оскiльки щiльнiсть

не може бути вiд’ємною. Для того, що довести, що в цiй точцi щiльнiсть
буде строго додатною (а отже це справдi буде точка мiнiмуму), потрiбно
довести, що 𝑡* > 0.
Справдi, оскiльки 𝑓(𝑥) = 0 для 𝑥 ≤ 0,

𝐹 (0) = 0 <
𝑘

𝑘 + 𝑐
= 𝐹 (𝑡*) ,

а отже 0 < 𝑡* через неспаднiсть 𝐹 .

Приклад 7.4.3. У роздiлi економiки, пов’язаному з вибором в умовах не-
визначености, розглядають теорiю сподiваної корисности (expected utility
theory). Якщо дуже коротко, то кожному з можливих результатiв розвитку
деякої ситуацiї зiставляють його кориснiсть (utility), i ухвалюють рiшення
з мiркувань максимiзацiї сподiваної корисности.
Наприклад, нехай ми стикаємося з вибором мiж двома так званими ло-

тереями (lotteries) — варiантами розвитку ситуацiї. У першiй лотереї ми
можемо дiстати 𝑥 = 500 або 𝑥 = −350 з однаковою ймовiрнiстю, а в дру-
гiй — 𝑦 = 40, 𝑦 = 50 або 𝑦 = 60, також з однаковою ймовiрнiстю. По-
значивши виграш через вiдповiднi лiтери, можемо з легкiстю обчислити
E [𝑋] = 75 та E [𝑌 ] = 50. На перший погляд, може здатися, що перша ло-
терея вигiднiша, проте також i дисперсiя в першому випадку значно вища
(Var (𝑋) = 4252, Var (𝑌 ) ≈ 66.67).
Альтернативний спосiб вибрати лотерею полягає в тому, що кожному

результату зiставляється його кориснiсть, яка може набувати рiзних форм
залежно вiд того, якими критерiями ми послуговуємося. Наприклад, якщо
нам не подобаються ситуацiї, коли ми програємо великi суми, ми можемо
використати таку функцiю:

𝑈(𝑥) =

⎧⎨⎩100 ln
𝑥+ 100

100
, 𝑥 ≥ 0

𝑥 , 𝑥 < 0
.

Тодi сподiванi корисностi дорiвнюватимуть

E [𝑈(𝑋)] =
1

2
· 100 ln 6 + 1

2
· (−350) = −85.412

E [𝑈(𝑌 )] =
1

3
· 100 ln 1.4 + 1

3
· 100 ln 1.5 + 1

3
· 100 ln 1.6 = 40.398 ,

i тодi друга лотерея стає очевидно привабливiшою.
Розгляньмо тепер ситуацiю, коли результат лотереї може бути випад-

ковим числом iз промiжку [0; 4], тобто 𝑓(𝑥) = 1
4 · 1 {0 ≤ 𝑋 ≤ 4}. Нехай
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кожний результат має кориснiсть 𝑈(𝑥) = 𝑥𝛼, 𝑥 ≥ 0, 𝛼 > 0.
Сподiвана кориснiсть у цьому випадку дорiвнює

E [𝑈(𝑋)] =

� 4

0

𝑥𝛼 · 1
4
𝑑𝑥 =

4𝛼

𝛼 + 1
.

Якщо нас попросять продати квиток на таку лотерею за деяку цiну 𝑥0, то
ми повиннi погодитися продати його, якщо

E [𝑈(𝑥0)] > E [𝑈(𝑋)] ⇔ 𝑥𝛼0 >
4𝛼

𝛼 + 1
⇔ 𝑥0 >

4

(𝛼 + 1)1/𝛼
.

7.5 Додатковi вправи

Вправа 7.5.1. Нехай 𝑋 має функцiю розподiлу

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < 0

2𝑐

(︂
𝑥2 − 𝑥3

3

)︂
, 0 ≤ 𝑥 < 2

1 , 𝑥 ≥ 2

.

Чому дорiвнює вiдповiдна щiльнiсть? Чому дорiвнює константа 𝑐? Чому
дорiвнює P𝑋 (𝑋 > 0.5)?

Розв’язання. Щiльнiсть розподiлу є похiдної функцiї розподiлу. Зокрема,
𝑓(𝑥) = 0 для 𝑥 < 0 та 𝑥 > 2. Для 0 < 𝑥 < 2 маємо

𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) = 4𝑐𝑥− 2𝑐𝑥2 = 2𝑐(2𝑥− 𝑥2) .

У точках 𝑥 = 0 та 𝑥 = 2, щоб не возитися з перевiркою диференцiйовности,
можемо дозволити собi покласти 𝑓(0) = 𝑓(2) = 0, оскiльки цi двi точки є
множинами мiри нуль. Тому

𝑓(𝑥) = 2𝑐(2𝑥− 𝑥2) · 1 {0 < 𝑥 < 2} .

Iнтеграл щiльности повинен дорiвнювати 1:

� ∞

−∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

� 2

0

2𝑐(2𝑥− 𝑥2) 𝑑𝑥 = 2𝑐

(︂
𝑥2 − 𝑥3

3

)︂ ⃒⃒⃒⃒2
0

= 2𝑐

(︂
4− 8

3

)︂
= 1 ,

звiдки 𝑐 = 3
8 .
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Iмовiрнiсть P𝑋 (𝑋 > 0.5) обчислiмо за допомогою функцiї розподiлу:

P𝑋 (𝑋 > 0.5) = 1− P𝑋 (𝑋 ≤ 0.5) = 1− 𝐹 (0.5)

= 1− 2 · 3
8

(︂
(0.5)2 − (0.5)3

3

)︂
≈ 0.844 .

Вправа 7.5.2. Нехай випадкова величина 𝑋 має щiльнiсть 𝑓(𝑥) = (𝑎𝑥 +
𝑏) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} i нехай P𝑋

(︀
𝑋 ≥ 1

2

)︀
= 1

3 .
Чому дорiвнюють константи 𝑎 i 𝑏? Чому дорiвнює функцiя розподiлу?

Розв’язання. З одного боку, ми знаємо, що iнтеграл щiльности дорiвнює 1:

� 1

0

(𝑎𝑥+ 𝑏) 𝑑𝑥 =

(︂
𝑎
𝑥2

2
+ 𝑏𝑥

)︂ ⃒⃒⃒⃒1
0

=
𝑎

2
+ 𝑏 = 1 .

З iншого боку,

P𝑋

(︂
𝑋 ≥ 1

2

)︂
=

� 1

1
2

(𝑎𝑥+ 𝑏) 𝑑𝑥 =

(︂
𝑎
𝑥2

2
+ 𝑏𝑥

)︂ ⃒⃒⃒⃒1
1
2

=
𝑎

2
+ 𝑏− 𝑎

8
− 𝑏

2
=

1

3
.

Маємо систему лiнiйних рiвнянь, розв’язком якої є

𝑎 = −4

3
, 𝑏 =

5

3
.

Функцiю розподiлу знайдiмо з виразу

𝐹 (𝑥) =

� 𝑥

−∞

(︂
−4

3
𝑡+

5

3

)︂
· 1 {0 ≤ 𝑡 ≤ 1} 𝑑𝑡 .

Для 𝑥 < 0 маємо 𝐹 (𝑥) = 0, оскiльки маємо iнтеграл вiд 0.
Для 𝑥 ∈ [0; 1] маємо

𝐹 (𝑥) =

� 𝑥

0

(︂
−4

3
𝑡+

5

3

)︂
𝑑𝑡 =

(︂
−2

3
𝑡2 +

5

3
𝑡

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑥
0

= −2

3
𝑥2 +

5

3
𝑥 .

Нарештi, для 𝑥 > 1 маємо

𝐹 (𝑥) =

� 1

0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡+

� 𝑥

1

0 𝑑𝑡 = 1 .
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Остаточно маємо

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < 0

−2

3
𝑥2 +

5

3
𝑥 , 0 ≤ 𝑥 < 1

1 , 𝑥 ≥ 1

.

Вправа 7.5.3. Нехай випадкова величина 𝑋 має щiльнiсть

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐1𝑥 , −2 < 𝑥 < 0

𝑐2𝑥 , 0 ≤ 𝑥 < 1

0 , iнакше

.

Нехай E [𝑋] = 1
3 .

Чому дорiвнюють константи 𝑐1 та 𝑐2?

Розв’язання. Для визначення констант 𝑐1 та 𝑐2 нам потрiбно дiстати два
рiвняння. Одне випливає з того, що iнтеграл щiльности дорiвнює 1:

1 =

� 0

−2

𝑐1𝑥 𝑑𝑥+

� 1

0

𝑐2𝑥 𝑑𝑥 = −2𝑐1 +
𝑐2
2

.

Iнше випливає з iнформацiї про сподiвання:

1

3
=

� 0

−2

𝑥 · 𝑐1𝑥 𝑑𝑥+

� 1

0

𝑥 · 𝑐2𝑥 𝑑𝑥 =
8

3
𝑐1 +

𝑐2
3

.

Отже маємо систему рiвнянь{︃
−2𝑐1 +

𝑐2
2

= 1

8𝑐1 + 𝑐2 = 1
,

розв’язком якої є

𝑐1 = − 1

12
, 𝑐2 =

5

3
.

Вправа 7.5.4. Нехай на автозаправку бензин завозять один раз на ти-
ждень. Якщо обсяг тижневих продажiв автозаправки (у тисячах лiтрiв) є
випадковою величиною 𝑋 зi щiльнiстю 𝑓(𝑥) = 5(1 − 𝑥)4 · 1 {0 < 𝑥 < 1},
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якого обсягу повинна бути цистерна, щоб iмовiрнiсть використання всього
тижневого запасу протягом деякого тижня була 0.01?

Розв’язання. Нехай обсяг цистерни дорiвнює 𝑉 . Нас цiкавить iмовiрнiсть
P𝑋 (𝑋 > 𝑉 ) = 0.01. Ця ймовiрнiсть має такий вираз:

P𝑋 (𝑋 > 𝑉 ) = 1−
� 𝑉

−∞
5(1− 𝑥)4 · 1 {0 < 𝑥 < 1} 𝑑𝑥 .

Iмовiрнiсть може дорiвнювати 0.01, тiльки якщо 0 < 𝑉 < 1, а отже

P𝑋 (𝑋 > 𝑉 ) = 1−
� 𝑉

0

5(1−𝑥)4 𝑑𝑥 = 1+(1−𝑥)5
⃒⃒⃒⃒𝑉
0

= 1+(1−𝑉 )5−1 = (1−𝑉 )5 ,

звiдки
1− 𝑉 =

5
√
0.01 ⇒ 𝑉 = 1− 5

√
0.01 ≈ 0.602 .

Вправа 7.5.5. Нехай випадкова величина 𝑋 має щiльнiсть

𝑓(𝑥) =
|𝑥|
𝑐2

· 1 {−𝑐 < 𝑥 < 𝑐} .

Чому дорiвнює E [𝑋𝑛] для будь-якого 𝑛 = 1, 2, . . .? Чому дорiвнює дис-
персiя 𝑋?

Розв’язання. За законом несвiдомого статистика,

E [𝑋𝑛] =

� ∞

−∞
𝑥𝑛 · |𝑥|

𝑐2
· 1 {−𝑐 < 𝑥 < 𝑐} 𝑑𝑥

=

� 𝑐

−𝑐

𝑥𝑛 · |𝑥|
𝑐2

𝑑𝑥

=

� 0

−𝑐

(︂
−𝑥𝑛+1

𝑐2

)︂
𝑑𝑥+

� 𝑐

0

𝑥𝑛+1

𝑐2
𝑑𝑥

= − 1

𝑐2(𝑛+ 2)
𝑥𝑛+2

⃒⃒⃒⃒0
−𝑐

+
1

𝑐2(𝑛+ 2)
𝑥𝑛+2

⃒⃒⃒⃒𝑐
0

=
1

𝑐2(𝑛+ 2)
(−𝑐)𝑛+2 +

1

𝑐2(𝑛+ 2)
𝑐𝑛+2

=
1

𝑐2(𝑛+ 2)

(︀
𝑐𝑛+2 + (−𝑐)𝑛+2

)︀
.
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Iншими словами,

E [𝑋𝑛] =

⎧⎨⎩0 , 𝑛 непарне
2𝑐𝑛

𝑛+ 2
, 𝑛 парне

.

Зокрема,

E [𝑋] = 0 ,

E
[︀
𝑋2
]︀
=

2𝑐2

4
=

𝑐2

2
,

а отже

Var (𝑋) =
𝑐2

2
.
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8 Функцiї вiд випадкових

величин. Деякi неперервнi

розподiли

8.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ7.
У загальному випадку функцiю розподiлу для будь-якої випадкової вели-

чини можна дiстати за Визначенням КЛ6.1.1. А саме, якщо𝑋 : (Ω,𝒜,P) →
R i 𝑔 : R → R є Борелевою, то 𝑌 = 𝑔(𝑋) має функцiю розподiлу

𝐹𝑌 (𝑦) = P𝑌 (𝑌 ≤ 𝑦) = P𝑋 (𝑔(𝑋) ≤ 𝑦) = P𝑋

(︀
𝑋 ∈ 𝑔−1((−∞; 𝑦])

)︀
= P

(︀{︀
𝜔 : 𝑋(𝜔) ∈ 𝑔−1((−∞; 𝑦])

}︀)︀
,

(КЛ7.4.1)

де 𝑔−1((−∞; 𝑦]) = {𝑥 ∈ R : 𝑔(𝑥) ≤ 𝑦}.
Пiдхiд iз використанням (КЛ7.4.1) загальний i працює для будь-яких

величин, проте для величин, якi мають щiльнiсть (у тому числi вiдносно
лiчної мiри), iснують альтернативнi способи.
Так, для дискретної випадкової величини 𝑋 маємо таку формулу для

функцiї ймовiрности 𝑌 = 𝑔(𝑋):

P𝑌 (𝑌 = 𝑦) = P𝑋 (𝑔(𝑋) = 𝑦) =
∑︁

𝑥:𝑔(𝑥)=𝑦

P𝑋 (𝑋 = 𝑥) . (КЛ7.4.2)

При цьому варто пам’ятати, що застосування функцiї 𝑔 до випадкової
величини 𝑋 не є тотожним до застосування функцiї 𝑔 до функцiї ймо-
вiрности 𝑝𝑋 вiдповiдної випадкової величини. Зокрема, зовсiм некоректно
стверджувати, що для здобуття функцiї ймовiрности 𝑌 = 2𝑋 потрiбно
помножити 𝑝𝑋(𝑥) на 2 (Зауваження КЛ7.4.3).
Для абсолютно неперервних випадкових величин в окремих випадках

справедлива так звана формула замiни змiнних.

Теорема (Формула замiни змiнних (Change of variables formula), КЛ7.4.4).
Нехай 𝑋 — абсолютно неперервна величина зi щiльнiстю 𝑓𝑋 , неперервною
на supp (𝑋). Нехай 𝑌 = 𝑔(𝑋), де 𝑔 взаємно однозначна на supp (𝑋), а
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функцiя 𝑔−1(𝑦) неперервно диференцiйовна на 𝑔(supp (𝑋)). Тодi

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋
(︀
𝑔−1(𝑦)

)︀
·
⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
· 1 {𝑦 ∈ 𝑔(supp (𝑋))} . (КЛ7.4.3)

У випадках, коли функцiя 𝑔 не є взаємно однозначною, iнколи можливо
розбити носiй величини 𝑋 на неперетиннi пiдмножини так, що на кожнiй
iз них 𝑔 буде взаємно однозначною.

Твердження (КЛ7.4.6). Нехай 𝑋 — абсолютно неперервна величина зi
щiльнiстю 𝑓𝑋 , неперервною на supp (𝑋). Нехай 𝑌 = 𝑔(𝑋). Нехай iснує
розбиття 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 носiя supp (𝑋) таке, що P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴0) = 0. Нехай на
𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 визначено функцiї 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥) вiдповiдно, такi що:

� 𝑔(𝑥) = 𝑔𝑖(𝑥) для 𝑥 ∈ 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

� 𝑔𝑖(𝑥) взаємно однозначна на 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

� множина 𝐵 = {𝑦 : 𝑔𝑖(𝑥) = 𝑦 , 𝑥 ∈ 𝐴𝑖} однакова для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

� функцiї 𝑔−1
𝑖 (𝑦) неперервно диференцiйовнi на 𝐵, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

Тодi

𝑓𝑌 (𝑦) = 1 {𝑦 ∈ 𝐵} ·
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑓𝑋
(︀
𝑔−1
𝑖 (𝑦)

)︀
·
⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1
𝑖 (𝑦)

⃒⃒⃒⃒
. (КЛ7.4.4)

На практицi поширеними є випадковi величини, якi можна утворювати
одну з одної шляхом перетворення зсуву та масштабування (location-
scale transformation):

𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 , 𝑎, 𝑏 ∈ R , 𝑎 > 0 . (КЛ7.5.1)

Параметр 𝑏 вiдповiдає за зсув, а параметр 𝑎 — за масштабування.
Сукупнiсть розподiлiв, якi пов’язано у вiдповiдний спосiб, становить сiм’ю

вiдносно зсуву-масштабування (location-scale family).
Оскiльки для такої сiм’ї виконуються всi умови Теореми КЛ7.4.4, можемо

записати формулу щiльности величини 𝑌 :

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋

(︂
𝑦 − 𝑏

𝑎

)︂
· 1
𝑎
· 1 {𝑦 ∈ 𝑎 · supp (𝑋) + 𝑏} . (КЛ7.5.2)

На практицi поширеними є рiвномiрнi розподiли (uniform distributions),
якi утворюють власну сiм’ю вiдносно зсуву-масштабування. Розгляд їхнiх
властивостей доречно почати зi стандартизованої версiї.
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Визначення (КЛ7.1.1). Випадкова величина𝑋 має стандартний (standard)
рiвномiрний розподiл, 𝑋 ∼ U ((0; 1]), якщо її щiльнiсть розподiлу дорiвнює

𝑓𝑋(𝑥) =

{︃
1 , 𝑥 ∈ (0; 1]

0 , 𝑥 /∈ (0; 1]

= 1 {𝑥 ∈ (0; 1]} .

(КЛ7.1.1)

Функцiя стандартного рiвномiрного розподiлу дорiвнює

𝐹𝑋(𝑥) =

�
(−∞;𝑥]

1 {𝑥 ∈ (0; 1]} 𝑑𝜆 =

� 𝑥

−∞
1 {𝑡 ∈ (0; 1]} 𝑑𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑥 < 0

𝑥 , 0 ≤ 𝑥 < 1

1 , 𝑥 ≥ 1

.

(КЛ7.1.2)
Сподiвання та дисперсiя стандартного рiвномiрного розподiлу виплива-

ють iз такого твердження.

Твердження (КЛ7.1.3). Якщо 𝑋 ∼ U ((0; 1]), то E [𝑋] = 1
2 , а Var (𝑋) =

1
12 .

Це iнтуїтивно зрозумiло, адже якщо щiльнiсть є сталою на iнтервалi
(0; 1], то «середнiм значенням» повинна бути середина iнтервалу.
Рiвномiрний розподiл на деякому довiльному промiжку (𝑎; 𝑏] можна утво-

рити шляхом перетворення (КЛ7.5.1). Так, нехай 𝑈 ∼ U ((0; 1]). Розглянь-
мо випадкову величину 𝑋 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑈 . Згiдно з (КЛ7.5.2), щiльнiсть
такої величини дорiвнює

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋

(︂
𝑦 − 𝑎

𝑏− 𝑎

)︂
· 1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑦 ∈ 𝑎+ (𝑏− 𝑎) · supp (𝑋)}

=
1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑦 ∈ (𝑎; 𝑏]} .

Визначення (КЛ7.5.2). Випадкова величина 𝑋 має рiвномiрний розподiл
(uniform distribution) на (𝑎; 𝑏], що позначають через 𝑋 ∼ U ((𝑎; 𝑏]), якщо її
щiльнiсть розподiлу дорiвнює

𝑓(𝑥) =
1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏]} . (КЛ7.5.4)
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Функцiя рiвномiрного розподiлу дорiвнює

𝐹𝑋(𝑥) =

�
(−∞;𝑥]

1 {𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏]} 𝑑𝜆 =

� 𝑥

−∞
1 {𝑡 ∈ (𝑎; 𝑏]} 𝑑𝑡

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < 𝑎
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏

1 , 𝑥 ≥ 𝑏

.

(КЛ7.5.5)

Рiвномiрний розподiл є нормованою мiрою Лебега, тобто для 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏)
маємо

P𝑋 ((𝑎;𝑥]) = 𝐹𝑋(𝑥)− 𝐹𝑋(𝑎) =
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
=

𝜆((𝑎;𝑥])

𝜆((𝑎; 𝑏])
.

Використовуючи взаємозв’язок мiж стандартним рiвномiрним розподi-
лом i довiльним рiвномiрним розподiлом, можна швидко обчислити вiдпо-
вiднi сподiвання та дисперсiю.

Твердження (КЛ7.5.4). Якщо 𝑋 ∼ U ((𝑎; 𝑏]), то сподiвання E [𝑋] = 𝑎+𝑏
2 ,

а дисперсiя Var (𝑋) = (𝑏−𝑎)2

12 .

Iншим надзвичайно поширеним на практицi розподiлом є нормальний
розподiл (normal distribution). Зокрема, його стандартизована форма має
таке визначення.

Визначення (КЛ7.2.1). Випадкова величина 𝑍1 має стандартний нор-
мальний розподiл, 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1), якщо її щiльнiсть розподiлу дорiвнює

𝜑(𝑧) =
1√
2𝜋

𝑒−
𝑧2

2 , 𝑧 ∈ R . (КЛ7.2.1)

Позначення для цiєї щiльности через 𝜑 замiсть 𝑓 обумовлено iсторично.
Як можна бачити, щiльнiсть є парною функцiєю: 𝜑(−𝑧) = 𝜑(𝑧).

Твердження (КЛ7.2.2). Функцiя (КЛ7.2.1) вiдповiдає вимогам до щiль-
ностей розподiлу, викладеним у Твердженнi КЛ6.3.9.

Варто зазначити, що функцiя стандартного нормального розподiлу

Φ(𝑧) =

� 𝑧

−∞
𝜑(𝑡) 𝑑𝑡 =

� 𝑧

−∞

1√
2𝜋

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 (КЛ7.2.2)

не має аналiтичного виразу. Її значення можна пiдрахувати тiльки чисель-
но. Позначення цiєї функцiї через Φ також обумовлено iсторично.
1Таке позначення замiсть 𝑋 обумовлено iсторично, i ми його дотримуватимемося.
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Для функцiї розподiлу справедливi деякi кориснi властивостi.

Твердження (КЛ7.2.3). Функцiя стандартного нормального розподiлу Φ
має такi властивостi:

(i) Φ(𝑧) = 1− Φ(−𝑧);

(ii) Φ−1(𝑝) = −Φ−1(1− 𝑝), 𝑝 ∈ (0; 1).

Сподiвання та дисперсiя стандартного нормального розподiлу такi.

Твердження (КЛ7.2.5). Якщо 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1), то E [𝑍] = 0, а Var (𝑍) = 1.

Тепер стає зрозумiло, чому в позначеннi стандартного нормального роз-
подiлу 𝑁(0, 1) використано числа 0 i 1.
Безпосереднiм узагальненням стандартного нормального розподiлу є нор-

мальний розподiл зi сподiванням 𝜇 та дисперсiєю 𝜎2. Вiдповiдний розподiл
можна дiстати шляхом застосування перетворення (КЛ7.5.1).

Визначення (КЛ7.5.6). Випадкова величина 𝑋 має нормальний розподiл
(normal distribution) зi сподiванням 𝜇 та дисперсiєю 𝜎2 (𝜎 > 0), 𝑋 ∼
𝑁(𝜇, 𝜎2), якщо 𝑋 = 𝜇+ 𝜎𝑍, де 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1).

Зв’язок мiж функцiями та щiльностями стандартного нормального роз-
подiлу i довiльного нормального розподiлу визначає таке твердження.

Твердження (КЛ7.5.7). Нехай 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2). Тодi

𝐹 (𝑥) = Φ

(︂
𝑥− 𝜇

𝜎

)︂
,

𝑓(𝑥) =
1

𝜎
· 𝜑
(︂
𝑥− 𝜇

𝜎

)︂
=

1√
2𝜋𝜎

𝑒−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 .

(КЛ7.5.6)

Зауваження (КЛ7.5.9). Застосування перетворення (КЛ7.5.1) до нормаль-
ної величини 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) знову дає нормальну величину 𝑌 ∼ 𝑁(𝑎𝜇 +
𝑏, 𝑎2𝜎2), що безпосередньо випливає з (КЛ7.5.2):

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋

(︂
𝑦 − 𝑏

𝑎

)︂
· 1
𝑎
=

1√
2𝜋𝜎

𝑒−
(𝑦−𝑏

𝑎 −𝜇)
2

2𝜎2 · 1
𝑎
=

1√
2𝜋𝑎𝜎

𝑒−
(𝑦−(𝑎𝜇+𝑏))2

2𝑎2𝜎2 .

Твердження (КЛ7.5.10). Якщо 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2), то E [𝑋] = 𝜇, а Var (𝑋) =
𝜎2.
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Зауваження (КЛ7.5.11). У загальному випадку до будь-якої величини 𝑋
зi сподiванням 𝜇 та дисперсiєю 𝜎2 можна застосувати процедуру стандар-
тизацiї:

𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎
. (КЛ7.5.7)

Нескладно бачити, що в цьому випадку

E [𝑍] = E
[︂
𝑋 − 𝜇

𝜎

]︂
= 0 ,

Var (𝑍) = Var

(︂
𝑋 − 𝜇

𝜎

)︂
=

1

𝜎2
Var (𝑋) = 1 .

Таку стандартизовану величину часто називають Z-оцiнкою (Z-score).

Для нормального розподiлу справедливi такi пiдрахунки:

P𝑋 (|𝑋 − 𝜇| ≤ 𝜎) = P𝑋

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋 − 𝜇

𝜎

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

)︂
= P𝑍 (−1 ≤ 𝑍 ≤ 1)

= Φ(1)− Φ(−1) = 2Φ(1)− 1 ≈ 0.68 ,

P𝑋 (|𝑋 − 𝜇| ≤ 2𝜎) = P𝑋

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋 − 𝜇

𝜎

⃒⃒⃒⃒
≤ 2

)︂
= P𝑍 (−2 ≤ 𝑍 ≤ 2)

= Φ(2)− Φ(−2) = 2Φ(2)− 1 ≈ 0.95 ,

P𝑋 (|𝑋 − 𝜇| ≤ 3𝜎) = P𝑋

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋 − 𝜇

𝜎

⃒⃒⃒⃒
≤ 3

)︂
= P𝑍 (−3 ≤ 𝑍 ≤ 3)

= Φ(3)− Φ(−3) = 2Φ(3)− 1 ≈ 0.997 .

Цi значення можна використовувати для швидкого приблизного пiдра-
хунку вiдповiдних iмовiрностей. Зокрема, пiд час великого числа повторень
деякого експерименту, результатом якого є нормальна величина, 99.7% усiх
результатiв лежатимуть на вiдстанi до трьох середньоквадратичних вiдхи-
лень вiд сподiвання (на промiжку [𝜇−3𝜎;𝜇+3𝜎]). Часто вiдповiдне правило
називають «правилом трьох сигм».

8.2 Рiвномiрний розподiл

Вправа 8.2.1. Нехай маємо палицю довжиною 𝐿 = 1. Нехай її ламають
на двi частини у випадковiй точцi 𝑈 ∼ U ((0; 1]).
Чому дорiвнює сподiвана довжина того з двох шматкiв, який мiстить

точку 0 ≤ 𝑝 ≤ 1? Яким повинно бути 𝑝, щоб ця довжина була максимальна?
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Рис. 8.2.1: Iлюстрацiя до Вправи 8.2.1: верхнiй рисунок вiдображає ситу-
ацiю, коли точка 𝑝 лежить правiше вiд точки розламу 𝑈 , ни-
жнiй — лiвiше вiд цiєї точки розламу

Розв’язання. Нехай 𝐿𝑝(𝑈) — довжина шматка, що мiстить точку 𝑝. Тодi,
як можна бачити з Рис. 8.2.1,

𝐿𝑝(𝑈) =

{︃
1− 𝑈 , 𝑈 < 𝑝

𝑈 , 𝑈 ≥ 𝑝
.

З iншого боку, 𝑓𝑈(𝑢) = 1 {0 < 𝑢 < 1}. Тому за законом несвiдомого ста-
тистика маємо:

E [𝐿𝑝(𝑈)] =

� ∞

−∞
𝐿𝑝(𝑢) · 𝑓𝑈(𝑢) 𝑑𝑢 =

� 𝑝

0

(1− 𝑢) 𝑑𝑢+

� 1

𝑝

𝑢 𝑑𝑢

= 𝑝− 𝑝2

2
+

1

2
− 𝑝2

2
=

1

2
+ 𝑝(1− 𝑝) .

Це сподiвання максимiзує точка 𝑝 = 1
2 , тобто сподiвана довжина вiдпо-

вiдного шматка максимальна, якщо точка 𝑝 лежить посерединi палицi.

Вправа 8.2.2. Нехай обсяг коштiв, якi страхова компанiя повинна випла-
тити клiєнту, має рiвномiрний розподiл 𝑋 ∼ U ((0; 𝑎]), 𝑎 > 0. У страховiй
справi iснує поняття франшизи (deductible) — певної суми, яку повинен
вiдшкодувати сам клiєнт. Наприклад, полiс медичного страхування може
передбачати, що франшиза дорiвнює 𝑑, 0 < 𝑑 < 𝑎, тобто страхова компанiя
покриє тiльки ту частину витрат пацiєнта, якi перевищують 𝑑.
У цьому випадку сума коштiв 𝑌 , яку сплатить компанiя, дорiвнює

𝑌 = (𝑋 − 𝑑) · 1 {𝑑 < 𝑋 ≤ 𝑎} .

Чому дорiвнюють сподiванi витрати страхової компанiї?
Якщо ми хочемо, щоб E [𝑌 ] = 𝑐E [𝑋] для деякого 0 < 𝑐 < 1, яким

повинно бути значення 𝑑?
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Розв’язання. Згiдно з законом несвiдомого статистика, враховуючи, що
𝑓𝑋(𝑥) =

1
𝑎 · 1 {0 < 𝑥 < 𝑎},

E [𝑌 ] =

� ∞

−∞
(𝑥− 𝑑) · 1 {𝑑 < 𝑥 ≤ 𝑎} · 1

𝑎
· 1 {0 < 𝑥 < 𝑎} 𝑑𝑥

=
1

𝑎

� 𝑎

𝑑

(𝑥− 𝑑) 𝑑𝑥 =
1

2𝑎
(𝑥− 𝑑)2

⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑

=
(𝑎− 𝑑)2

2𝑎
.

У нашому випадку, очевидно, E [𝑋] = 𝑎
2 . Якщо ми хочемо E [𝑌 ] = 𝑐E [𝑋],

то потрiбно покласти
(𝑎− 𝑑)2

2𝑎
= 𝑐

𝑎

2
,

звiдки 𝑑 = 𝑎(1−
√
𝑐).

Вправа 8.2.3. Нехай мiж аеропортом та мiстом що 15 хвилин курсує шатл.
Якщо час очiкування шатла має рiвномiрний розподiл, чому дорiвнює ймо-
вiрнiсть, що пасажиру доведеться ждати шатл понад 6 хвилин?
Якщо пасажир уже жде шатл протягом 8 хвилин, чому дорiвнює ймо-

вiрнiсть, що йому доведеться ждати додатково 2 i бiльше хвилин?

Розв’язання. За умовами задачi маємо 𝑋 ∼ U ((0; 15]). Отже

P𝑋 (𝑋 ≥ 6) = 1− 𝐹𝑋(6) = 1− 6

15
= 0.6 .

Якщо пасажир уже жде шатл протягом 8 хвилин, то маємо

P𝑋 (𝑋 ≥ 8 + 2 | 𝑋 ≥ 8) =
P𝑋 (𝑋 ≥ 10)

P𝑋 (𝑋 ≥ 8)
=

1− 𝐹𝑋(10)

1− 𝐹𝑋(8)

=
1− 10/15

1− 8/15
=

5

7
≈ 0.714 .

8.3 Нормальний розподiл

Вправа 8.3.1. Нехай розподiл IQ серед деякої групи осiб є нормальний зi
сподiванням 𝜇 = 105 та середньоквадратичним вiдхиленням 𝜎 = 20. У якої
частки осiб IQ щонайменше 50? Щонайбiльше 80? Мiж 95 i 125?
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Розв’язання. Нехай 𝑋 =«IQ випадково обраної особи». Тодi розподiл буде
𝑋 ∼ 𝑁(105, 202), i

P𝑋 (𝑋 ≥ 50) = 1− P𝑋 (𝑋 < 50) = 1− 𝐹𝑋(50) .

У таких випадках ми обов’язково маємо перейти до стандартної нор-
мальної випадкової величини, оскiльки її функцiя розподiлу Φ є загально-
вiдомою i її значення можна чисельно обчислити. Для цього використаймо
стандартизацiю (КЛ7.5.7):

P𝑋 (𝑋 ≥ 50) = 1− P𝑋

(︂
𝑋 − 105

20
<

50− 105

20

)︂
= 1− P𝑍 (𝑍 < −2.75) = Φ(−2.75) ≈ 0.997 .

Аналогiчно для iнших випадкiв маємо

P𝑋 (𝑋 ≤ 80) = P𝑋

(︂
𝑋 − 105

20
≤ 80− 105

20

)︂
= P𝑍 (𝑍 ≤ −1.25) = Φ(−1.25) ≈ 0.106 ,

P𝑋 (95 ≤ 𝑋 ≤ 125) = P𝑋

(︂
95− 105

20
≤ 𝑋 − 105

20
≤ 125− 105

20

)︂
= P𝑍 (−0.5 ≤ 𝑍 ≤ 1) = Φ(1)− Φ(−0.5) ≈ 0.533 .

Приклад 8.3.2. Побутує така думка, що екзаменацiйну контрольну робо-
ту складено вдало, якщо розподiл балiв студентiв за неї має (приблизно)
нормальний розподiл. Тодi екзаменатор може оцiнити параметри 𝜇 та 𝜎2

вiдповiдного розподiлу на основi наявних балiв2 i визначити пороговi бали
для кожної оцiнки.
Нехай студент дiстав бал 𝑋. Тодi можна поставити такi оцiнки:

� «вiдмiнно», якщо 𝑋 > 𝜇+ 𝜎;

� «дуже добре», якщо 𝜇 < 𝑋 < 𝜇+ 𝜎;

� «добре», якщо 𝜇− 𝜎 < 𝑋 < 𝜇;

� «задовiльно», якщо 𝜇− 2𝜎 < 𝑋 < 𝜇− 𝜎;

� «незадовiльно», якщо 𝑋 < 𝜇− 2𝜎.

2Цим займаються в рамках статистики.
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У цьому випадку матимемо

P𝑋 (𝑋 > 𝜇+ 𝜎) = P𝑋

(︂
𝑋 − 𝜇

𝜎
> 1

)︂
= 1− Φ(1) ≈ 0.1587 ,

P𝑋 (𝜇 < 𝑋 < 𝜇+ 𝜎) = P𝑋

(︂
0 <

𝑋 − 𝜇

𝜎
< 1

)︂
= Φ(1)− Φ(0) ≈ 0.3413 ,

P𝑋 (𝜇− 𝜎 < 𝑋 < 𝜇) = P𝑋

(︂
−1 <

𝑋 − 𝜇

𝜎
< 0

)︂
= Φ(0)− Φ(−1) ≈ 0.3413 ,

P𝑋 (𝜇− 2𝜎 < 𝑋 < 𝜇− 𝜎) = P𝑋

(︂
−2 <

𝑋 − 𝜇

𝜎
< −1

)︂
= Φ(−1)− Φ(−2) ≈ 0.1359 ,

P𝑋 (𝑋 < 𝜇− 2𝜎) = P𝑋

(︂
𝑋 − 𝜇

𝜎
< −2

)︂
= Φ(−2) ≈ 0.0228 .

Iншими словами, за такого пiдходу до виставлення оцiнок можна гаран-
тувати, що оцiнку «вiдмiнно» здобудуть приблизно 16% студентiв, оцiнки
«дуже добре» i «добре» — приблизно по 34%, оцiнку «задовiльно» — при-
близно 14%, а не складуть екзамену приблизно 2% студентiв.

Вправа 8.3.3. Нехай рiчний рiвень опадiв (у см) у деякому регiонi має
нормальний розподiл зi сподiванням 𝜇 = 40 i середньоквадратичним вiд-
хиленням 𝜎 = 4. Вважатимемо, що рiчний рiвень опадiв не залежить вiд
рiвня опадiв за попереднiй рiк. Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що протягом
найближчих 10 рокiв щороку випадатиме не бiльше 50 см опадiв?

Розв’язання. Нехай 𝑋 =«рiчний рiвень опадiв», тодi 𝑋 ∼ 𝑁(40, 42). Iмо-
вiрнiсть того, що випаде не бiльше 50 см опадiв, дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ≤ 50) = P𝑍

(︂
𝑍 ≤ 50− 40

4

)︂
= Φ(2.5) ≈ 0.994 .

Через незалежнiсть вiдповiдних подiй можемо пiдрахувати, що

P (протягом 10 рокiв не буде бiльше 50 см) = (P𝑋 (𝑋 ≤ 50))10 ≈ 0.942 .
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Вправа 8.3.4. Нехай рiчнi заробiтнi платнi спецiалiстiв у певнiй галузi
мають нормальний розподiл. Нехай iз даних вiдомо, що чверть спецiалiстiв
заробляють менше 180 000 грн, а чверть заробляють бiльше 320 000 грн.
Яка частка спецiалiстiв заробляє менше 200 000 грн? Заробляє вiд 280 000

до 320 000 грн?

Розв’язання. У цiй задачi ми знаємо, що данi мають нормальний розподiл
(наприклад, нам про це говорить форма вiдповiдної гiстограми або iнфор-
мацiя про аналогiчнi вибiрки спецiалiстiв за попереднi перiоди), проте ми
не знаємо сподiвання й дисперсiї. Iнформацiя, якою ми володiємо, дає нам
змогу утворити систему з двох рiвнянь:

0.25 = P𝑋 (𝑋 ≤ 180) = P𝑍

(︂
𝑍 ≤ 180− 𝜇

𝜎

)︂
= Φ

(︂
180− 𝜇

𝜎

)︂
,

0.25 = P𝑋 (𝑋 ≥ 320) = 1− P𝑍

(︂
𝑍 ≤ 320− 𝜇

𝜎

)︂
= 1− Φ

(︂
320− 𝜇

𝜎

)︂
.

Можна порахувати, що Φ−1(0.25) ≈ −0.674, а також додатково, згiдно з
Твердженням КЛ7.2.3, що Φ−1(0.75) = −Φ−1(0.25) = 0.674.
Отже маємо

𝜇− 0.674𝜎 = 180 ,

𝜇+ 0.674𝜎 = 320 .

Розв’язком цiєї системи є 𝜇 = 250, 𝜎 ≈ 103.858. Отже заробiтнi платнi
мають нормальний розподiл 𝑋 ∼ 𝑁(250, 103.8582). Звiдси

P𝑋 (𝑋 ≤ 200) = P𝑍

(︂
𝑍 ≤ 200− 250

103.858

)︂
= Φ

(︂
− 50

103.858

)︂
≈ 0.3151 ,

P𝑋 (280 ≤ 𝑋 ≤ 320) = P𝑍

(︂
30

103.858
≤ 𝑍 ≤ 70

103.858

)︂
= Φ

(︂
70

103.858

)︂
− Φ

(︂
30

103.858

)︂
≈ 0.136 .

Приклад 8.3.5. У фiнансовiй математицi для оцiнки деякої iнвестицiї ви-
користовують поняття вартости пiд ризиком (value at risk, VaR), яку ви-
значають як значення 𝑣 таке, за якого iснує тiльки 1% iмовiрности, що
втрати вiд iнвестицiї будуть вищi вiд 𝑣.
Нехай 𝑋 — дохiд вiд деякої iнвестицiї, який має нормальний розподiл

𝑁(𝜇, 𝜎2). Тодi VaR такої iнвестицiї можна визначити з рiвняння

0.01 = P𝑋 (−𝑋 > 𝑣) .
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Нескладно бачити, що −𝑋 ∼ 𝑁(−𝜇, 𝜎2), що безпосередньо випливає, на-
приклад, iз розгляду функцiї розподiлу:

P−𝑋 (−𝑋 ≤ 𝑥) = 1− P𝑋 (𝑋 ≤ −𝑥) = 1− Φ

(︂
−𝑥− 𝜇

𝜎

)︂
= Φ

(︂
𝑥+ 𝜇

𝜎

)︂
.

Отже

0.01 = P𝑋

(︂
−𝑋 + 𝜇

𝜎
>

𝑣 + 𝜇

𝜎

)︂
= 1− Φ

(︂
𝑣 + 𝜇

𝜎

)︂
.

Тобто
𝑣 + 𝜇

𝜎
= Φ−1(0.99) .

Можна обчислити, що Φ−1(0.99) ≈ 2.33, а тому

𝑣 = 2.33𝜎 − 𝜇 .

Отже серед усiх iнвестицiй iз нормально розподiленим доходом найменшу
вартiсть пiд ризиком має iнвестицiя з найбiльшим значенням 𝜇−2.33𝜎.

8.4 Функцiї вiд випадкових величин

Вправа 8.4.1. Нехай щiльнiсть випадкової величини 𝑋 дорiвнює 𝑓𝑋(𝑥) =
𝑒−𝑥 · 1 {𝑥 > 0}. Чому дорiвнює щiльнiсть випадкової величини 𝑌 =

√
𝑋?

Розв’язання. У нашому випадку носiєм є supp (𝑋) = {𝑥 : 𝑥 > 0}, до того
ж можна бачити, що supp (𝑌 ) = 𝑔(supp (𝑈)) = {𝑦 : 𝑦 > 0}.
На своєму носiї 𝑓𝑋 неперервна, а функцiя 𝑔(𝑥) =

√
𝑥 є взаємно однозна-

чна, до того ж 𝑔−1(𝑦) = 𝑦2 неперервно диференцiйовна на supp (𝑌 ):⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
= 2𝑦 .

Отже за (КЛ7.4.3) маємо

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑈
(︀
𝑔−1(𝑦)

)︀
·
⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
·1 {𝑦 ∈ 𝑔(supp (𝑋))} = 𝑒−𝑦2 ·2𝑦 ·1 {𝑦 > 0} .

Вправа 8.4.2. Нехай випадкова величина 𝑈 ∼ U ((0; 1]). Який розподiл
має випадкова величина 𝑌 = 𝑈 2?
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Розв’язання. На перший погляд може здатися, що функцiя 𝑔(𝑢) = 𝑢2 не є
взаємно однозначною. Проте в умовах Теореми КЛ7.4.4 стверджується, що
функцiя повинна бути взаємно однозначною на носiї випадкової величини.
У нашому випадку носiєм є supp (𝑈) = (0; 1], i на цьому iнтервалi функцiя
𝑔(𝑢) = 𝑢2 взаємно однозначна.
Тому можна смiливо застосувати Теорему КЛ7.4.4. У нашому випадку

𝑔(𝑢) = 𝑢2, 𝑔−1(𝑦) =
√
𝑦, supp (𝑌 ) = 𝑔(supp (𝑈)) = (0; 1]. До того ж на

цьому носiї 𝑔−1(𝑦) неперервно диференцiйовна, i тому маємо⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
=

1

2
√
𝑦
.

Тодi за (КЛ7.4.3) маємо

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑈
(︀
𝑔−1(𝑦)

)︀
·
⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
·1 {𝑦 ∈ 𝑔(supp (𝑈))} =

1

2
√
𝑦
·1 {𝑦 ∈ (0; 1]} .

Також цей результат можна дiстати через вiдповiдну функцiю розподiлу
згiдно з (КЛ7.4.1):

𝐹𝑌 (𝑦) = P𝑌 (𝑌 ≤ 𝑦) = P𝑈

(︀
𝑈 2 ≤ 𝑦

)︀
=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑦 < 0

P𝑈

(︀
−√

𝑦 ≤ 𝑈 ≤ √
𝑦
)︀
, 𝑦 ∈ [0; 1)

1 , 𝑦 ≥ 1

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑦 < 0

P𝑈

(︀
0 ≤ 𝑈 ≤ √

𝑦
)︀
, 𝑦 ∈ [0; 1)

1 , 𝑦 ≥ 1

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑦 < 0
√
𝑦 , 𝑦 ∈ [0; 1)

1 , 𝑦 ≥ 1

,

звiдки щiльнiсть можна дiстати як похiдну функцiї розподiлу i побачити,
що це буде точно такий вираз, як вище.

Вправа 8.4.3. Нехай частинку вистрiлюють iз початку координат за пря-
мою траєкторiєю пiд випадковим кутом до оси абсцис 𝜙. Нехай 𝑌 =«орди-
ната точки перетину прямої траєкторiї з прямою 𝑥 = 1» (Рис. 8.4.1). Нехай
𝜙 ∼ U ((−𝜋/2;𝜋/2]).
Яку щiльнiсть має випадкова величина 𝑌 ?
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Рис. 8.4.1: Iлюстрацiя до Вправи 8.4.3

Розв’язання. Найпростiше вiдповiсти на питання за допомогою (КЛ7.4.1),
помiтивши, що 𝑌 = tg𝜙, i на носiї supp (𝜙) тангенс взаємно однозначний:

𝐹𝑌 (𝑦) = P𝑌 (𝑌 ≤ 𝑦) = P𝜙 (tg𝜙 ≤ 𝑦) = P𝜙 (𝜙 ≤ arctg 𝑦) = 𝐹𝜙(arctg 𝑦) .

Функцiя розподiлу 𝜙, згiдно з (КЛ7.5.5), дорiвнює

𝐹𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < −𝜋

2
𝑥+ 𝜋

2
𝜋
2 +

𝜋
2

, −𝜋

2
≤ 𝑥 <

𝜋

2

1 , 𝑥 ≥ 𝜋

2

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < −𝜋

2
1

2
+

𝑥

𝜋
, −𝜋

2
≤ 𝑥 <

𝜋

2
1 , 𝑥 ≥ 𝜋

2

.

Оскiльки −𝜋
2 ≤ arctg 𝑦 ≤ 𝜋

2 , маємо

𝐹𝑌 (𝑦) =
1

2
+

arctg 𝑦

𝜋
.

Це є функцiєю розподiлу Кошi з Вправи 7.2.3. Його щiльнiсть дорiвнює

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝐹 ′
𝑌 (𝑦) =

1

𝜋(1 + 𝑦2)
.

Цей же результат можна дiстати за формулою замiни змiнних. Так, щiль-
нiсть 𝑓𝜙 на цьому носiї є неперервною, 𝑔(𝜙) = tg𝜙, i на носiї supp (𝜙) це вза-
ємно однозначна функцiя з оберненою 𝑔−1(𝑦) = arctg 𝑦, яка неперервно ди-
ференцiйовна на своєму носiї supp (𝑌 ) = 𝑔(supp (𝜙)) = tg((−𝜋/2;𝜋/2]) = R
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з ⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
=

1

1 + 𝑦2
.

Отже за (КЛ7.4.3) маємо

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝜙
(︀
𝑔−1(𝑦)

)︀
·
⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑦
𝑔−1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
· 1 {𝑦 ∈ 𝑔(supp (𝜙))} =

1

𝜋
· 1

1 + 𝑦2
,

що є тотожним попередньому результату.

Вправа 8.4.4. Нехай 𝑈 ∼ U ((0; 1]), а

𝑌1 = max {𝑈, 1− 𝑈} , 𝑌2 = min {𝑈, 1− 𝑈} .

Який розподiл мають випадковi величини 𝑌1 та 𝑌2? Чому дорiвнює спо-
дiвана рiзниця мiж ними E [𝑌1 − 𝑌2]?

Розв’язання. Строго формально ми маємо справу з випадковим вектором
(𝑈, 1−𝑈)⊤, i теоретично ми повиннi були б спочатку дiстати розподiл такого
вектора. Проте ми вивчатимемо це в наступних лекцiях, а наразi можемо
застосувати (КЛ7.4.1):

𝐹𝑌1
(𝑡) = P𝑌1

(𝑌1 ≤ 𝑡) = Pmax{𝑈,1−𝑈} (max {𝑈, 1− 𝑈} ≤ 𝑡)

= P𝑈 ((𝑈 ≤ 𝑡) ∩ (1− 𝑈 ≤ 𝑡))

= P𝑈 ((𝑈 ≤ 𝑡) ∩ (1− 𝑡 ≤ 𝑈)) .

Оскiльки supp (𝑈) = (0; 1], можемо помiтити, що функцiя розподiлу до-
рiвнюватиме 0 для всiх випадкiв таких, коли двi вiдповiднi нерiвностi не
можуть виконатися одночасно, тобто коли 1− 𝑡 > 𝑡, звiдки випливає 𝑡 < 1

2 .
В iнших випадках маємо

𝐹𝑌1
(𝑡) = P𝑈 (1− 𝑡 ≤ 𝑈 ≤ 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 , 𝑡 <

1

2

𝐹𝑈(𝑡)− 𝐹𝑈(1− 𝑡) ,
1

2
≤ 𝑡 < 1

1 , 𝑡 ≥ 1

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 , 𝑡 <

1

2

2𝑡− 1 ,
1

2
≤ 𝑡 < 1

1 , 𝑡 ≥ 1

.
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Вiдповiдно, щiльнiсть 𝑌1 дорiвнює

𝑓𝑌1
(𝑡) = 2 · 1

{︂
1

2
< 𝑡 < 1

}︂
,

де ми поклали 𝑓𝑌1
(𝑡) = 0 в точках недиференцiйовности 𝐹𝑌1

.
Аналогiчно можна показати, що

𝑓𝑌2
(𝑡) = 2 · 1

{︂
0 < 𝑡 <

1

2

}︂
.

Для цього потрiбно помiтити, що мiнiмум двох значень бiльше деякого 𝑡,
якщо обидва значення бiльше 𝑡.
Отже 𝑌1 та 𝑌2 мають рiвномiрнi розподiли на вiдповiдних iнтервалах.
Пiдрахунок сподiвання E [𝑌1 − 𝑌2] можна здiйснити за визначенням та

властивiстю лiнiйности:

E [𝑌1 − 𝑌2] = E [𝑌1]− E [𝑌2] =

� 1

1
2

2𝑡 𝑑𝑡−
� 1

2

0

2𝑡 𝑑𝑡 = 1− 1

4
− 1

4
=

1

2
.

8.5 Додатковi вправи

Вправа 8.5.1. Нехай 𝑋 ∼ U ((−𝑎; 𝑎]), 𝑎 > 0. Обчислiть значення параме-
тра 𝑎, щоб

� P𝑋 (−1 < 𝑋 < 2) = 0.75;

� P𝑋 (|𝑋| < 1) = P𝑋 (|𝑋| > 2).

Для спрощення вважайте, що вiдповiднi точки не є межами носiя.

Розв’язання. Функцiя рiвномiрного розподiлу дорiвнює

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , 𝑥 < −𝑎
𝑥+ 𝑎

2𝑎
, −𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑎

1 , 𝑥 ≥ 𝑎

.

Звiдси

P𝑋 (−1 < 𝑋 < 2) = 𝐹𝑋(2)− 𝐹𝑋(−1) =
2 + 𝑎

2𝑎
− −1 + 𝑎

2𝑎
=

3

2𝑎
= 0.75 ,
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звiдки 𝑎 = 2.
З аналогiчних мiркувань маємо

P𝑋 (|𝑋| < 1) = P𝑋 (|𝑋| > 2) ⇔ 𝐹𝑋(1)−𝐹𝑋(−1) = 1−(𝐹𝑋(2)−𝐹𝑋(−2)) .

Оскiльки

𝐹𝑋(1) =
1 + 𝑎

2𝑎
, 𝐹𝑋(−1) =

𝑎− 1

2𝑎
, 𝐹𝑋(2) =

2 + 𝑎

2𝑎
, 𝐹𝑋(−2) =

𝑎− 2

2𝑎
,

маємо рiвняння

1 + 𝑎

2𝑎
− 𝑎− 1

2𝑎
= 1− 2 + 𝑎

2𝑎
+

𝑎− 2

2𝑎
,

звiдки 𝑎 = 3.

Вправа 8.5.2. Нехай на виробництвi виготовляють кульковi пiдшипники,
якi вважають придатними до використання, якщо їхнiй дiаметр коливає-
ться в межах 0.5± 0.0006 см.
Перевiрка денної партiї пiдшипникiв виявила, що розподiл дiаметрiв про-

дукцiї є нормальний iз параметрами 𝜇 = 0.5007 см та 𝜎 = 0.0005 см.
Яка є сподiвана частка бракованих пiдшипникiв?

Розв’язання. Iмовiрнiсть того, що пiдшипник бракований, дорiвнює

𝑝 = P𝑋 ((𝑋 > 0.5 + 0.0006) ∪ (𝑋 < 0.5− 0.0006))

= P𝑋 (𝑋 > 0.5006) + P𝑋 (𝑋 < 0.4994)

= 1− P𝑋 (𝑋 ≤ 0.5006) + P𝑋 (𝑋 < 0.4994)

= 1− P𝑍

(︂
𝑍 ≤ 0.5006− 0.5007

0.0005

)︂
+ P𝑍

(︂
𝑍 <

0.4994− 0.5007

0.0005

)︂
= 1− P𝑍 (𝑍 ≤ −0.2) + P𝑍 (𝑍 < −2.6)

= 1− Φ(−0.2) + Φ(−2.6) ≈ 0.584 .

Нехай 𝑌 =«загальне число бракованих пiдшипникiв». Вочевидь, 𝑌 ∼
Binom (𝑛, 𝑝), де 𝑛 — денний обсяг виробленої продукцiї. Сподiване число
бракованих пiдшипникiв дорiвнює E [𝑌 ] = 𝑛𝑝, а частка, вiдповiдно,

E [𝑌 ]

𝑛
= 𝑝 ,

або приблизно 58.4%.
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Вправа 8.5.3. Нехай тривалiсть поїздки (у хв.) 𝑋 вiд дому до офiсу має
нормальний розподiл iз параметрами 𝜇 = 40 та 𝜎 = 7. За скiльки потрiбно
виїхати з дому, щоб iмовiрнiсть запiзнитися на зустрiч, призначену на 13:00,
була нижчою вiд 0.05?

Розв’язання. Iмовiрнiсть запiзнення дорiвнює 0.05, якщо

0.05 = P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥)

для деякого 𝑥, тобто якщо поїздка займе понад 𝑥 хвилин. У термiнах стан-
дартизованої величини маємо

0.05 = 1− Φ

(︂
𝑥− 40

7

)︂
.

Можна обчислити, що Φ−1(0.95) ≈ 1.645. Отже маємо рiвняння

1.645 =
𝑥− 40

7
,

розв’язком якого є 𝑥 = 51.515. Iншими словами, потрiбно вийти з дому не
пiзнiше вiд 12 години 8.485 хв.

Вправа 8.5.4. Нехай 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1), а 𝑆 — випадковий знак, тобто 𝑆 = ±1
з однаковими ймовiрностями. Який розподiл має величина 𝑆𝑍?

Розв’язання. Розписуючи функцiю розподiлу випадкової величини 𝑆𝑍 за
формулою повної ймовiрности та враховуючи 𝑍 ⊥⊥ 𝑆, маємо

P𝑆𝑍 (𝑆𝑍 ≤ 𝑡) = P𝑆𝑍|𝑆 (𝑆𝑍 ≤ 𝑡 | 𝑆 = 1) · P𝑆 (𝑆 = 1)

+ P𝑆𝑍|𝑆 (𝑆𝑍 ≤ 𝑡 | 𝑆 = −1) · P𝑆 (𝑆 = −1)

=
1

2

(︀
P𝑍|𝑆 (𝑍 ≤ 𝑡 | 𝑆 = 1) + P𝑍|𝑆 (𝑍 ≥ −𝑡 | 𝑆 = −1)

)︀
=

1

2
(P𝑍 (𝑍 ≤ 𝑡) + P𝑍 (𝑍 ≥ −𝑡))

=
1

2
(Φ(𝑡) + 1− Φ(−𝑡))

=
1

2
(Φ(𝑡) + Φ(𝑡)) = Φ(𝑡) ,

де ми використали результат Твердження КЛ7.2.3.
Отже 𝑆𝑍 має стандартний нормальний розподiл.
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Вправа 8.5.5. Чому дорiвнює розподiл випадкової величини 𝑅 = 𝑎 sin 𝜃,
де 𝜃 ∼ U ((−𝜋/2;𝜋/2]), 𝑎 > 0?
Ця величина виринає в балiстичнiй теорiї. Якщо снаряд випускають iз

початку координат пiд кутом 𝛼 до землi зi швидкiстю 𝑣, то точкою при-
землення є 𝑅 = 𝑣2

𝑔 sin 2𝛼, де 𝑔 — прискорення вiльного падiння.

Розв’язання. Можна помiтити, що на носiї supp (𝜃) = (−𝜋/2; 𝜋/2] функцiя
𝑔(𝜃) = 𝑎 sin 𝜃 є взаємно однозначною. Також маємо 𝑔−1(𝑟) = arcsin 𝑟

𝑎 , яка
на цьому носiї є неперервно диференцiйовною з похiдною⃒⃒⃒⃒

𝑑

𝑑𝑟
𝑔−1(𝑟)

⃒⃒⃒⃒
=

1

𝑎

1√︁
1−

(︀
𝑟
𝑎

)︀2 .

Також можна бачити, що supp (𝑅) = 𝑔(supp (𝑋)) = (−𝑎; 𝑎].
Отже за (КЛ7.4.3) маємо

𝑓𝑅(𝑟) = 𝑓𝑋
(︀
𝑔−1(𝑟)

)︀
·
⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑟
𝑔−1(𝑟)

⃒⃒⃒⃒
· 1 {𝑟 ∈ 𝑔(supp (𝑋))}

=
1

𝜋
· 1
𝑎

1√︁
1−

(︀
𝑟
𝑎

)︀2 · 1 {−𝑎 < 𝑟 < 𝑎}

=
1

𝜋
√
𝑎2 − 𝑟2

· 1 {−𝑎 < 𝑟 < 𝑎} .
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9 Окремi застосування

неперервних випадкових

величин

9.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ8.
Один iз важливих результатiв, пов’язаних iз неперервними випадковими

величинами, є спосiб перетворення стандартного рiвномiрного розподiлу у
деякий довiльний розподiл.

Теорема (Iнтегральне перетворення ймовiрностей (Probability integral tran-
sform), КЛ8.1.1). Нехай випадкова величина 𝑋 : (Ω,𝒜,P) → R має фун-
кцiю розподiлу 𝐹𝑋(𝑥) = P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥). Тодi:

(i) якщо 𝐹𝑋 неперервна, то випадкова величина 𝑈 = 𝐹𝑋(𝑋) має розподiл
𝑈 ∼ U ((0; 1]);

(ii) якщо 𝑈 ∼ U ((0; 1]), то випадкова величина 𝐹 †
𝑋(𝑈), де

𝐹 †
𝑋(𝑢) = inf {𝑥 ∈ R : 𝐹𝑋(𝑥) ≥ 𝑢} , (КЛ8.1.1)

має розподiл P𝑋
1.

Теорему КЛ8.1.1 на практицi можна використовувати у двох випадках:

� для перетворення вибiрки значень iз невiдомого розподiлу у вибiрку
з рiвномiрним розподiлом, потреба в чому виникає у деяких стати-
стичних методах;

� для генерування випадкових чисел, розподiлених за певним законом.
Для цього достатньо згенерувати рiвномiрно розподiленi випадковi
числа на iнтервалi (0; 1]2 i застосувати до них функцiю 𝐹 †

𝑋 , вiдповiдну
бажаному розподiлу.

1Якщо функцiя 𝐹𝑋 є строго зростаючою, вона є взаємно однозначною, а тому 𝐹 †
𝑋(𝑢) = 𝐹−1

𝑋 (𝑢). Вибiр
inf замiсть min обумовлено, зокрема, тим, що тодi 𝐹 †

𝑋(0) = −∞.
2У будь-якiй системi програмування iснують функцiї, якi можуть це зробити — так званi генератори
псевдовипадкових чисел (pseudorandom number generators). Наприклад, у мовi Python для цього
можна використати функцiю random iз модуля numpy.random.
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Розгляньмо дуже цiкавий розподiл та з’ясуймо, як його можна вико-
ристовувати для оновлення iнформацiї про розподiл деякого невiдомого
параметра.

Визначення (КЛ8.2.1). Випадкова величина 𝑋 має Бета-розподiл (Beta
distribution) iз параметрами 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑋 ∼ Beta (𝑎, 𝑏), якщо її щiльнiсть
дорiвнює

𝑓(𝑥) =
1

𝐵(𝑎, 𝑏)
𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1 · 1 {0 < 𝑥 < 1} , (КЛ8.2.1)

де 𝐵(𝑎, 𝑏) — бета-функцiя виду

𝐵(𝑎, 𝑏) =

� 1

0

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1 𝑑𝑥 .

Iнтеграл щiльности Бета-розподiлу дорiвнює 1, адже значення бета-функ-

цiї 𝐵(𝑎, 𝑏) за визначенням i є вiдповiдним iнтегралом
� 1

0

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1 𝑑𝑥.

Функцiя розподiлу для Бета-розподiлу в загальному випадку не має про-
стого аналiтичного запису.
Як можна помiтити, розподiл Beta (1, 1) тотожний стандартному рiвно-

мiрному розподiлу.
Завдяки своїй гнучкостi, Бета-розподiл часто використовують для моде-

лювання ймовiрностей невiдомих параметрiв. Наприклад, нехай ми маємо
деяку монетку, але не знаємо, iз якою ймовiрнiстю 𝑝 вона випаде гербом.
Ми волiємо з’ясувати цю ймовiрнiсть шляхом пiдкидання монетки 𝑛 разiв
та аналiзу випадiв. Згiдно з частотним пiдходом до iнтерпретацiї ймовiр-
ностей, ми можемо порахувати середню частку гербiв iз-посеред 𝑛 випалих,
яка для великих 𝑛 буде близька до справжнього значення.
У рамках галузи статистики, що має назву Беєсiвського виведення (Bayesi-

an inference), невiдомий параметр 𝑝 розглядають як випадкову величину,
що має деякий розподiл. Спочатку цей розподiл є апрiорним (prior), а з
надходженням нової iнформацiї його оновлюють i дiстають апостерiорний
(posterior) розподiл. Звiсно, такий пiдхiд працює в будь-яких схожих ситу-
ацiях, а тут ми зосередимося на оцiнюваннi параметра 𝑝 для монетки.
Розгляньмо випадок, коли апрiорним розподiлом є Бета-розподiл: 𝑝 ∼

Beta (𝑎, 𝑏), де константи 𝑎 i 𝑏 вiдомi. Нехай 𝑋 =«число гербiв iз-посеред
𝑛 пiдкидань монетки». Для деякого фiксованого 𝑝 вiдомо, що 𝑋 | 𝑝 ∼
Binom (𝑛, 𝑝). Тодi для пошуку апостерiорного розподiлу можна застосува-
ти теорему Беєса КЛ3.3.1, але замiсть функцiї ймовiрности для 𝑝 ми вико-
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ристаємо щiльнiсть, оскiльки 𝑝 є неперервною випадковою величиною:

𝑓𝑝|𝑋(𝑝 | 𝑋 = 𝑘) =
P𝑋 (𝑋 = 𝑘 | 𝑝) 𝑓𝑝(𝑝)

P𝑋 (𝑋 = 𝑘)

=

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘 · 1

𝐵(𝑎, 𝑏)
𝑝𝑎−1(1− 𝑝)𝑏−1

P𝑋 (𝑋 = 𝑘)

= 𝐶 · 𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘 · 𝑝𝑎−1(1− 𝑝)𝑏−1

= 𝐶 · 𝑝𝑎+𝑘−1(1− 𝑝)𝑏+𝑛−𝑘−1 ,

де ми об’єднали всi константи, якi не залежать вiд 𝑝, в одну константу 𝐶.
Самостiйного значення константа 𝐶 не має, вона iснує тiльки для того, щоб
iнтеграл щiльности дорiвнював 1. Часто її опускають i просто пишуть

𝑓𝑝|𝑋(𝑝 | 𝑋 = 𝑘) ∝ 𝑝𝑎+𝑘−1(1− 𝑝)𝑏+𝑛−𝑘−1 .

У будь-якому випадку з зовнiшнього вигляду вiдповiдної щiльности мо-
жна зробити висновок, що 𝑝 | 𝑋 = 𝑘 ∼ Beta (𝑎+ 𝑘, 𝑏+ 𝑛− 𝑘). Iншими
словами, якщо апрiорний розподiл є Бета-розподiлом, а 𝑋 має бiномний
розподiл за умови 𝑝, то апостерiорний розподiл параметру 𝑝 залишається
Бета-розподiлом. Кажуть, що Бета-розподiл є спряженим апрiорним роз-
подiлом (conjugate prior) для бiномного розподiлу.

Зауваження (КЛ8.2.3). Варто помiтити, що формула для оновлення роз-
подiлу параметру 𝑝 є дуже простою. Ми просто додаємо загальне число
успiхiв 𝑘 до першого параметра Бета-розподiлу i загальне число невдач
𝑛− 𝑘 до другого параметра Бета-розподiлу.

Знайдiмо сподiвання та дисперсiю Бета-розподiлу.

Твердження (КЛ8.2.4). Якщо 𝑋 ∼ 𝐵(𝑎, 𝑏), то сподiвання E [𝑋] = 𝑎
𝑎+𝑏 , а

дисперсiя Var (𝑋) = 𝑎𝑏
(𝑎+𝑏)2(𝑎+𝑏+1) .

Розгляньмо розподiли мiнiмуму, максимуму та iнших подiбних функцiй.

Визначення (КЛ8.3.1). Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — деякi випадковi величини.
Тодi порядковими статистиками3 (order statistics) будуть випадковi ве-

3Статистикою в загальному випадку називають будь-яку функцiю вiд даних у деякiй вибiрцi.
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личини 𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑛) такi, що

𝑋(1) = min {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ,

𝑋(2) = min
{︀
{𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ∖

{︀
𝑋(1)

}︀}︀
,

...

𝑋(𝑛−1) = min
{︀
{𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ∖

{︀
𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑛−2)

}︀}︀
𝑋(𝑛) = min

{︀
{𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ∖

{︀
𝑋(1), . . . , 𝑋(𝑛−1)

}︀}︀
= max {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ,

тобто 𝑋(𝑘) — це 𝑘-а найменша величина, або ж 𝑘-а порядкова статистика.

Зосередьмо свою увагу на незалежних (абсолютно) неперервних вели-
чинах, що мають однаковий розподiл P𝑋 . Розгляньмо спочатку розподiл
максимальної величини 𝑋(𝑛):

𝐹𝑋(𝑛)
(𝑥) = P𝑋(𝑛)

(︀
𝑋(𝑛) ≤ 𝑥

)︀
.

Для того, щоб найбiльше значення було менше вiд деякого числа 𝑥, потрi-
бно, щоб усi значення були меншi вiд такого значення. Через незалежнiсть
величин та рiвнiсть їхнiх розподiлiв, iмовiрнiсть такої подiї є добутком iмо-
вiрностей окремих подiй:

𝐹𝑋(𝑛)
(𝑥) = P𝑋 (𝑋1 ≤ 𝑥) · . . . · P𝑋 (𝑋𝑛 ≤ 𝑥) = (𝐹𝑋(𝑥))

𝑛 . (КЛ8.3.1)

Щiльнiсть такого розподiлу можна дiстати як похiдну4:

𝑓𝑋(𝑛)
(𝑥) = 𝑛(𝐹𝑋(𝑥))

𝑛−1𝑓𝑋(𝑥) . (КЛ8.3.2)

У схожий спосiб маємо функцiю розподiлу мiнiмального значення, помi-
тивши, що воно було бiльше вiд деякого числа 𝑥, якщо всi значення будуть
бiльшi вiд такого значення:

𝐹𝑋(1)
(𝑥) = P𝑋(1)

(︀
𝑋(1) ≤ 𝑥

)︀
= 1− P𝑋(1)

(︀
𝑋(1) ≥ 𝑥

)︀
= 1− (1− 𝐹𝑋(𝑥))

𝑛 .
(КЛ8.3.3)

Щiльнiсть такого розподiлу можна дiстати як похiдну:

𝑓𝑋(1)
(𝑥) = 𝑛(1− 𝐹𝑋(𝑥))

𝑛−1𝑓𝑋(𝑥) . (КЛ8.3.4)

У загальному випадку маємо таке Твердження.

Твердження (КЛ8.3.2). Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — незалежнi неперервнi вели-
чини з однаковим розподiлом P𝑋 . Тодi функцiя i щiльнiсть розподiлу по-

4Пам’ятаючи, що в точках недиференцiйовности функцiї розподiлу можна покласти довiльнi значення
щiльности.
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рядкової статистики 𝑋(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, мають вид:

𝐹𝑋(𝑘)
(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

(︂
𝑛

𝑗

)︂
(𝐹𝑋(𝑥))

𝑗(1− 𝐹𝑋(𝑥))
𝑛−𝑗 ,

𝑓𝑋(𝑘)
(𝑥) = 𝑛

(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
𝑓𝑋(𝑥)(𝐹𝑋(𝑥))

𝑘−1(1− 𝐹𝑋(𝑥))
𝑛−𝑘 .

(КЛ8.3.5)

Експоненцiйний розподiл є аналогом геометричного розподiлу в непе-
рервному випадку. Якщо величина з геометричним розподiлом вiдповiдає
кiлькостi невдач перед першим успiхом, то величина, що має експоненцiй-
ний розподiл, вiдповiдає часу до появи першого успiху. Успiхи стаються з
iнтенсивнiстю 𝜆 на одиницю часу.

Визначення (КЛ8.4.1). Випадкова величина 𝑋 має експоненцiйний роз-
подiл (exponential distribution), що позначають через 𝑋 ∼ Exp (𝜆), 𝜆 > 0,
якщо її щiльнiсть розподiлу має вид

𝑓𝑋(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 · 1 {𝑥 > 0} . (КЛ8.4.1)

Функцiя розподiлу має вид

𝐹𝑋(𝑥) =

� 𝑥

−∞
𝜆𝑒−𝜆𝑥 · 1 {𝑥 > 0} 𝑑𝑡 =

{︃
0 , 𝑥 < 0

1− 𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 ≥ 0
.

Сподiвання та дисперсiя експоненцiйного розподiлу пов’язанi з параме-
тром 𝜆.

Твердження (КЛ8.4.3). Якщо 𝑋 ∼ Exp (𝜆), то E [𝑋] = 1
𝜆 , а Var (𝑋) = 1

𝜆2 .

Експоненцiйний розподiл, як i геометричний, є розподiлом без пам’яти,
тобто тривалiсть 𝑡 очiкування першого успiху, за умови, що протягом часу
𝑠 вiн iще не встиг настати, така сама, як тривалiсть очiкування першого
успiху «з самого початку»:

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑠+ 𝑡 | 𝑋 ≥ 𝑠) = P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑡) , 𝑠, 𝑡 ≥ 0 .

Бiльше того, експоненцiйний розподiл — єдиний додатний неперервний
розподiл, який не має пам’яти.

Твердження (КЛ8.4.4). Нехай 𝑋 — додатна неперервна випадкова вели-
чина без пам’яти. Тодi 𝑋 ∼ Exp (𝜆).

Отже експоненцiйний розподiл є єдиним можливим варiантом для опису
явищ, де час очiкування появи деякої подiї не має пам’яти, наприклад:
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� атоми радiоактивних iзотопiв, зокрема вуглецю-14, урану-235, строн-
цiю-90 у випадковi моменти часу раптово розпадаються з одночасним
випромiненням радiацiї або певних частинок;

� на вiдмiну вiд деякого механiчного приладу, який iз часом об’єктивно
зношується, а тому очiкувана тривалiсть його роботи в рiзнi момен-
ти часу буде рiзною, електроннi компоненти не зношуються з часом
(принаймнi в осяжнiй перспективi використання приладу), а виходять
iз ладу раптово i непрогнозовано.

Експоненцiйний розподiл пов’язаний iз розподiлом Пуассона. Розгляньмо
деяку послiдовнiсть подiй, якi стаються у випадковi моменти часу. Якщо
послiдовнiсть має такi властивостi:

� кiлькiсть подiй 𝑁 в iнтервалi часу довжиною 𝑡 має розподiл 𝑁 ∼
Pois (𝜆𝑡);

� поява подiї в одному часовому iнтервалi не залежить вiд появи подiї
в iншому часовому iнтервалi без спiльного перетину;

то її називають процесом Пуассона (Poisson process) з iнтенсивнiстю на-
стання подiй 𝜆. Ми обмежимося тим фактом, що час очiкування появи
наступної подiї пiсля появи попередньої 𝑇 ∼ Exp (𝜆) для всiх подiй.
Справдi, розгляньмо розподiл часу очiкування появи першої подiї, 𝑇1.

Звернiмо увагу на той факт, що подiя 𝑇1 > 𝑡 — це та сама подiя, що й «за
перiод часу вiд 0 до 𝑡 не сталося жодної подiї», тобто

P𝑇1
(𝑇1 ≤ 𝑡) = 1−P𝑇1

(𝑇1 > 𝑡) = 1−P𝑁 (𝑁 = 0) = 1− 𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝑡)0

0!
= 1− 𝑒−𝜆𝑡 ,

вiдтак 𝑇1 ∼ Exp (𝜆).
Аналогiчно можна розглянути рiзницю мiж часом настанням другої по-

дiї 𝑇2 та часом настання першої подiї 𝑇1. Оскiльки за умовами процесу
Пуассона ймовiрнiсть настання подiї в одному iнтервалi не залежить вiд
iмовiрности настання подiї в iншому, розподiл 𝑇2 − 𝑇1 нiчим не вiдрiзня-
ється вiд розподiлу 𝑇1, тобто 𝑇2 − 𝑇1 ∼ Exp (𝜆). Вiдповiднi мiркування
справедливi для рiзниць у часi мiж будь-якими сусiднiми подiями.

9.2 Iнтегральне перетворення ймовiрностей

Вправа 9.2.1. Повернiмося до розподiлу Рейлi, розглянутого у Вправi 7.3.3:

𝐹 (𝑥) =
(︁
1− 𝑒−

𝑥2

2

)︁
· 1 {𝑥 > 0} .

Як можна згенерувати на комп’ютерi вибiрку випадкових чисел iз розпо-
дiлом Рейлi за допомогою iнтегрального перетворення ймовiрностей?
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Рис. 9.2.1: Графiк щiльности розподiлу Рейлi та гiстограма 105 результатiв
застосування оберненої функцiї розподiлу Рейлi до випадкових
чисел для Вправи 9.2.1

Розв’язання. Оскiльки функцiя розподiлу Рейлi є строго монотонною на
своєму носiї supp (𝑋) = {𝑥 > 0}, функцiя 𝐹 †

𝑋(𝑢) = inf {𝑥 ∈ R : 𝐹𝑋(𝑥) ≥ 𝑢}
з Теореми КЛ8.1.1 є оберненою функцiєю:

𝐹 †
𝑋(𝑢) = 𝐹−1

𝑋 (𝑢) =
√︀

−2 ln(1− 𝑢) .

Щоб згенерувати вибiрку з розподiлу Рейлi, потрiбно згенерувати на
комп’ютерi випадковi числа, розподiленi рiвномiрно на (0; 1), та застосу-
вати до них функцiю 𝐹−1

𝑋 (𝑢) =
√︀

−2 ln(1− 𝑢).
Цей факт можна проiлюструвати за допомогою вiдповiдної симуляцiї за

методом Монте-Карло. Ми згенеруємо 105 випадкових чисел на iнтервалi
(0; 1), застосуємо до них функцiю 𝐹−1

𝑋 та побудуємо вiдповiдну гiстограму
(Лiстинг 9.2.1). Як можна бачити з Рис. 9.2.1, гiстограма дуже близька до
аналiтичного графiка щiльности розподiлу.

Лiстинг 9.2.1: Код для Вправи 9.2.1
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import rc

import numpy as np

from numpy.random import seed

5 from scipy.stats import uniform

rc(’text’, usetex=True)

rc(’text.latex’, unicode=True)

rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage[utf8]{ inputenc}’)

10 rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage[ukrainian ]{ babel}’)
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seed (100)

u = uniform.rvs(size =10**5)

x = np.sort(np.sqrt(-2*np.log(1 - u)))

15

pdf = x * np.exp(- x**2 / 2) * (x > 0)

fig , ax1 = plt.subplots ()

20 ax1.hist(x, bins =100, alpha =0.5)

ax1.set_ylabel("Гiстограма", fontsize =15)

ax1.tick_params(axis=’y’, labelsize =10)

ax1.set_ylim (0)

ax1.set_xlim (0)

25 ax1.yaxis.label.set_color("blue")

ax2 = ax1.twinx()

ax2.plot(x, pdf , color="red")

30 ax2.set_ylabel("Щiльнiсть", fontsize =15)

ax2.tick_params(axis=’y’, labelsize =10)

ax2.set_ylim (0)

ax2.set_xlim (0)

ax2.yaxis.label.set_color("red")

35

fig.tight_layout ()

plt.savefig("../../ images/Chapter 9/ rayleigh.png", dpi =300)

Вправа 9.2.2. Нехай 𝑋 ∼ Exp (𝜆) i 𝑎 > 0. Тодi величина 𝑌 = 𝑎𝑒𝑋 має
розподiл Парето (Pareto distribution). Цей розподiл часто застосовують у
рiзних галузях статистичного моделювання.
Чому дорiвнюють її функцiя та щiльнiсть розподiлу? Як можна згене-

рувати на комп’ютерi вибiрку випадкових чисел iз розподiлом Парето за
допомогою iнтегрального перетворення ймовiрностей?

Розв’язання. Функцiю розподiлу Парето знайдiмо за визначенням:

𝐹𝑌 (𝑦) = P𝑌 (𝑌 ≤ 𝑦) = P𝑋

(︀
𝑎𝑒𝑋 ≤ 𝑦

)︀
.

Варто помiтити, що для 𝑦 ≤ 0 маємо 𝐹𝑌 (𝑦) = 0, оскiльки експонента
завжди додатна. Для 𝑦 > 0 маємо

𝐹𝑌 (𝑦) = P𝑋

(︁
𝑋 ≤ ln

𝑦

𝑎

)︁
.

Також варто помiтити, що якщо 0 < 𝑦 ≤ 𝑎, то логаритм буде недодатний.
Проте експоненцiйна величина 𝑋 завжди додатна, отже 𝐹𝑌 (𝑦) = 0 i в
цьому випадку також. Нарештi для 𝑦 > 𝑎 маємо

𝐹𝑌 (𝑦) = 1− 𝑒−𝜆 ln 𝑦
𝑎 .
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Рис. 9.2.2: Графiк щiльности розподiлу Парето з параметрами 𝑎 = 1, 𝜆 = 2
та гiстограма 105 результатiв застосування оберненої функцiї
розподiлу Парето до випадкових чисел для Вправи 9.2.2

Остаточно

𝐹𝑌 (𝑦) =

(︃
1−

(︂
𝑎

𝑦

)︂𝜆
)︃

· 1 {𝑦 > 𝑎} .

Щiльнiсть розподiлу Парето можна дiстати шляхом диференцiювання
вiдповiдної функцiї розподiлу:

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝜆

(︂
𝑎

𝑦

)︂𝜆−1

· 𝑎

𝑦2
· 1 {𝑦 > 𝑎} = 𝜆𝑎𝜆𝑦−(𝜆+1) · 1 {𝑦 > 𝑎} .

Оскiльки 𝑢 ∈ (0; 1), нас цiкавить тiльки та частина, що вiдповiдає носiю
supp (𝑌 ). Оскiльки функцiя розподiлу строго монотонна для 𝑦 > 𝑎, для
застосування iнтегрального перетворення ймовiрностей достатньо дiстати
обернену функцiю розподiлу:

𝐹−1
𝑌 (𝑢) = 𝑎(1− 𝑢)−

1
𝜆 .

Цей факт можна проiлюструвати для випадку 𝑎 = 1, 𝜆 = 2 за допомогою
вiдповiдної симуляцiї за методом Монте-Карло. Ми згенеруємо 105 випад-
кових чисел на iнтервалi (0; 1), застосуємо до них функцiю 𝐹−1

𝑌 та побуду-
ємо вiдповiдну гiстограму (Лiстинг 9.2.2). Як можна бачити з Рис. 9.2.2,
гiстограма дуже близька до аналiтичного графiка щiльности розподiлу.

Лiстинг 9.2.2: Код для Вправи 9.2.2
import matplotlib.pyplot as plt
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from matplotlib import rc

import numpy as np

from numpy.random import seed

5 from scipy.stats import uniform

rc(’text’, usetex=True)

rc(’text.latex’, unicode=True)

rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage[utf8]{ inputenc}’)

10 rc(’text.latex’, preamble=r’\usepackage[ukrainian ]{ babel}’)

a = 1

lmbd = 2

15 seed (100)

u = uniform.rvs(size =10**5)

x = np.sort(a * (1 - u)**( -1/ lmbd))

x_max = (100*a)**(1/ lmbd)

x = x[x < x_max]

20

pdf = lmbd * a**lmbd * x**(-( lmbd + 1)) * (x > a)

fig , ax1 = plt.subplots ()

25 ax1.hist(x, bins =100, alpha =0.5)

ax1.set_ylabel("Гiстограма", fontsize =15)

ax1.tick_params(axis=’y’, labelsize =10)

ax1.set_xlim (0)

ax1.set_ylim (0)

30 ax1.yaxis.label.set_color("blue")

ax2 = ax1.twinx()

ax2.plot(x, pdf , color="red")

35 ax2.set_ylabel("Щiльнiсть", fontsize =15)

ax2.tick_params(axis=’y’, labelsize =10)

ax2.set_xlim (0)

ax2.set_ylim (0)

ax2.yaxis.label.set_color("red")

40

fig.tight_layout ()

plt.savefig("../../ images/Chapter 9/ pareto.png", dpi =300)

Приклад 9.2.3. Нехай невiд’ємна випадкова величина 𝑋 має функцiю
розподiлу 𝐹 . Покажiмо, що

E [𝑋] =

� ∞

0

(1− 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑡 . (9.2.1)

Спочатку потрiбно помiтити, що для будь-якого невiд’ємного 𝑥 ≥ 0

𝑥 =

� 𝑥

0

𝑑𝑡 =

� ∞

0

1 {𝑥 > 𝑡} 𝑑𝑡 ,
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тому

𝑋 =

� ∞

0

1 {𝑋 > 𝑡} 𝑑𝑡 .

Вiзьмiмо сподiвання з обох бокiв та використаймо той факт, що сподiва-
ння — це також iнтеграл:

E [𝑋] = E
[︂� ∞

0

1 {𝑋 > 𝑡} 𝑑𝑡

]︂
=

� ∞

0

E [1 {𝑋 > 𝑡}] 𝑑𝑡

=

� ∞

0

P𝑋 (𝑋 > 𝑡) 𝑑𝑡 =

� ∞

0

(1− 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑡 .

Проiлюструймо цю тотожнiсть для неперервної та строго монотонної
функцiї стандартного логнормального розподiлу. Розгляньмо Рис. 9.2.3.
Зафарбовану область можна розглядати як iнтеграл (9.2.1). З iншого боку
цю ж область можна розглядати як iнтеграл вiд оберненої функцiї розпо-
дiлу 𝐹−1. Для цього потрiбно перевернути систему координат i розглянути
ординату 𝑝 як змiнну iнтегрування:

� ∞

0

(1− 𝐹 (𝑡)) 𝑑𝑡 =

� 1

0

𝐹−1(𝑝) 𝑑𝑝 =

� ∞

−∞
𝐹−1(𝑝) · 1 {0 < 𝑝 < 1} 𝑑𝑝

= E
[︀
𝐹−1(𝑈)

]︀
= E [𝑋] ,

де ми помiтили, що вiдповiдний iнтеграл є iнтегралом вiд функцiї 𝐹−1,
застосованої до випадкової величини 𝑈 ∼ U ((0; 1]), а, згiдно з Теоре-

мою КЛ8.1.1, величина 𝐹−1(𝑈)
𝑑
= 𝑋.

9.3 Бета-розподiл та елементи

Беєсiвського виведення

Вправа 9.3.1. Маркетолога цiкавить частка покупцiв 𝑝, якi придбають
новий товар у деякому магазинi. Вона маркетологу невiдома, i тому вiн
моделює цей параметр як випадкову величину з апрiорним стандартним
рiвномiрним розподiлом 𝑝 ∼ U ((0; 1]). За такого пiдходу до моделювання
вiн не має жодних апрiорних переконань, переваг чи пiдозр, а отже всi
можливi значення 𝑝 для нього рiвноймовiрнi.
По завершеннi робочого дня маркетолог має данi, вiдповiдно до яких

тiльки 6 iз 25 покупцiв придбали новий товар. Припускаючи, що для будь-
якого фiксованого 𝑝 покупцi ухвалюють рiшення незалежно одне вiд одно-
го, чому дорiвнює апостерiорний розподiл параметра 𝑝?
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Рис. 9.2.3: Iлюстрацiя до Прикладу 9.2.3: площа над функцiєю стандартно-
го логiстичного розподiлу 𝐹 та пiд прямою 𝑝 = 1 (зафарбована
область) є одночасно iнтегралом (9.2.1) та iнтегралом вiд обер-
неної функцiї розподiлу 𝐹−1

Розв’язання. Оскiльки апрiорним розподiлом 𝑝 є стандартний рiвномiрний
розподiл, який одночасно є розподiлом Beta (1, 1), а кiлькiсть покупцiв 𝑋,
якi придбали товар, для деякого фiксованого 𝑝 має бiномний розподiл iз
параметрами 𝑋 | 𝑝 ∼ Binom (25, 𝑝), апостерiорний розподiл 𝑝 | 𝑋 = 6
також буде бета-розподiлом, але вже з параметрами Beta (1 + 6, 1 + 19) =
Beta (7, 20).

Приклад 9.3.2. У 1977 р. у США йшла судова справа Castaneda v. Partida
щодо дискримiнацiї американцiв мексиканського походження пiд час пiд-
бору присяжних. В американськiй судовiй системi суд присяжних налiчує
12 осiб. Протягом 2.5 рокiв серед 220 осiб, якi були присяжними, тiльки
100 мали мексиканське походження, хоча мiсцеве населення на 79.1% скла-
далося з нащадкiв мексиканцiв. Суть позову полягала в тому, що цi данi
свiдчать про дискримiнацiю за етнiчною ознакою.
Суд порахував, що ймовiрнiсть вибрати тiльки 100 представникiв мен-

шини є дуже мала. Справдi, якщо припустити, що вiдбiр присяжних є абсо-
лютно випадковий i вiдбiр кожної окремої особи не залежить вiд iнших, то
число 𝑋 присяжних мексиканського походження повинно мати бiномний
розподiл 𝑋 ∼ Binom (220, 0.791). У цьому випадку

P𝑋 (𝑋 = 100) =

(︂
220

100

)︂
0.791100(1− 0.791)120 ≈ 6.287 · 10−28 .
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На пiдставi цих обчислень суд вирiшив, що дискримiнацiя мала мiсце.
Проте такi обчислення не зовсiм коректнi, адже вони припускають, що

дискримiнацiї не було, i з урахуванням цього обчислюють iмовiрнiсть на-
явних даних. Що нас повинно бiльше цiкавити — це ймовiрнiсть того, що
дискримiнацiї немає за умови, що 100 присяжних iз 220 мають мексикан-
ське походження. Нехай 𝑝 — частка присяжних, якi мають мексиканське
походження. В iдеалi ми хотiли б, щоб 𝑝 = 0.791. Ми можемо визначити,
що має мiсце дискримiнацiя, якщо 𝑝, спостережуване на практицi, менше,
наприклад, 0.8 · 0.791 = 0.6328. Тобто нас цiкавить iмовiрнiсть того, що
𝑝 ≤ 0.6328 за умови, що 𝑋 = 100.
Покладiмо, що апрiорний розподiл 𝑝 ∼ Beta (𝛼, 𝛽). Тодi апостерiорний

розподiл буде бета-розподiлом iз параметрами Beta (𝛼 + 100, 𝛽 + 120). Як
параметри 𝛼 i 𝛽 можна, звiсно, взяти двi одиницi, що вiдповiдатиме рiв-
номiрному розподiлу, проте в нашому випадку розподiл очевидно не є рiв-
номiрний, адже ми знаємо, що 79.1% населення мають мексиканське похо-
дження. Iншими словами, згiдно з Твердженням КЛ8.2.4, апрiорно

E [𝑝] =
𝛼

𝛼 + 𝛽
= 0.791 ,

тобто 𝛼 = 3.785𝛽.
Використаймо цю iнформацiю для обчислення шуканої ймовiрности:

P𝑝|𝑋 (𝑝 ≤ 0.6328 | 𝑋 = 100) =
1

𝐵(3.785𝛽 + 100, 𝛽 + 120)

×
� 0.6328

0

𝑝3.785𝛽+99(1− 𝑝)𝛽+119 𝑑𝑝 .

Можна пiдрахувати значення цiєї ймовiрности чисельно для кожного 𝛽
та дiстати вiдповiдний графiк (Рис. 9.3.1). Як можна бачити з графiка,
вiдповiдна ймовiрнiсть менша вiд 0.5 (тобто дискримiнацiя є радше мало-
ймовiрною, нiж високоймовiрною) для всiх 𝛽 ≥ 51.5, а отже для 𝛼 ≥ 194.9.
Утiм, усi бета-розподiли з вiдповiдними параметрами є нереалiстичними.

Наприклад, нехай апрiорний розподiл 𝑝 насправдi є Beta (194.9, 51.5). Для
такого розподiлу апрiорно P𝑝 (𝑝 ≤ 0.6328) ≈ 3.28 · 10−8, тобто апрiорно
ми оцiнюємо ймовiрнiсть дискримiнацiї як нульову (що дуже сумнiвно, i
навряд чи розумна людина так може вважати). Для всiх iнших апрiорних
розподiлiв ця ймовiрнiсть iще менша. З iншого боку, якщо хтось апрiорно
вважає, що E [𝑝] = 0.791 i ймовiрнiсть дискримiнацiї хоча б трiшки бiльша
вiд 3.28 · 10−8, то пiсля спостерiгання 𝑋 = 100 вiн обов’язково вважатиме,
що дискримiнацiя має ймовiрнiсть, вищу вiд 0.5.
Тому можна казати, що система пiдбору присяжних є несправедлива.
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Рис. 9.3.1: Графiк iмовiрности P𝑝|𝑋 (𝑝 ≤ 0.6328 | 𝑋 = 100) як функцiї вiд
параметра 𝛽 для Прикладу 9.3.2

Вправа 9.3.3. Нехай число дефектiв на поверхнi оптичного носiя має роз-
подiл Пуассона з параметром 𝜆, який може бути або 1.0, або 1.5. Нехай апрi-
орний розподiл параметра 𝜆 такий: P𝜆 (𝜆 = 1.0) = 0.4, P𝜆 (𝜆 = 1.5) = 0.6.
Якщо на оптичному носiї знаходять 3 дефекти, який буде апостерiорний

розподiл 𝜆?

Розв’язання. Згiдно з Теоремою Беєса,

P𝜆|𝑋 (𝜆 = 1.0 | 𝑋 = 3) =
P𝑋|𝜆 (𝑋 = 3 | 𝜆 = 1.0) · P𝜆 (𝜆 = 1.0)

P𝑋 (𝑋 = 3)
.

За формулою повної ймовiрности,

P𝑋 (𝑋 = 3) = P𝑋|𝜆 (𝑋 = 3 | 𝜆 = 1.0) · P𝜆 (𝜆 = 1.0)

+ P𝑋|𝜆 (𝑋 = 3 | 𝜆 = 1.5) · P𝜆 (𝜆 = 1.5) .

Оскiльки

P𝑋|𝜆 (𝑋 = 3 | 𝜆) = 𝑒−𝜆𝜆3

3!
,

маємо

P𝑋|𝜆 (𝑋 = 3 | 𝜆 = 1.0) · P𝜆 (𝜆 = 1.0) =
𝑒−113

3!
· 0.4 ≈ 0.0245 ,

P𝑋|𝜆 (𝑋 = 3 | 𝜆 = 1.5) · P𝜆 (𝜆 = 1.5) =
𝑒−1.5(1.5)3

3!
· 0.6 ≈ 0.0753 .
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Тому

P𝜆|𝑋 (𝜆 = 1.0 | 𝑋 = 3) =
0.0245

0.0245 + 0.0753
≈ 0.2455 ,

i, вiдповiдно,

P𝜆|𝑋 (𝜆 = 1.5 | 𝑋 = 3) = 1− P𝜆|𝑋 (𝜆 = 1.0 | 𝑋 = 3) = 0.7545 .

9.4 Порядковi статистики

Вправа 9.4.1. Нехай 𝑋 та 𝑌 — двi незалежнi неперервнi випадковi ве-
личини з функцiєю розподiлу 𝐹 та щiльнiстю 𝑓 . Чому дорiвнює розподiл
𝑀 = max {𝑋, 𝑌 }?
Нехай 𝑋, 𝑌 ∼ Bern (0.5), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Чому дорiвнює функцiя ймовiрности

𝑀 = max {𝑋, 𝑌 }? Чи є рiзниця у вiдповiдних формулах i чому?

Розв’язання. Максимум𝑀 буде менший вiд деякого 𝑥, якщо обидвi випад-
ковi величини меншi вiд 𝑥, що через незалежнiсть двох величин дорiвнює

𝐹𝑀(𝑥) = P𝑀 (𝑀 ≤ 𝑥) = P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥)P𝑌 (𝑌 ≤ 𝑥) = (𝐹 (𝑥))2 ,

а вiдтак щiльнiсть дорiвнює 𝑓𝑀(𝑥) = 2𝐹 (𝑥)𝑓(𝑥).
Розгляньмо тепер 𝑋, 𝑌 ∼ Bern (0.5). Iмовiрнiсть того, що 𝑀 = 0, еквi-

валентна ймовiрностi, що найбiльша з двох величин дорiвнює 0, тобто що
вони обидвi дорiвнюють 0:

P𝑀 (𝑀 = 0) = P𝑋 (𝑋 = 0)P𝑌 (𝑌 = 0) = 0.5 · 0.5 = 0.25 .

Тобто𝑀 ∼ Bern (0.75). Варто помiтити, що в цьому випадку ми не можемо
сказати, як у попередньому випадку, що P𝑀 (𝑀 = 𝑥) = 2𝐹 (𝑥)P𝑋 (𝑋 = 𝑥).
Зокрема, для 𝑥 = 0 маємо P𝑀 (𝑀 = 0) = 0.25, але 𝐹 (0) = 0.5, P𝑋 (𝑋 = 0) =
0.5, а отже повинно було б бути 2 ·0.52 = 0.5. Рiзниця з неперервним випад-
ком пов’язана з тим, що для дискретних випадкових величин допускається
ненульова ймовiрнiсть однакових значень (наприклад, 𝑋 = 0, 𝑌 = 0).

Вправа 9.4.2. Нехай складна система мiстить 𝑛 компонент, тривалiсть
роботи 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, кожної з яких має експоненцiйний розподiл 𝑋𝑖 ∼
Exp (𝜆), а самi 𝑋𝑖 незалежнi мiж собою. Якщо компоненти з’єднано послi-
довно (тобто система функцiюватиме, тiльки якщо всi компоненти працю-
ють), чому дорiвнює ймовiрнiсть, що система пропрацює понад 𝑡 одиниць
часу? Яка буде вiдповiдь для паралельного з’єднання (тобто система фун-
кцiюватиме, якщо принаймнi одна компонента працює)? Чому дорiвнює
сподiваний час роботи систем обох видiв?
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Розв’язання. У випадку послiдовного з’єднання компонент система про-
працює понад 𝑡 одиниць часу, якщо найслабша компонента пропрацює по-
над 𝑡 одиниць часу. Вiдповiдну ймовiрнiсть можна обчислити (для 𝑡 ≥ 0)
з урахуванням незалежности вiдповiдних випадкових величин:

P𝑋(1)

(︀
𝑋(1) ≥ 𝑡

)︀
= P𝑋 (𝑋1 ≥ 𝑡) · . . . · P𝑋 (𝑋𝑛 ≥ 𝑡) = (1− 𝐹𝑋(𝑡))

𝑛 = 𝑒−𝜆𝑡·𝑛 .

Iншими словами, 𝑋(1) ∼ Exp (𝜆𝑛), а отже сподiваний час роботи системи
дорiвнює E

[︀
𝑋(1)

]︀
= 1

𝜆𝑛 .
У випадку паралельного з’єднання система пропрацює понад 𝑡 одиниць

часу, якщо найвитривалiша компонента пропрацює понад 𝑡 одиниць часу.
Цю ймовiрнiсть можна обчислити (для 𝑡 ≥ 0) як

P𝑋(𝑛)

(︀
𝑋(𝑛) ≥ 𝑡

)︀
=1− P𝑋(𝑛)

(︀
𝑋(𝑛) ≤ 𝑡

)︀
= 1− P𝑋 (𝑋1 ≤ 𝑡) · . . . · P𝑋 (𝑋𝑛 ≤ 𝑡)

= 1− (𝐹𝑋(𝑡))
𝑛 = 1−

(︀
1− 𝑒−𝜆𝑡

)︀𝑛
.

Отже
𝐹𝑋(𝑛)

(𝑡) =
(︀
1− 𝑒−𝜆𝑡

)︀𝑛 · 1 {𝑡 ≥ 0} .

Для пiдрахунку сподiвання тривалости роботи системи знайдiмо щiль-
нiсть 𝑋(𝑛) як похiдну вiдповiдної функцiї розподiлу:

𝑓𝑋(𝑛)
(𝑡) = 𝐹 ′

𝑋(𝑛)
(𝑡) = 𝑛

(︀
1− 𝑒−𝜆𝑡

)︀𝑛−1
𝜆𝑒−𝜆𝑡 · 1 {𝑡 > 0} .

Сподiвання цiєї випадкової величини дорiвнює

E
[︀
𝑋(𝑛)

]︀
=

� ∞

0

𝑡 · 𝑛
(︀
1− 𝑒−𝜆𝑡

)︀𝑛−1
𝜆𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡 ,

проте цей iнтеграл не так просто обчислити.
Скористаймося натомiсть (9.2.1):

E
[︀
𝑋(𝑛)

]︀
=

� ∞

0

(︁
1−

(︀
1− 𝑒−𝜆𝑡

)︀𝑛)︁
𝑑𝑡 =

� 0

1

(1− 𝑢𝑛)) 𝑑

(︂
−1

𝜆
ln(1− 𝑢)

)︂
=

1

𝜆

� 1

0

1− 𝑢𝑛

1− 𝑢
𝑑𝑢

=
1

𝜆

� 1

0

(︀
1 + 𝑢+ 𝑢2 + . . .+ 𝑢𝑛−1

)︀
𝑑𝑢

=
1

𝜆

(︂
𝑢+

𝑢2

2
+ . . .+

𝑢𝑛

𝑛

)︂ ⃒⃒⃒⃒1
0

=
1

𝜆
·

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖
.
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9.5 Експоненцiйний розподiл та процес

Пуассона

Вправа 9.5.1. Тривалiсть роботи 𝑋 акумулятора має експоненцiйний роз-
подiл iз параметром 𝜆 = 1/3. Чому дорiвнює сподiвана тривалiсть роботи
акумулятора та вiдповiдна дисперсiя? Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що
акумулятор пропрацює вiд 2 до 4 одиниць часу? Якщо акумулятор уже
пропрацював 3 одиницi часу, яка ймовiрнiсть, що вiн пропрацює додатко-
во щонайменше 1 одиницю часу?

Розв’язання. Оскiльки 𝑋 ∼ Exp (1/3), за Твердженням КЛ8.4.3 маємо
E [𝑋] = 3, Var (𝑋) = 9. Iмовiрнiсть роботи акумулятора можна дiстати
за допомогою функцiї розподiлу:

P𝑋 (2 ≤ 𝑋 ≤ 4) = 𝐹𝑋(4)−𝐹𝑋(2) = 1−𝑒−4𝜆−
(︀
1− 𝑒−2𝜆

)︀
= 𝑒−

2
3−𝑒−

4
3 ≈ 0.250 .

Нарештi, оскiльки експоненцiйний розподiл не має пам’яти, iнформацiю
про попередню роботу можна вiдкинути. Тодi ймовiрнiсть, що вiн пропра-
цює додаткову одиницю часу, просто дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ≥ 1) = 𝑒−
1
3 ≈ 0.717 .

Вправа 9.5.2. Нехай час до падiння невеликого метеорита в пустелi має
експоненцiйний розподiл зi сподiванням 10 днiв. Наразi пiвнiч. Чому дорiв-
нює ймовiрнiсть, що метеорит упаде з 6 ранку до 6 вечора?

Розв’язання. Згiдно з умовами, 𝑋 =«час до падiння метеорита» має роз-
подiл 𝑋 ∼ Exp (0.1), оскiльки E [𝑋] = 1

𝜆 = 10. Помiтивши, що 6 годин
становить 0.25 доби, маємо

P𝑋 (0.25 ≤ 𝑋 ≤ 0.75) = 𝐹𝑋(0.75)− 𝐹𝑋(0.25) = 𝑒−0.25·0.1 − 𝑒−0.75·0.1 ≈ 0.048 .

Вправа 9.5.3. Нехай на кол-центр дзвiнки надходять вiдповiдно до про-
цесу Пуассона з iнтенсивнiстю 3 дзвiнки на хвилину.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що в деякий iнтервал тривалiстю 2 хви-

лини не надiйде жодного дзвiнка?
Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що перший дзвiнок пiсля 𝑡 = 0 надiйде

пiзнiше, нiж за 2 хвилини?
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Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що в iнтервалi вiд 𝑡 = 0 до 𝑡 = 2 не
надiйде жодного дзвiнка, а з 𝑡 = 2 по 𝑡 = 3 надiйде не бiльше 4 дзвiнкiв?
Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що четвертий дзвiнок надiйде не пiзнi-

ше, нiж за 30 секунд пiсля третього?
Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що перший дзвiнок пiсля 𝑡 = 0 надi-

йде не пiзнiше нiж за 20 секунд, а час очiкування мiж першим i другим
дзвiнком буде бiльший вiд 3 хвилин?
Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що п’ятий дзвiнок прийде пiзнiше, нiж

за 2 хвилини?

Розв’язання. Для спрощення позначень розгляньмо𝑁(𝑠, 𝑡) =«число дзвiн-
кiв, що надiйшли в iнтервалi вiд 𝑠 до 𝑡». За побудовою процесу Пуассона,
𝑁(𝑠, 𝑡) ∼ Pois (𝜆(𝑡− 𝑠)) = Pois (3(𝑡− 𝑠)).
Тодi ймовiрнiсть, що в деякий iнтервал тривалiстю 2 хвилини не надiйде

жодного дзвiнка, дорiвнює

P𝑁 (𝑁(0, 2) = 0) =
𝑒−3·2 · (3 · 2)0

0!
≈ 0.0025 .

Для пiдрахунку ймовiрности, що перший дзвiнок пiсля 𝑡 = 0 надiйде
пiзнiше, нiж за 2 хвилини, згадаймо, що вiдповiдна випадкова величина
𝑇1 ∼ Exp (3), а тому

P𝑇1
(𝑇1 > 2) = 𝑒−3·2 ≈ 0.0025 .

Ця вiдповiдь iдентична попереднiй, оскiльки це фактично однаковi подiї.
Iмовiрнiсть, що в iнтервалi вiд 𝑡 = 0 до 𝑡 = 2 не надiйде жодного дзвiн-

ка, а з 𝑡 = 2 по 𝑡 = 3 надiйде не бiльше 4 дзвiнкiв, можна обчислити,
враховувавши незалежнiсть несумiсних iнтервалiв мiж собою. Отже шука-
на ймовiрнiсть дорiвнює

P (𝐴) = P𝑁 (𝑁(0, 2) = 0)·P𝑁 (𝑁(2, 3) ≤ 4) = 𝑒−3·2·
4∑︁

𝑗=0

𝑒−3·1(3 · 1)𝑗

𝑗!
≈ 0.0020 .

Iмовiрнiсть, що четвертий дзвiнок надiйде не пiзнiше, нiж за 30 секунд
пiсля третього, можна обчислити, врахувавши властивiсть експоненцiйного
розподiлу не мати пам’яти:

P𝑇4−𝑇3
(𝑇4 − 𝑇3 ≤ 0.5) = P𝑇1

(𝑇1 ≤ 0.5) = 1− 𝑒−3·0.5 ≈ 0.7769 .

Iмовiрнiсть, що перший дзвiнок пiсля 𝑡 = 0 надiйде не пiзнiше нiж за
20 секунд, а час очiкування мiж першим i другим дзвiнком буде бiльший
вiд 3 хвилин, можна обчислити, враховувавши незалежнiсть несумiсних
iнтервалiв мiж собою та властивiсть експоненцiйного розподiлу не мати
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пам’яти:

P (𝐵) = P𝑇1

(︂
𝑇1 ≤

1

3

)︂
·P𝑇2−𝑇1

(𝑇2 − 𝑇1 > 3) =
(︁
1− 𝑒−3· 13

)︁
· 𝑒−3·3 ≈ 0.00008 .

Нарештi ймовiрнiсть того, що п’ятий дзвiнок прийде пiзнiше, нiж за 2
хвилини, можна обчислити, помiтивши, що ця подiя еквiвалентна тому, що
за 2 хвилини прийшло щонайбiльше 4 дзвiнки:

P𝑇5
(𝑇5 > 2) = P𝑁 (𝑁(0, 2) ≤ 4) =

4∑︁
𝑗=0

𝑒−3·2(3 · 2)𝑗

𝑗!
≈ 0.2851 .

Приклад 9.5.4. На пошту незалежно одне вiд одного приходять клiєн-
ти двох типiв. Тi, кому потрiбно надiслати посилку, утворюють процес
Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆1, а тi, кому потрiбно отримати посилку, — з
iнтенсивнiстю 𝜆2. Можемо показати, що всi клiєнти пошти обидвох типiв
утворюють один великий процес Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆1 + 𝜆2.
Перевiрмо всi умови для виникнення процесу Пуассона, а саме:

� iмовiрнiсть, що в iнтервалi довжиною 𝑑𝑡 станеться точно одна подiя,
дорiвнює приблизно (𝜆1 + 𝜆2) · 𝑑𝑡;

� iмовiрнiстю, що в iнтервалi довжиною 𝑑𝑡 станеться бiльше однiєї подiї,
можна знехтувати;

� iмовiрностi появи подiй у неперетинних iнтервалах є незалежнi одна
вiд одної.

Вочевидь, iмовiрностi появи подiй у несумiсних часових iнтервалах не-
залежнi для кожного з двох процесiв, але оскiльки самi процеси незалежнi
один вiд одного, то ця властивiсть зберiгається i для об’єднаного потоку.
Розгляньмо деякий iнтервал довжиною 𝑑𝑡. Для обох процесiв справедли-

во, що ймовiрнiсть появи однiєї подiї дорiвнює приблизно 𝜆1 · 𝑑𝑡 або 𝜆2 · 𝑑𝑡,
залежно вiд того, iз якого процесу сталася подiя. Тодi для об’єднаного про-
цесу ймовiрнiсть, що з’явилася одна подiя, дорiвнює

P𝑁 (𝑁 = 1) = P𝑁 |𝑁1,𝑁2
(𝑁 = 1 | 𝑁1 = 1, 𝑁2 = 0) · P𝑁1

(𝑁1 = 1) · P𝑁2
(𝑁2 = 0)

+ P𝑁 |𝑁1,𝑁2
(𝑁 = 1 | 𝑁1 = 0, 𝑁2 = 1) · P𝑁1

(𝑁1 = 0) · P𝑁2
(𝑁2 = 1)

= 1 · 𝜆1 · 𝑑𝑡(1− 𝜆2 · 𝑑𝑡) + 1 · (1− 𝜆1 · 𝑑𝑡) · 𝜆2 · 𝑑𝑡
= (𝜆1 + 𝜆2) · 𝑑𝑡− 2𝜆1𝜆2 · (𝑑𝑡)2

= (𝜆1 + 𝜆2) · 𝑑𝑡 ,

де ми дозволили собi знехтувати нескiнченно малими другого порядку.
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Аналогiчно випливає, що ймовiрнiстю появи бiльше однiєї подiї можна
знехтувати. Справдi, якщо в iнтервал довжиною 𝑑𝑡 надiйшло двi подiї з
одного процесу, то цим можна знехтувати, адже кожний iз двох процесiв
має вiдповiдну властивiсть. Якщо ж в iнтервал надiйшло по однiй подiї з
кожного процесу, то ймовiрнiсть цього дорiвнює 𝜆1 · 𝑑𝑡 ·𝜆2 · 𝑑𝑡, i ми можемо
цим знехтувати як нескiнченно малою другого порядку.
Нарештi, оскiльки поява подiї в одному часовому iнтервалi не залежить

вiд появи подiї в iншому часовому iнтервалi без спiльного перетину, що
випливає з властивостей двох початкових процесiв та їхньої незалежности,
можемо зробити висновок, що спiльний процес буде процесом Пуассона з
iнтенсивнiстю 𝜆1 + 𝜆2.
Понад те, можемо обчислити ймовiрнiсть того, що деяка конкретна по-

дiя буде з першого процесу, наприклад, iмовiрнiсть того, що наступний
клiєнт прийде вiдправляти посилку. Оскiльки ймовiрнiсть P (𝐴) надходже-
ння однiєї подiї в iнтервал довжиною 𝑑𝑡 дорiвнює (𝜆1+𝜆2)𝑑𝑡, а ймовiрнiсть
P (𝐴1) надходження однiєї подiї з першого процесу, вiдповiдно, дорiвнює
𝜆1 · 𝑑𝑡, то шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (𝐴1 | 𝐴) =
P (𝐴1 ∩ 𝐴)

P (𝐴)
=

P (𝐴1)

P (𝐴)
=

𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
.

Вправа 9.5.5. На СТО надають послуги двох типiв, 𝐴 i 𝐵. Надходження
клiєнтiв типу 𝐴 (яким потрiбно замiнити колесо) становлять собою процес
Пуассона з параметром 𝜆𝐴 = 3 (на хвилину), а клiєнтiв типу 𝐵 (яким
потрiбно полагодити двигун) — iз параметром 𝜆𝐵 = 4 (на хвилину).
Чому дорiвнює функцiя ймовiрности, сподiвання та дисперсiя загального

числа клiєнтiв, що можуть прибути протягом iнтервалу в 3 хвилини?
Якщо протягом 10-хвилинного iнтервалу надiйшло 10 клiєнтiв, яка ймо-

вiрнiсть того, що точно три з них є типу 𝐴?
Якщо на момент 𝑡 = 0 СТО вiльне, чому дорiвнює функцiя ймовiрности

випадкової величини 𝑌 =«число клiєнтiв типу 𝐵 до моменту появи першо-
го клiєнта типу 𝐴»? Чому дорiвнює сподiване число таких клiєнтiв?

Розв’язання. Клiєнти обох типiв сукупно являють собою, вiдповiдно до
Прикладу 9.5.5, процес Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵 = 7. Тодi в
часовому iнтервалi в 3 хвилини число подiй має розподiл 𝑁3 ∼ Pois (3 · 7) =
Pois (21). Отже сподiвання та дисперсiя загального числа клiєнтiв дорiвню-
ють E [𝑁3] = Var (𝑁3) = 21.
Що стосується 10 клiєнтiв за 10 хвилин, то незалежно вiд того, якої

довжини часовий iнтервал, iмовiрнiсть, що клiєнт буде клiєнтом типу 𝐴,
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дорiвнює, вiдповiдно до Прикладу 9.5.5,

𝑝 =
𝜆𝐴

𝜆𝐴 + 𝜆𝐵
=

3

7
.

Отже маємо схему Бернуллi з 10 випробувань, де успiх має ймовiрнiсть 𝑝,
i тому ймовiрнiсть того, що точно три клiєнти будуть типу 𝐴, дорiвнює

P (𝐴3) =

(︂
10

3

)︂(︂
3

7

)︂3(︂
4

7

)︂7

≈ 0.188 .

Число появ клiєнтiв типу 𝐵 до появи першого клiєнту типу 𝐴 має гео-
метричний розподiл: 𝑌 ∼ Geom (𝑝). Отже E [𝑌 ] = 1−𝑝

𝑝 = 4
3 .

9.6 Додатковi вправи

Вправа 9.6.1. Як можна згенерувати на комп’ютерi вибiрку випадкових
чисел з експоненцiйним розподiлом iз параметром 𝜆 за допомогою iнте-
грального перетворення ймовiрностей?

Розв’язання. Оскiльки функцiя експоненцiйного розподiлу є строго моно-
тонною на своєму носiї supp (𝑋) = {𝑥 > 0}, маємо, що функцiя 𝐹 †

𝑋(𝑢) =
inf {𝑥 ∈ R : 𝐹𝑋(𝑥) ≥ 𝑢} з Теореми КЛ8.1.1 є просто оберненою функцiєю:

𝐹 †
𝑋(𝑢) = 𝐹−1

𝑋 (𝑢) = −1

𝜆
ln(1− 𝑢) .

Понад те, можна помiтити, що 1− 𝑈
𝑑
= 𝑈 , а тому 𝐹 †

𝑋(𝑢) = − 1
𝜆 ln𝑢.

Щоб згенерувати вибiрку з експоненцiйного розподiлу, потрiбно згене-
рувати на комп’ютерi випадковi числа, розподiленi рiвномiрно на (0; 1), та
застосувати до них функцiю 𝐹 †

𝑋 .

Вправа 9.6.2. Нехай монетка може випасти гербом з iмовiрнiстю 𝑝, яка
невiдома i яку моделюють як випадкову величину з апрiорним розподiлом
𝑝 ∼ Beta (𝑎, 𝑏). На лекцiї ми розглянули спосiб дiстати апостерiорний роз-
подiл на основi спостережень за послiдовнiстю пiдкидань монетки i аналiзу
випадкової величини 𝑋 =«кiлькiсть випалих гербiв».
Нехай ми скористаймося альтернативним пiдходом i фiксуватимемо зна-

чення випадкової величини 𝐺 =«кiлькiсть чисел до появи першого герба».
Очевидно, 𝐺 | 𝑝 ∼ Geom (𝑝). Чому дорiвнює апостерiорна ймовiрнiсть 𝑝 за
умови, що 𝐺 = 𝑘, i як це вiдрiзняється вiд першого пiдходу?
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Розв’язання. Для пошуку апостерiорного розподiлу можна застосувати Те-
орему Беєса КЛ3.3.1. Нехай 𝑝 ∼ Beta (𝑎, 𝑏), тодi

𝑓𝑝|𝐺(𝑝 | 𝐺 = 𝑘) =
P𝑋 (𝐺 = 𝑘 | 𝑝) 𝑓𝑝(𝑝)

P𝑋 (𝐺 = 𝑘)

= 𝐶 · (1− 𝑝)𝑘𝑝 · 𝑝𝑎−1(1− 𝑝)𝑏−1 = 𝐶 · 𝑝𝑎(1− 𝑝)𝑏+𝑘−1 ,

де 𝐶 — деяка константа, яка потрiбна, щоб iнтеграл щiльности був 1.
Iз зовнiшнього вигляду вiдповiдної щiльности можна зробити висновок,

що 𝑝 | 𝐺 = 𝑘 ∼ Beta (𝑎+ 1, 𝑏+ 𝑘). Iншими словами, якщо апрiорний розпо-
дiл є Бета-розподiлом, а 𝐺 має геометричний розподiл для деякого фiксо-
ваного 𝑝, то апостерiорний розподiл параметру 𝑝 залишається Бета-розпо-
дiлом. Отже, Бета-розподiл є спряженим апрiорним розподiлом (conjugate
prior) не тiльки для бiномного, а й для геометричного розподiлу.
Нескладно помiтити, що насправдi апостерiорнi розподiли в обох випад-

ках будуть однаковi. Справдi, нехай два дослiдники мають однаковий апрi-
орний розподiл, проте перший дослiдник працює з бiномним розподiлом, а
другий — iз геометричним. Нехай послiдовнiсть випадiв монетки така — 2
герби, 3 числа, 1 герб, 1 число, 1 герб, 2 числа, 1 герб.
Тодi перший дослiдник може порахувати, що всього сталося 5 успiхiв

(герби) i 6 невдач (числа). Тому 𝑝 | 𝑋 = 5 ∼ Beta (𝑎+ 5, 𝑏+ 6). Другий
дослiдник щоразу фiксує, скiльки сталося випадiв до появи чергового гер-
ба. Наведенiй послiдовностi випадiв монетки вiдповiдають такi значення
величини 𝐺: 0, 0, 3, 1, 2. Пiсля кожного фiксування значення 𝐺 дослi-
дник оновлює апостерiорний розподiл згiдно з вищевказаним правилом.
Загалом параметр 𝑎 збiльшиться на 5 (5 iтерацiй оновлення), а параметр 𝑏
збiльшиться на 6 (загальна сума значень 𝐺). Результат буде той самий —
Beta (𝑎+ 5, 𝑏+ 6).

Вправа 9.6.3. Нехай двi команди, 𝐴 та 𝐵, повиннi взяти участь у зма-
ганнях. Для деякого фiксованого параметра 𝑝 результати iгор незалежнi
мiж собою: команда 𝐴 може виграти з iмовiрнiстю 𝑝, а команда 𝐵 — з iмо-
вiрнiстю 𝑞 = 1 − 𝑝. Також вважаємо, що протягом аналiзованого перiоду
параметр 𝑝 не змiнювався. Проте сам параметр 𝑝 невiдомий, i його планує-
ться оцiнити за допомогою Беєсiвського виведення. Апрiорним розподiлом
є стандартний рiвномiрний розподiл 𝑝 ∼ U ((0; 1]).
Для уточнення розподiлу перед початком серiї iгор дослiдник аналiзує

iсторичнi данi про зустрiчi двох команд. Хронологiчно впорядкована послi-
довнiсть переможцiв у попереднiх 10 iграх така: 𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐴𝐵. Чи має
для формування апостерiорного розподiлу параметра 𝑝 значення, у якому
порядку вигравала та чи та команда? Чому дорiвнює апостерiорний роз-
подiл параметра 𝑝 на основi цих iсторичних даних? Чому дорiвнює ймовiр-
нiсть перемоги команди 𝐴 в новiй грi (як сподiване значення вiдповiдного
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апостерiорного розподiлу)?

Розв’язання. Апостерiорний розподiл параметра 𝑝 не залежить вiд поряд-
ку слiдування випробувань, оскiльки для деякого фiксованого параметра
𝑝 результати iгор незалежнi одна вiд одної, а тому ймовiрнiсть будь-якої
перестановки однакового набору результатiв мають однакову ймовiрнiсть.
Оскiльки апрiорним розподiлом є стандартний рiвномiрний розподiл, що

одночасно є розподiлом Beta (1, 1), а число перемог команди 𝐴 у серiї з
10 iгор для деякого фiксованого 𝑝 має бiномний розподiл iз параметра-
ми Binom (10, 𝑝), апостерiорний розподiл також буде бета-розподiлом, але
вже з параметрами Beta (1 + 6, 1 + 4) = Beta (7, 5), оскiльки команда 𝐴 в
попереднiх iграх виграла 6 разiв, а команда 𝐵 — 4 рази.
Сподiванням 𝑝, згiдно з Твердженням КЛ8.2.4, є

E [𝑝 | 𝑋 = 6] =
7

7 + 5
=

7

12
,

вiдповiдно з такою ймовiрнiстю команда 𝐴 зможе виграти в новiй грi.

Вправа 9.6.4. Нехай маємо схему Бернуллi, випробування в якiй стаю-
ться в моменти часу на вiдстанi 𝑑𝑡 одиниць часу один вiд одного. Нехай
iмовiрнiсть успiху в кожному такому випробуваннi дорiвнює 𝜆 · 𝑑𝑡, 𝜆 > 0.
Нехай 𝐺 =«число невдач перед першим успiхом», 𝑇 =«час перед першим
успiхом».
Яке просте рiвняння поєднує випадковi величини 𝐺 та 𝑇 ? Чому дорiв-

нює функцiя розподiлу 𝑇 ? Покажiть, що ця функцiя прямує до функцiї
експоненцiйного розподiлу, коли 𝑑𝑡 → 0.

Розв’язання. Можна бачити, що якщо сталося 𝑘 невдач, то це зайняло 𝑘 ·𝑑𝑡
часу. Отже 𝑇 = 𝐺𝑑𝑡.
Знайдiмо функцiю розподiлу за визначенням:

𝐹𝑇 (𝑡) = P𝑇 (𝑇 ≤ 𝑡) = P𝐺

(︂
𝐺 ≤ 𝑡

𝑑𝑡

)︂
.

Для 𝑡 ≤ 0 вiдразу бачимо, що 𝐹𝑇 (𝑡) = 0. Розгляньмо 𝑡 > 0.
Для геометричного розподiлу Geom (𝑝) справедливо, що

P𝐺 (𝐺 ≥ 𝑘) = (1− 𝑝)𝑘 .

У нашому випадку маємо

𝐹𝑇 (𝑡) = 1− P𝐺

(︂
𝐺 >

𝑡

𝑑𝑡

)︂
= 1− P𝐺

(︂
𝐺 ≥

⌊︂
𝑡

𝑑𝑡

⌋︂)︂
= 1− (1− 𝜆 · 𝑑𝑡)⌊

𝑡
𝑑𝑡⌋ ,
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де ⌊𝑟⌋ — цiла частина числа 𝑟.
Спрямувавши 𝑑𝑡 → 0, маємо, за другою важливою границею,

lim
𝑑𝑡→0

𝐹𝑇 (𝑡) = 1− lim
𝑑𝑡→0

(1− 𝜆 · 𝑑𝑡)⌊
𝑡
𝑑𝑡⌋ = 1− 𝑒−𝜆𝑡 ,

що вiдповiдає функцiї експоненцiйного розподiлу з параметром 𝜆.

Приклад 9.6.5. На вузол у мережi надходить пакет даних. З iмовiрнiстю 𝑝
це може бути локальний пакет, тобто який справдi прямував на цей вузол, а
з iмовiрнiстю (1−𝑝) — пакет, який випадково збився зi свого шляху. Пакети
надходять згiдно з процесом Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆, i кожний пакет
може бути локальним незалежно вiд iнших пакетiв i вiд часу надходження.
Як виявляється, тiльки локальнi пакети утворюють свiй власний про-

цес Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆𝑝. Перевiрмо спочатку, що виконуються всi
умови для того, щоб можна було вважати, що число пакетiв має розподiл
Пуассона, а саме:

� iмовiрнiсть, що в iнтервалi довжиною 𝑑𝑡 станеться точно одна подiя,
дорiвнює приблизно 𝜆 · 𝑑𝑡;

� iмовiрнiстю, що в iнтервалi довжиною 𝑑𝑡 станеться бiльше однiєї подiї,
можна знехтувати;

� iмовiрностi появи подiй у неперетинних iнтервалах є незалежнi одна
вiд одної.

Справдi, iмовiрнiсть того, що в iнтервалi довжиною 𝑑𝑡 надiйде один ло-
кальний пакет, дорiвнює

P ((пакет) ∩ (локальний)) = P (пакет | локальний) · P (локальний)
= 𝜆 · 𝑑𝑡 · 𝑝 .

Iмовiрнiсть того, що в iнтервалi довжиною 𝑑𝑡 буде бiльше одного локаль-
ного пакета, можна вiдкинути, адже вона ще нижча, нiж iмовiрнiсть появи
бiльше одного пакета, у тому числi локального. Нарештi, очевидно, що
ймовiрностi появи локальних пакетiв у несумiсних iнтервалах незалежнi,
оскiльки вони незалежнi для всiх пакетiв.
Додатково до того факту, що число появи локальних пакетiв в iнтервалi

довжиною 𝑑𝑡 має розподiл Pois (𝜆𝑝 · 𝑑𝑡), маємо, що поява подiї в одному
часовому iнтервалi не залежить вiд появи подiї в iншому часовому iнтервалi
без спiльного перетину. Це випливає з того факту, що всi пакети являють
собою процес Пуассона, для якого ця властивiсть виконується.
Отже маємо висновок, що локальнi пакети утворюють власний процес

Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆𝑝.
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10 Випадковi вектори та

незалежнi випадковi

величини. Частина 1

10.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ9.
Розгляньмо декiлька базових визначень для багатовимiрних просторiв.

Визначення (КЛ9.1.1). Нехай маємо два вимiрнi простори, (𝑋,𝒳 ) i (𝑌,𝒴).
Добутком цих просторiв (product space) називають простiр

𝑋 × 𝑌 = {𝜔 = (𝜔1, 𝜔2) : 𝜔1 ∈ 𝑋 , 𝜔2 ∈ 𝑌 } . (КЛ9.1.1)

Теорема (Теорема про добуток мiр (Product measure theorem), КЛ9.1.6).
Нехай (𝑋,𝒳 , 𝜇) i (𝑌,𝒴 , 𝜈)— два мiрнi простори з 𝜎-скiнченними мiрами. На
𝜎-алгебрi 𝒳 × 𝒴 можна визначити мiру 𝜋 таку, що для будь-якої вимiрної
множини 𝐸 ∈ 𝒳 × 𝒴

𝜋(𝐸) =

�
𝜈({𝑦 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸}) 𝑑𝜇 =

�
𝜇({𝑥 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸}) 𝑑𝜈 . (КЛ9.1.2)

Тодi така мiра є єдиною 𝜎-скiнченною мiрою такою, що 𝜋(𝐴 × 𝐵) =
𝜇(𝐴)𝜈(𝐵) для 𝐴 ∈ 𝒳 , 𝐵 ∈ 𝒴 .

Визначення (КЛ9.1.7). Мiру 𝜋 з Теореми КЛ9.1.6 називають добутком
мiр (product measure) i позначають через 𝜋 = 𝜇× 𝜈.

Теорема (Теорема Фубiнi (Fubini Theorem), КЛ9.1.8). Нехай на добутку
просторiв (𝑋×𝑌,𝒳 ×𝒴 , 𝜇×𝜈 ≡ 𝜋) з 𝜎-скiнченним добутком мiр визначено
випадкову величину 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → R. Тодi:
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� якщо 𝑓 ≥ 0 майже напевно1, то функцiї
�
𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜈 ,

�
𝑋

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇

вимiрнi вiдносно 𝒳 та 𝒴 вiдповiдно, i справедливе твердження
�
𝑋×𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜋 =

�
𝑋

(︂�
𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜈

)︂
𝑑𝜇 =

�
𝑌

(︂�
𝑋

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇

)︂
𝑑𝜈 .

(КЛ9.1.3)
Iнтеграл злiва називають подвiйним (double), а два iншi iнтеграли —
повторними (iterated);

� якщо 𝑓 iнтегровна вiдносно 𝜋 (i до того ж необов’язково невiд’ємна),
то функцiї �

𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜈 ,

�
𝑋

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇

скiнченнi i вимiрнi вiдносно 𝒳 та 𝒴 вiдповiдно на множинах 𝐴0 i 𝐵0

вiдповiдно таких, що 𝜇(𝑋∖𝐴0) = 0 i 𝜈(𝑌 ∖𝐵0) = 02, i (КЛ9.1.3) також
виконується.

Вiдповiднi мiркування легко можна поширити на добутки просторiв ви-
щих порядкiв. Серед iншого, можна бачити, що мiру Лебега в R𝑘, 𝜆𝑘, також
можна розглядати як добуток одновимiрних мiр Лебега: 𝜆𝑘 = 𝜆× . . .× 𝜆.

Визначення (КЛ9.2.1). Нехай маємо випадковий векторX = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ :

(Ω,𝒜,P) → (R𝑘,ℬ𝑘). Вiн утворює розподiл PX такий, що

PX (𝐴) ≡ PX

(︀
(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ ∈ 𝐴
)︀

= P
(︀{︀

𝜔 : (𝑋1(𝜔), . . . , 𝑋𝑘(𝜔))
⊤ ∈ 𝐴

}︀)︀
, 𝐴 ∈ ℬ𝑘 .

(КЛ9.2.1)

Такий розподiл називають спiльним розподiлом (joint distribution) випад-
кового вектора.

Як можна бачити, Визначення КЛ9.2.1 принципово нiчим не вiдрiзня-
ється вiд Визначення КЛ4.1.6. Так само мало вiдрiзняється i визначення
функцiї розподiлу.

Визначення (КЛ9.2.2). Нехай є випадковий вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ :

(Ω,𝒜,P) → (R𝑘,ℬ𝑘) зi спiльним розподiлом PX. Функцiя вiдповiдного роз-

1Цю частину, для невiд’ємних функцiй, називають також теоремою Тонеллi на честь iталiйського
математика Леонiди Тонеллi (Leonida Tonelli, 1885–1946), який довiв її у 1909 р.

2Тобто вiдповiднi iнтеграли можуть не iснувати або бути нескiнченними на деякiй множинi мiри нуль.
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подiлу має вид

𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = PX (𝑋1 ≤ 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 ≤ 𝑥𝑘)

= PX (𝜔 : (𝑋1(𝜔) ≤ 𝑥1) ∩ . . . ∩ (𝑋𝑘(𝜔) ≤ 𝑥𝑘))

= PX (𝑆x) ,

(КЛ9.2.2)

де 𝑆x =
{︀
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)

⊤ : 𝑦𝑖 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘
}︀
— множина точок, якi ле-

жать «знизу i злiва» вiд x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)
⊤ ∈ R𝑘.

Таку функцiю розподiлу називають спiльною функцiєю розподiлу (joint
distribution function).

Як i функцiя розподiлу деякої випадкової величини (КЛ6.1.1), спiльна
функцiя розподiлу має три важливi властивостi, вiдповiдниками яких є
властивостi з Твердження КЛ6.1.2. Зокрема, спiльна функцiя розподiлу
також є нормованою, їй властивий аналог неперервности справа, i для неї
справедливе узагальнення неспадности. Формальний розгляд цих власти-
востей можна знайти в Розд. КЛ9.6.3.
За аналогiєю з одновимiрним випадком можемо також розглянути поня-

ття щiльности випадкового вектора.

Визначення (КЛ9.2.3). Якщо розподiл деякого випадкового вектора X :
(Ω,𝒜,P) → (R𝑘,ℬ𝑘) абсолютно неперервний вiдносно мiри Лебега 𝜆𝑘, то
спiльною щiльнiстю розподiлу (joint probability density function) є функцiя
𝑓X така, що

PX (𝐴) =

�
𝐴

𝑓X 𝑑𝜆𝑘 , ∀𝐴 ∈ ℬ𝑘 , (КЛ9.2.3)

За аналогiєю з (КЛ6.3.2) маємо властивiсть

𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

� 𝑥𝑘

−∞
. . .

� 𝑥1

−∞
𝑓X(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 . (КЛ9.2.4)

Вiдповiдно, маємо узагальнення властивости (КЛ6.3.3)3:

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
𝜕𝑘

𝜕𝑥1 . . . 𝜕𝑥𝑘
𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) . (КЛ9.2.5)

Визначення (КЛ9.2.4). Якщо розподiл деякого випадкового вектора X :
(Ω,𝒜,P) → (R𝑘,ℬ𝑘) абсолютно неперервний вiдносно лiчної мiри #𝑘, то

3Для абсолютно неперервних випадкових величин функцiя розподiлу абсолютно неперервна, тому
порядок диференцiювання не має значення.
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спiльною функцiєю ймовiрности (joint probability mass function) є

𝑝X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = PX (𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘)

× 1
{︀
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)

⊤ ∈ supp (X)
}︀

.
(КЛ9.2.6)

Варто зазначити, що випадковий вектор може мiстити як дискретнi, так
i неперервнi випадковi величини як свої координати. Наприклад, нехай
X = (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3)

⊤, де 𝑋1 є дискретною випадковою величиною з деяким
не бiльш нiж злiченним носiєм supp (𝑋1), а 𝑋2 i 𝑋3 — неперервними ве-
личинами. Скажiмо, нас може цiкавити аналiз цiни 𝑋3 квартири, яка має
𝑋1 кiмнат i загальну площу 𝑋2. У цьому випадку ми працюємо з добутком
просторiв supp (𝑋1)×R×R, на якому мiрою є #× 𝜆× 𝜆 — добуток лiчної
мiри i двох мiр Лебега. Якщо розподiл PX абсолютно неперервний вiдносно
такого добутку мiр, то також iснуватиме щiльнiсть 𝑓X, iз тим розумiнням,
що для всiх вимiрних множин 𝐴

PX (𝐴) =

�
𝐴

𝑓X #(𝑑𝑥1)𝜆(𝑑𝑥2)𝜆(𝑑𝑥3)

=
∑︁

𝑥1∈𝐴∩supp(𝑋1)

�
𝑥2,𝑥3:(𝑥1,𝑥2,𝑥3)⊤∈𝐴

𝑓X(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 𝑑𝑥2𝑑𝑥3 .

Як i в одновимiрному випадку, спiльна щiльнiсть4 має такi властивостi.

Твердження (КЛ9.2.5). Будь-яка функцiя 𝑓 : R𝑘 → [0;∞) є спiльною
щiльнiстю для деякого розподiлу тодi й тiльки тодi, коли

�
R𝑘

𝑓𝑑𝜆𝑘 = 1 .

Як i в одновимiрному випадку, спiльну щiльнiсть визначено з точнiстю
до множини мiри 0.
Як ми бачили в Твердженнi КЛ7.3.6, якщо X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ є випад-
ковим вектором, то 𝑋𝑗 є випадковою величиною, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Вiдтак, вона
має свiй власний розподiл P𝑗.

Визначення (КЛ9.2.7). Розподiл P𝑗 випадкової величини 𝑋𝑗 — 𝑗-ої ко-
ординати деякого випадкового вектора X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ — називають
маржинальним розподiлом (marginal distribution).
Розподiл P𝑗∈𝐼 випадкового вектора X𝑗∈𝐼 ≡ (𝑋𝑗), 𝑗 ∈ 𝐼, складеного з

координат деякого випадкового вектора X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤, iндекси яких

4Аналогiчнi властивостi справедливi i для функцiї ймовiрности, оскiльки функцiя ймовiрности також
є щiльнiстю — вiдносно лiчної мiри.
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належать множинi 𝐼, також називають маржинальним розподiлом, який
одночасно є спiльним розподiлом для X𝑗∈𝐼 .

Маржинальним розподiлам вiдповiдають маржинальнi функцiї розподi-
лу (marginal distribution function):

𝐹𝑋𝑗
(𝑥) = P𝑋𝑗

(𝑋𝑗 ≤ 𝑥) = PX (𝑔𝑗(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘) ≤ 𝑥)

= PX (𝑋1 ∈ R, . . . , 𝑋𝑗−1 ∈ R, 𝑋𝑗 ≤ 𝑥,𝑋𝑗+1 ∈ R, . . . , 𝑋𝑘 ∈ R)

= PX

(︂
lim

min{𝑥1,...,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,...,𝑥𝑘}→∞
𝑆(𝑥1,...,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗 ,𝑥𝑗+1,...,𝑥𝑘)⊤

)︂
= lim

𝑥1→∞
...

𝑥𝑗−1→∞
𝑥𝑗+1→∞

...
𝑥𝑘→∞

𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑘) .

(КЛ9.2.8)

Також можна розглянути поняття маржинальної щiльности.

Твердження (КЛ9.2.8). Якщо PX має щiльнiсть 𝑓X, то розподiл P𝑋𝑗
має

маржинальну щiльнiсть розподiлу (marginal probability density function)

𝑓𝑗(𝑥) =

�
R𝑘−1

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑘) 𝑑𝜆𝑘−1 , (КЛ9.2.9)

де iнтегрування вiдбувається за змiнними 𝑥𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗.

Як наслiдок iз цього твердження, можна розглянути спiльну щiльнiсть
𝑓𝑗∈𝐼 для випадкового вектора X𝑗∈𝐼 ≡ (𝑋𝑗), 𝑗 ∈ 𝐼, складеного з координат
деякого випадкового вектора X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤, iндекси яких належать
множинi 𝐼:

𝑓𝑗∈𝐼(𝑥𝑗, 𝑗 ∈ 𝐼) =

�
R𝑘−|𝐼|

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) 𝑑𝜆𝑘−|𝐼| ,

де iнтегрування вiдбувається за змiнними 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} ∖𝐼.
Аналогiчно сподiванню випадкової величини, уведеному в Розд. КЛ6.4,

можна розглянути поняття сподiвання випадкового вектора.

Визначення (КЛ9.3.1). Сподiванням (expectation) випадкового вектора
X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ : (Ω,𝒜,P) → R𝑘 є вектор зi сподiвань його координат:

E [X] =

⎛⎝E [𝑋1]
...

E [𝑋𝑘]

⎞⎠ . (КЛ9.3.1)
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За властивiстю лiнiйности (одновимiрного) сподiвання маємо, для деякої
матрицi A ∈ R𝑛 × R𝑘 та деякого вектора b ∈ R𝑛:

E [AX+ b] = AE [X] + b . (КЛ9.3.2)

Справедливим є аналог Теореми КЛ6.4.2.

Теорема 10.1.1 (КЛ9.3.2). Нехай X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ : (Ω,𝒜,P) → R𝑘 —

випадковий вектор, який породжує розподiл PX, що абсолютно неперерв-
ний вiдносно мiри 𝜇 i має (спiльну) щiльнiсть 𝑓X. Нехай 𝑔 : R𝑘 → R — деяка
вимiрна функцiя, так що 𝑔(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘) : Ω → R є випадковою величиною.
Тодi

�
𝑔(𝑋1(𝜔), . . . , 𝑋𝑘(𝜔)) 𝑑P =

�
𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) 𝑑PX

=

�
𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) · 𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) 𝑑𝜇 ,

у тому розумiннi, що якщо iснує один iнтеграл, то iснують усi iншi, i вони
дорiвнюють один одному.

Аналогом дисперсiї — розкиду значень випадкової величини вiдносно її
сподiвання — у багатовимiрному випадку є матриця коварiацiй. Щоб мати
можливiсть розглянути це поняття, спочатку торкнiмося поняття коварiа-
цiї двох випадкових величин.

Визначення (КЛ9.3.4). Коварiацiєю (covariance) величин 𝑋 i 𝑌 є

Cov (𝑋, 𝑌 ) = E [(𝑋 − E [𝑋])(𝑌 − E [𝑌 ])] . (КЛ9.3.3)

За аналогiєю з дисперсiєю, коварiацiю часто позначають як 𝜎𝑋𝑌 .
За аналогiєю з одновимiрним випадком можна довести деякi властивостi

коварiацiй.

Твердження (КЛ9.3.5). Коварiацiя Cov (𝑋, 𝑌 ) двох випадкових величин
𝑋 та 𝑌 має такi властивостi:

� Cov (𝑋, 𝑌 ) = Cov (𝑌,𝑋);

� Cov (𝑋,𝑋) = Var (𝑋);

� Cov (𝑋, 𝑌 ) = E [𝑋𝑌 ]− E [𝑋]E [𝑌 ];

� Cov (𝑋, 𝑎) = 0, 𝑎 ∈ R;
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� Cov (𝑎𝑋 + 𝑏𝑌, 𝑐𝑉 + 𝑑𝑊 ) = 𝑎𝑐Cov (𝑋, 𝑉 )+𝑎𝑑Cov (𝑋,𝑊 )+𝑏𝑐Cov (𝑌, 𝑉 )+
𝑏𝑑Cov (𝑌,𝑊 );

� Var (𝑋 + 𝑌 ) = Var (𝑋) + Var (𝑌 ) + 2Cov (𝑋, 𝑌 ).

З останньої властивости Твердження КЛ9.3.5 випливає

Var (𝑋 − 𝑌 ) = Var (𝑋) + Var (𝑌 )− 2Cov (𝑋, 𝑌 ) .

Частою помилкою є використання знаку «мiнус» перед Var (𝑌 ), що позбав-
лене сенсу, адже Var (−𝑌 ) = (−1)2Var (𝑌 ) = Var (𝑌 ).
Вiдповiдну властивiсть можна узагальнити на випадок 𝑘 величин:

Var

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖

)︃
=

𝑘∑︁
𝑖=1

Var (𝑋𝑖) + 2
∑︁
𝑖<𝑗

Cov (𝑋𝑖, 𝑋𝑗) . (КЛ9.3.4)

За аналогiєю з середньоквадратичним вiдхиленням можна розглянути
поняття коефiцiєнта кореляцiї.

Визначення (КЛ9.3.6). Коефiцiєнтом кореляцiї (correlation) двох випад-
кових величини 𝑋 та 𝑌 є

Corr (𝑋, 𝑌 ) =
Cov (𝑋, 𝑌 )√︀
Var (𝑋)Var (𝑌 )

. (КЛ9.3.5)

Коефiцiєнт кореляцiї часто позначають як 𝜌𝑋𝑌 .

Твердження (). Коефiцiєнт кореляцiї (КЛ9.3.5) мiж довiльними випад-
ковими величинами 𝑋 та 𝑌 лежить на промiжку [−1; 1].

Коварiацiя двох випадкових величин Cov (𝑋, 𝑌 ) показує ступiнь лiнiй-
ного зв’язку мiж ними:

� якщо Cov (𝑋, 𝑌 ) > 0, то мiж величинами iснує додатний лiнiйний
зв’язок, тобто бiльшi значення однiєї величини свiдчать про бiльшi
значення iншої;

� якщо Cov (𝑋, 𝑌 ) < 0, то мiж величинами iснує вiд’ємний лiнiйний
зв’язок, тобто бiльшi значення однiєї величини свiдчать про меншi
значення iншої;

� якщо Cov (𝑋, 𝑌 ) = 0, то лiнiйного зв’язку мiж величинами немає.
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Те саме можна сказати про Corr (𝑋, 𝑌 ), але оскiльки коефiцiєнт кореля-
цiї обмежений у своїх значеннях, можна казати, що значення Corr (𝑋, 𝑌 ),
ближчi за модулем до 1, свiдчать про сильнiшу лiнiйну залежнiсть.

Визначення (КЛ9.3.9). Нехай X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ : (Ω,𝒜,P) → R𝑘 — ви-

падковий вектор. Його матрицею коварiацiй (covariance matrix) є матриця

Cov (X) = E
[︀
(X− E [X])(X− E [X])⊤

]︀
= E

⎡⎣⎛⎝𝑋1 − E [𝑋1]
...

𝑋𝑘 − E [𝑋𝑘]

⎞⎠ ·
(︂
𝑋1 − E [𝑋1] , . . . , 𝑋𝑘 − E [𝑋𝑘]

)︂⎤⎦

=

⎛⎜⎜⎝
Var (𝑋1) Cov (𝑋1, 𝑋2) . . . Cov (𝑋1, 𝑋𝑘)

Cov (𝑋2, 𝑋1) Var (𝑋2) . . . Cov (𝑋2, 𝑋𝑘)
... ... . . . ...

Cov (𝑋𝑘, 𝑋1) Cov (𝑋𝑘, 𝑋2) . . . Var (𝑋𝑘)

⎞⎟⎟⎠ .

(КЛ9.3.6)

Для матрицi коварiацiй справедливi такi властивостi.

Твердження (КЛ9.3.10). Матриця коварiацiй Cov (X) ≡ Σ деякого ви-
падкового вектора X має такi властивостi:

(i) вона симетрична: Σ⊤ = Σ;

(ii) Cov (AX+ b) = AΣA⊤5;

(iii) вона невiд’ємно визначена6:

a⊤Σa ≥ 0 , a ∈ R𝑘 .

Розгляньмо одне з найважливiших визначень теорiї ймовiрностей — ви-
значення незалежних випадкових величин.

Визначення (КЛ9.4.1). Випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 незалежнi (inde-
pendent), якщо

PX (𝑋1 ∈ 𝐻1, . . . , 𝑋𝑘 ∈ 𝐻𝑘) = P𝑋1
(𝑋1 ∈ 𝐻1) · . . . · P𝑋𝑘

(𝑋𝑘 ∈ 𝐻𝑘) ,

𝐻𝑖 ∈ ℬ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .

(КЛ9.4.1)

5Порiвняйте з аналогiчною властивiстю для дисперсiй: Var (𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎2Var (𝑋).
6Порiвняйте з аналогiчною властивiстю для дисперсiй: Var (𝑋) ≥ 0.
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У загальному випадку випадковi вектори X1 : (Ω,𝒜,P) → R𝑑1, . . ., X𝑘 :
(Ω,𝒜,P) → R𝑑𝑘 незалежнi, якщо

PX (X1 ∈ 𝐻1, . . . ,X𝑘 ∈ 𝐻𝑘) = PX1
(X1 ∈ 𝐻1) · . . . · PX𝑘

(X𝑘 ∈ 𝐻𝑘) ,

𝐻𝑖 ∈ ℬ𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .
(КЛ9.4.2)

Нескiнченна множина випадкових величин чи векторiв є незалежна, якщо
незалежною є будь-яка скiнченна пiдмножина цих величин чи векторiв.

Визначення КЛ9.4.1 незалежности випадкових величин не має значної
користи, оскiльки перевiрка (КЛ9.4.1) на практицi нетривiальна. Натомiсть
iз цiєї характеризацiї випливають декiлька ключових результатiв.

Теорема (КЛ9.4.3). Випадковi величини𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 незалежнi тодi й тiль-
ки тодi, коли

PX (𝑋1 ≤ 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 ≤ 𝑥𝑘) =
𝑘∏︁

𝑖=1

P𝑋𝑖
(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖) ,

𝑥𝑖 ∈ (−∞;∞) ∪ {∞} , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .

(КЛ9.4.3)

Очевидно, що якщо випадковий вектор X має функцiю розподiлу 𝐹X, а
випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 — функцiї розподiлу 𝐹𝑋1

, . . . , 𝐹𝑋𝑘
вiдповiд-

но, то (КЛ9.4.3) набуває форми

𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝐹𝑋1
(𝑥1) · . . . ·𝐹𝑋𝑘

(𝑥𝑘) , 𝑥𝑖 ∈ (−∞;∞)∪{∞} , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .
(КЛ9.4.4)

Якщо кожна випадкова змiнна 𝑋𝑖 має щiльнiсть 𝑓𝑖, то справедливий та-
кий критерiй.

Теорема (КЛ9.4.5). Випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 зi щiльностями роз-
подiлiв 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 вiдповiдно незалежнi тодi й тiльки тодi, коли випадковий
вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ має щiльнiсть 𝑓X таку, що

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑓1(𝑥1) · . . . · 𝑓𝑘(𝑥𝑘) , 𝑥𝑖 ∈ R , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 . (КЛ9.4.6)

Також безпосереднiм наслiдком наведених вище мiркувань є критерiй
незалежности дискретних випадкових величин:

PX (𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘) = P𝑋1
(𝑋1 = 𝑥1) · . . . ·P𝑋𝑘

(𝑋𝑘 = 𝑥𝑘) . (КЛ9.4.7)

Якщо випадковi величини незалежнi, незалежнi також є функцiї вiд них.

Теорема (КЛ9.4.9). Якщо величини 𝑋𝑖,𝑗 незалежнi для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 =
1, . . . ,𝑚(𝑖), а функцiї 𝑓𝑖 : R𝑚(𝑖) → R вимiрнi, то незалежнi є випадковi
величини 𝑓𝑖

(︀
𝑋𝑖,1, . . . , 𝑋𝑖,𝑚(𝑖)

)︀
.
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Теорема (КЛ9.4.11). Нехай 𝑋 i 𝑌 — двi незалежнi випадковi величини з
розподiлами P𝑋 i P𝑌 вiдповiдно. Якщо ℎ : R2 → R— деяка вимiрна функцiя
така, що вона невiд’ємна (ℎ ≥ 0) чи iнтегровна (E [|ℎ(𝑋, 𝑌 )|] < ∞), то

E [ℎ(𝑋, 𝑌 )] =

�
R

�
R
ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑑P𝑋𝑑P𝑌 . (КЛ9.4.8)

Зокрема, якщо ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦), де 𝑓, 𝑔 : R → R є вимiрнi функцiї,
невiд’ємнi (𝑓, 𝑔 ≥ 0) чи iнтегровнi (E [|𝑓(𝑋)|] < ∞, E [|𝑔(𝑌 )|] < ∞), то

E [𝑓(𝑋)𝑔(𝑌 )] = E [𝑓(𝑋)]E [𝑔(𝑌 )] . (КЛ9.4.9)

Iз щойно доведеної теореми безпосередньо випливає такий результат.

Теорема (КЛ9.4.12). Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 — незалежнi випадковi величини
такi, що вони невiд’ємнi (𝑋𝑖 ≥ 0 майже напевно, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘) чи iнтегровнi
(E [|𝑋𝑖|] < ∞, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘). Тодi

E

[︃
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑋𝑖

]︃
=

𝑘∏︁
𝑖=1

E [𝑋𝑖] , (КЛ9.4.10)

у тому розумiннi, що сподiвання злiва iснує i дорiвнює добутку справа.

Iз того факту, що для незалежних випадкових величин сподiвання добу-
тку є добутком сподiвань, негайно можна встановити таку властивiсть.

Твердження (КЛ9.4.13). Якщо випадковi величини 𝑋 i 𝑌 незалежнi, то
Cov (𝑋, 𝑌 ) = 0.

Такi випадковi величини називають некорельованими (uncorrelated). При
цьому дуже важливо пам’ятати, що зворотне твердження в загальному
випадку несправедливе.
З урахуванням Твердження КЛ9.4.13 можна спростити пiдрахунок дис-

персiї суми випадкових величин за (КЛ9.3.4) у випадку незалежних вели-
чин:

Var (𝑋1 + . . .+𝑋𝑘) =
𝑘∑︁

𝑖=1

Var (𝑋𝑖) . (КЛ9.4.11)

10.2 Спiльнi функцiї та щiльностi

розподiлiв

Приклад 10.2.1. Нехай у деякiй громадi 15% родин не мають дiтей, 20%
родин мають одну дитину, 35% мають двi дитини, а 30% мають 3 дитини.
Нехай iмовiрностi народити хлопчика та дiвчинку однаковi, а стать однiєї
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Табл. 10.2.1: Таблиця спряжености для Прикладу 10.2.1

𝐺 = 0 𝐺 = 1 𝐺 = 2 𝐺 = 3 Разом

𝐵 = 0 0.1500 0.1000 0.0875 0.0375 0.3750
𝐵 = 1 0.1000 0.1750 0.1125 0 0.3875
𝐵 = 2 0.0875 0.1125 0 0 0.2000
𝐵 = 3 0.0375 0 0 0 0.0375

Разом 0.3750 0.3875 0.2000 0.0375 1

народженої дитини не залежить вiд iнших. Число хлопчикiв 𝐵 та число
дiвчаток 𝐺 у навмання вибранiй iз цiєї громади родинi мають (спiльну)
функцiю ймовiрностей, наведену в таблицi спряжености Табл. 10.2.1.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що в родинi немає дiтей? Що в родинi тiльки

одна дитина, i це дiвчинка? Що в родинi двоє дiтей, i обидва хлопчики?
Що в родинi два хлопчики? Що в родинi немає хлопчикiв i щонайбiльше
двi дiвчинки?

Розв’язання. Iмовiрнiсть того, що в родинi немає дiтей, дорiвнює

P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 = 0) = 0.1500 .

Iмовiрнiсть того, що в родинi тiльки одна дитина, i це дiвчинка, дорiвнює

P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 = 1) = 0.1000 .

Iмовiрнiсть того, що в родинi двоє дiтей, i обидва хлопчики, дорiвнює

P𝐵,𝐺 (𝐵 = 2, 𝐺 = 0) = 0.0875 .

Iмовiрнiсть того, що в родинi два хлопчики, передбачає пошук маржи-
нальної функцiї ймовiрностей. У Табл. 10.2.1 маржинальна функцiя ймо-
вiрностей для 𝐵 займає останнiй стовпець, звiдки P𝐵 (𝐵 = 2) = 0.2000.
Нарештi, iмовiрнiсть того, що в родинi немає хлопчикiв i щонайбiльше

два дiвчинки, дорiвнює

P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 ≤ 2) = P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 = 0) + P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 = 1)

+ P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 = 2)

= 0.1500 + 0.1000 + 0.0875 = 0.3375 .

Мiж iншим, iнформацiя про те, що саме 15% родин не мають дiтей, 20%
родин мають одну дитину, 35% мають двi дитини, а 30% мають 3 дити-
ни, зашифрована в побiчних дiагоналях таблицi спряжености. Наприклад,
0.2 = P𝐵,𝐺 (𝐵 = 0, 𝐺 = 1) + P𝐵,𝐺 (𝐵 = 1, 𝐺 = 0) = 0.1 + 0.1.
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Приклад 10.2.2. Нехай маємо двi рiзнi правильнi монетки, якi пiдкида-
ють 𝑛 разiв. Розгляньмо такi пари випадкових величин:

� 𝑋1 — число гербiв, випалих на першiй монетцi, 𝑌1 — число гербiв,
випалих на другiй монетцi;

� 𝑋2 — число гербiв, випалих на першiй монетцi, 𝑌2 — число гербiв,
випалих на першiй монетцi, тобто 𝑋2 i 𝑌2 дорiвнюють одна однiй.

В усiх випадках, очевидно, величини мають однаковий (маржинальний)
бiномний розподiл Binom (𝑛, 0.5). Проте спiльнi розподiли суттєво рiзня-
ться. Оскiльки 𝑋1 ⊥⊥ 𝑌1, їхня спiльна функцiя ймовiрности дорiвнює до-
бутку вiдповiдних маржинальних функцiй iмовiрности:

P𝑋1,𝑌1
(𝑋1 = 𝑥, 𝑌1 = 𝑦) = P𝑋1

(𝑋1 = 𝑥) · P𝑌1
(𝑌1 = 𝑦)

=

(︂
𝑛

𝑥

)︂
· 1

2𝑥
· 1

2𝑛−𝑥
· 1 {𝑥 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}}

×
(︂
𝑛

𝑦

)︂
· 1

2𝑦
· 1

2𝑛−𝑦
· 1 {𝑦 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}}

=

(︂
𝑛

𝑥

)︂(︂
𝑛

𝑦

)︂
1

22𝑛
· 1 {𝑥 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}}

× 1 {𝑦 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}} .

У той же час, 𝑋2 та 𝑌2 не можуть набувати рiзних значень, тому маємо
таку спiльну функцiю ймовiрности:

P𝑋2,𝑌2
(𝑋2 = 𝑥, 𝑌2 = 𝑦) =

(︂
𝑛

𝑥

)︂
1

2𝑥
· 1

2𝑛−𝑥
· 1 {𝑥 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}} · 1 {𝑥 = 𝑦}

̸= P𝑋2
(𝑋2 = 𝑥) · P𝑌2

(𝑌2 = 𝑦) .

Вправа 10.2.3. Нехай спiльна щiльнiсть розподiлу деякого випадкового
вектора (𝑋, 𝑌 )⊤ дорiвнює

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 2𝑒−𝑥𝑒−2𝑦 · 1 {𝑥 > 0} · 1 {𝑦 > 0} .

Чому дорiвнює ймовiрнiсть P𝑋,𝑌 (𝑋 > 1, 𝑌 < 1)? Чому дорiвнює ймовiр-
нiсть P𝑋,𝑌 (𝑋 < 𝑌 )? Чому дорiвнює ймовiрнiсть P𝑋 (𝑋 < 𝑎), 𝑎 > 0?

Розв’язання. Для обчислення будь-якої ймовiрности потрiбно проiнтегру-
вати спiльну щiльнiсть за вiдповiдною множиною. З урахуванням невiд’єм-
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ности щiльности можемо застосувати теорему Фубiнi:

P𝑋,𝑌 (𝑋 > 1, 𝑌 < 1) =

�
𝑥>1, 𝑦<1

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=

� 1

0

(︂� ∞

1

𝑒−𝑥 𝑑𝑥

)︂
2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦

=

� 1

0

(︂
−𝑒−𝑥

⃒⃒⃒⃒∞
1

)︂
2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦

= 𝑒−1

� 1

0

2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦 = 𝑒−1

(︃
−𝑒−2𝑦

⃒⃒⃒⃒1
0

)︃
= 𝑒−1

(︀
1− 𝑒−2

)︀
.

Iмовiрнiсть, що 𝑋 < 𝑌 , можна обчислити аналогiчно:

P𝑋,𝑌 (𝑋 < 𝑌 ) =

�
𝑥<𝑦

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=

� ∞

0

(︂� 𝑦

0

𝑒−𝑥 𝑑𝑥

)︂
2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦

=

� ∞

0

(︂
−𝑒−𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑦
0

)︂
2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦

=

� ∞

0

(︀
1− 𝑒−𝑦

)︀
· 2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦

=

� ∞

0

2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦 −
� ∞

0

2𝑒−3𝑦 𝑑𝑦

=

(︂
−𝑒−2𝑦

⃒⃒⃒⃒∞
0

)︂
−
(︂
−2

3
𝑒−3𝑦

⃒⃒⃒⃒∞
0

)︂
= 1− 2

3
=

1

3
.

Нарештi, ймовiрнiсть подiї 𝑋 < 𝑎 еквiвалентна подiї (𝑋 < 𝑎) ∩ (𝑌 ∈ R):

P𝑋 (𝑋 < 𝑎) = P𝑋,𝑌 (𝑋 < 𝑎, 𝑌 ∈ R) =
�

𝑥<𝑎, 𝑦∈R
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=

� ∞

0

(︂� 𝑎

0

𝑒−𝑥 𝑑𝑥

)︂
2𝑒−𝑦 𝑑𝑦

=

� ∞

0

(︀
1− 𝑒−𝑎

)︀
2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦

=
(︀
1− 𝑒−𝑎

)︀ � ∞

0

2𝑒−2𝑦 𝑑𝑦 = 1− 𝑒−𝑎 .

Цi обчислення, зокрема, показують, що 𝑋 має маржинальний експоненцiй-
ний розподiл 𝑋 ∼ Exp (1).

Взагалi кажучи, можна було з самого початку помiтити, що ми маємо
справу з двома незалежними експоненцiйними величинами. Справдi, спiль-
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ну щiльнiсть можна подати як добуток двох маржинальних:

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 2𝑒−𝑥𝑒−2𝑦 · 1 {𝑥 > 0} · 1 {𝑦 > 0}
= 𝑒−𝑥 · 1 {𝑥 > 0} × 2𝑒−2𝑦 · 1 {𝑦 > 0} ≡ 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦) ,

де 𝑋 ∼ Exp (1), 𝑌 ∼ Exp (2), до того ж 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 .
Звiдси випливає, що першу шукану ймовiрнiсть P𝑋,𝑌 (𝑋 > 1, 𝑌 < 1) мо-

жна було б дiстати за визначенням незалежних величин як

P𝑋,𝑌 (𝑋 > 1, 𝑌 < 1) = P𝑋 (𝑋 > 1)P𝑌 (𝑌 < 1) = (1− 𝐹𝑋(1))𝐹𝑌 (1) .

Проте ймовiрнiсть P𝑋,𝑌 (𝑋 < 𝑌 ) без iнтегрування спiльної щiльности в
загальному випадку знайти неможливо. В окремих випадках (наприклад,
для незалежних нормальних величин) можна встановити розподiл величи-
ни 𝑋 − 𝑌 i розглянути ймовiрнiсть P𝑋−𝑌 (𝑋 − 𝑌 < 0). Наприклад, якщо
𝑋 ∼ 𝑁(0, 1) i 𝑌 ∼ 𝑁(1, 2), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , то 𝑋 − 𝑌 ∼ 𝑁(−1, 3).
Проте для експоненцiйних величин (навiть незалежних) ми не можемо

без додаткових обчислень сказати, який розподiл має 𝑋 − 𝑌 .

Приклад 10.2.4. Розгляньмо клiнiчнi випробування, у рамках яких пацi-
єнти, хворi на депресiю, проходять курс лiкування, а потiм лiкарi дивля-
ться, чи повернулася в них депресiя, чи нi. Нехай 𝑋 — iндикаторна вели-
чина, яка вiдповiдає тому, що депресiя не повернулася. Також нехай 𝑃 —
частка учасникiв клiнiчних випробувань, у яких депресiя не повернулася.
Цiлком очевидно, що 𝑋 — дискретна величина Бернуллi, а 𝑃 — непе-

рервна з носiєм supp (𝑃 ) = [0; 1]. Тобто в цьому випадку маємо справу з
добутком просторiв {0, 1}×R та носiєм вiдповiдного вектора {0, 1}× [0; 1],
на якому добутком мiр буде #×𝜆, тобто добуток лiчної мiри й мiри Лебега.
Нехай спiльний розподiл 𝑋 та 𝑃 абсолютно неперервний вiдносно такого

добутку мiр i має щiльнiсть

𝑓𝑋,𝑃 (𝑥, 𝑝) = 𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1}} · 1 {0 < 𝑝 < 1} .

Можемо показати, що це справдi щiльнiсть, тобто що її iнтеграл дорiвнює
1. Оскiльки щiльнiсть невiд’ємна, можемо застосувати теорему Фубiнi, щоб
перейти вiд подвiйного iнтегралу до повторного:

�
𝑓𝑋,𝑃 (𝑥, 𝑝) #(𝑑𝑥)× 𝜆(𝑑𝑝) =

� ∞

−∞

∑︁
𝑥∈{0,1}

𝑓𝑋,𝑃 (𝑥, 𝑝) 𝑑𝑝

=

� 1

0

(𝑓𝑋,𝑃 (0, 𝑝) + 𝑓𝑋,𝑃 (1, 𝑝)) 𝑑𝑝

=

� 1

0

(1− 𝑝+ 𝑝) 𝑑𝑝 = 1 .
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Можемо дiстати вираз для маржинальної щiльности для 𝑃 , «iнтегрую-
чи» за змiнною 𝑥:

𝑓𝑃 (𝑝) =
∑︁

𝑥∈{0,1}

𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1}} · 1 {0 < 𝑝 < 1}

= (1− 𝑝+ 𝑝) · 1 {0 < 𝑝 < 1} = 1 {0 < 𝑝 < 1} ,

тобто 𝑃 ∼ U ((0; 1]).

Аналогiчно для 𝑋:

P𝑋 (𝑋 = 𝑥) =

� ∞

−∞
𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1}} · 1 {0 < 𝑝 < 1} 𝑑𝑝

=

� 1

0

𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1}} 𝑑𝑝 .

Зокрема,

P𝑋 (𝑋 = 0) =

� 1

0

(1− 𝑝) 𝑑𝑝 =
1

2
, P𝑋 (𝑋 = 1) =

� 1

0

𝑝 𝑑𝑝 =
1

2
.

Тобто 𝑋 ∼ Bern (0.5).

Також можемо обчислити цiкавi для нас iмовiрностi, наприклад,

P𝑋,𝑃

(︂
𝑋 = 0, 𝑃 ≤ 1

2

)︂
=

�
𝑥=0, 0≤𝑝≤ 1

2

𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 #(𝑑𝑥)× 𝜆(𝑑𝑝)

=

� 1
2

0

𝑝0(1− 𝑝)1−0 𝑑𝑝 =
3

8
,

тобто ймовiрнiсть того, що в пацiєнта повернулася депресiя, а частка па-
цiєнтiв, у яких вона не повернулася, менше 50%. Ця ймовiрнiсть не має
корисної iнтерпретацiї, адже значно цiкавiше дiзнатися, яка ймовiрнiсть
того, що депресiя повернулася, за умови, що частка пацiєнтiв, у яких во-
на не повернулася, менше 50%. Для цього можна застосувати визначення
умовної ймовiрности:

P𝑋|𝑃

(︂
𝑋 = 0 | 𝑃 ≤ 1

2

)︂
=

P𝑋,𝑃

(︀
𝑋 = 0, 𝑃 ≤ 1

2

)︀
P𝑃

(︀
𝑃 ≤ 1

2

)︀ =
3/8

1/2
=

3

4
.
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10.3 Сподiвання та коварiацiї, незалежнiсть

Вправа 10.3.1. Нехай Corr (𝑋, 𝑌 ) < 0. Що можна сказати про Var (𝑋 + 𝑌 )
у порiвняннi з Var (𝑋 − 𝑌 )?

Розв’язання. За формулою обчислення дисперсiї суми та рiзницi випадко-
вих величин маємо

Var (𝑋 + 𝑌 ) = Var (𝑋) + Var (𝑌 ) + 2Cov (𝑋, 𝑌 ) ,

Var (𝑋 − 𝑌 ) = Var (𝑋) + Var (𝑌 )− 2Cov (𝑋, 𝑌 ) .

Звiдси
Var (𝑋 + 𝑌 )− Var (𝑋 − 𝑌 ) = 4Cov (𝑋, 𝑌 ) .

Оскiльки коефiцiєнт кореляцiї пропорцiйний до коварiацiї, Cov (𝑋, 𝑌 ) <
0, i звiдси випливає, що Var (𝑋 + 𝑌 ) < Var (𝑋 − 𝑌 ).

Вправа 10.3.2. Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — випадковi величини з дисперсiєю 1
та коварiацiєю мiж кожною парою величин 1

4 . Чому дорiвнює дисперсiя їх
суми Var (𝑋1 + . . .+𝑋𝑛)?

Розв’язання. За формулою дисперсiї суми випадкових величин маємо

Var (𝑋1 + . . .+𝑋𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

Var (𝑋𝑖) + 2
∑︁
𝑖<𝑗

Cov (𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

= 𝑛+ 2 · 𝑛(𝑛− 1)

2
· 1
4
= 𝑛+

𝑛(𝑛− 1)

4
,

оскiльки в сумi коварiацiй є

(︂
𝑛

2

)︂
=

𝑛(𝑛− 1)

2
членiв (число пар, якi можна

вибрати з 𝑛 елементiв без повторень i збереження порядку).

Вправа 10.3.3. Нехай 𝑋 ∼ Exp (1), 𝑌 ∼ Exp (1), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Чому дорiвнює
коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝑀 = max {𝑋, 𝑌 } та 𝐿 = min {𝑋, 𝑌 }?

Розв’язання. У Прикладi КЛ8.5.3 ми зазначали, що

𝐿 ∼ Exp (2) , 𝑀 − 𝐿 ∼ Exp (1) ,
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а також що 𝑀 − 𝐿 ⊥⊥ 𝐿. Тому з урахуванням цiєї незалежности маємо

Cov (𝑀,𝐿) = Cov (𝑀 − 𝐿+ 𝐿,𝐿) = Cov (𝑀 − 𝐿,𝐿) + Cov (𝐿,𝐿)

= 0 + Var (𝐿) =
1

4
,

а

Var (𝑀) = Var (𝑀 − 𝐿+ 𝐿) = Var (𝑀 − 𝐿) + Var (𝐿) = 1 +
1

4
=

5

4
.

Звiдси

Corr (𝑀,𝐿) =
Cov (𝑀,𝐿)√︀
Var (𝑀)Var (𝐿)

=
1/4√︀

5/4 · 1/4
=

1√
5
> 0 .

Варто зазначити, що в цiй вправi ми використали цiкавi властивостi екс-
поненцiйних розподiлiв. У загальному випадку ми можемо помiтити, що
𝑀 · 𝐿 = 𝑋 · 𝑌 (тому що одна з величин є максимальною, а iнша — мi-
нiмальною). Звiдси випливає, що E [𝑀𝐿] = E [𝑋𝑌 ]. У нашому випадку, з
урахуванням незалежности, маємо E [𝑀𝐿] = E [𝑋]E [𝑌 ] = 1 · 1 = 1.
Також вiдразу бачимо, що E [𝐿] = 1

2 i що E [𝑀 − 𝐿] = 1, звiдки E [𝑀 ] =

1 + 1
2 =

3
2 . Звiдси

Cov (𝑀,𝐿) = E [𝑀𝐿]− E [𝑀 ]E [𝐿] = 1− 1

2
· 3
2
=

1

4
,

що повнiстю вiдповiдає ранiше порахованому результату.

Вправа 10.3.4. Нехай 𝑀 = max {𝑋, 𝑌 } та 𝐿 = min {𝑋, 𝑌 } для довiльних
випадкових величин 𝑋 та 𝑌 . Чи можна стверджувати, що

Cov (𝑀,𝐿) = Cov (𝑋, 𝑌 ) ?

Перевiрте виконання цiєї тотожности для двох незалежних стандартних
рiвномiрних величин.

Розв’язання. На перший погляд може здатися, що така рiвнiсть має сенс,
адже якщо маємо двi величини𝑋 та 𝑌 , то для кожної конкретної реалiзацiї
їхнiх значень можна сказати, що одне число найбiльше, а iнше — найменше,
а тому за комутативнiстю коварiацiї це буде те саме, що коварiацiя 𝑋 та 𝑌 .
Проте потрiбно розумiти, що в цих мiркуваннях ми вважаємо, що значення
випадкових величин уже стали вiдомi. Але тодi коварiацiя взагалi повинна
бути 0, адже це вже будуть не випадковi величини, а фiксованi дiйснi числа.
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Насправдi в загальному випадку такої тотожности не iснує. Найпро-
стiший приклад пов’язаний iз використанням двох незалежних величин
𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Справдi, якщо вони незалежнi, то їхня коварiацiя Cov (𝑋, 𝑌 ) = 0.
Проте цiлком очевидно, що максимум i мiнiмум не можуть бути незале-
жними, оскiльки вищi значення максимуму повиннi означати вищi значе-
ння мiнiмуму, тобто мiж ними повинен iснувати додатний, хоча, можливо,
й слабкий, лiнiйний зв’язок.
Це можна проiлюструвати, розглянувши стандартний рiвномiрний роз-

подiл: 𝑈1, 𝑈2 ∼ U ((0; 1]), 𝑈1 ⊥⊥ 𝑈2. На лекцiї в Прикладi КЛ8.3.3 ми пока-
зали, що мiнiмум i максимум матимуть такi щiльностi:

𝑓𝐿(𝑢) = 2(1− 𝑢) · 1 {𝑢 ∈ (0; 1)} , 𝑓𝑀(𝑢) = 2𝑢 · 1 {𝑢 ∈ (0; 1)} .

Як i в попереднiй вправi, можна порахувати E [𝑀𝐿] = E [𝑈1]E [𝑈2] =
1
4 .

Використовуючи цi данi, можна обчислити кореляцiю безпосередньо. Проте
заради цiкавости виведiмо спiльну щiльнiсть максимуму та мiнiмуму.
Ми вже знаємо, що вони не можуть бути незалежнi, тому пiдемо шляхом

виведення спiльної функцiї розподiлу 𝐹𝑀,𝐿(𝑥, 𝑦) = P𝑀,𝐿 (𝑀 ≤ 𝑥, 𝐿 ≤ 𝑦).
Ранiше ми неодноразово зазначали, що для проведення обчислень iз мi-
нiмумами зручно переходити до ситуацiї, коли величина бiльше деякого
значення, а не менше. Iз властивостей спiльних розподiлiв випливає:

P𝑀 (𝑀 ≤ 𝑥) = P𝑀,𝐿 (𝑀 ≤ 𝑥, 𝐿 < ∞)

= P𝑀,𝐿 (𝑀 ≤ 𝑥, 𝐿 ≤ 𝑦) + P𝑀,𝐿 (𝑀 ≤ 𝑥, 𝐿 > 𝑦) ,

звiдки
𝐹𝑀,𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑀(𝑥)− P𝑀,𝐿 (𝑀 ≤ 𝑥, 𝐿 > 𝑦) .

Функцiя розподiлу максимуму дорiвнює

𝐹𝑀(𝑥) =

� 𝑥

−∞
2𝑢 · 1 {𝑢 ∈ (0; 1)} 𝑑𝑢 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑥 < 0

𝑥2 , 0 ≤ 𝑥 < 1

1 , 𝑥 ≥ 1

.

З урахуванням незалежности 𝑋 та 𝑌 маємо

P𝑀,𝐿 (𝑀 ≤ 𝑥, 𝐿 > 𝑦) = P𝑋,𝑌 (𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑥,𝑋 > 𝑦, 𝑌 > 𝑦)

= P𝑋 (𝑦 < 𝑋 ≤ 𝑥)P𝑌 (𝑦 < 𝑌 ≤ 𝑥)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑥− 𝑦)2 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 < 1

𝑥2 , 𝑦 < 0 ≤ 𝑥 < 1

(1− 𝑦)2 , 0 ≤ 𝑦 < 1 ≤ 𝑥

1 , 𝑦 < 0, 1 ≤ 𝑥

0 , iнакше

.
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Отже

𝐹𝑀,𝐿(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥2 − (𝑥− 𝑦)2 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 < 1

1− (1− 𝑦)2 , 0 ≤ 𝑦 < 1 ≤ 𝑥

𝑥2 , 0 ≤ 𝑥 < 1, 𝑦 > 𝑥

1 , 𝑥 ≥ 1, 𝑦 > 𝑥

0 , iнакше

Вiдповiдна щiльнiсть дорiвнює

𝑓𝑀,𝐿(𝑥, 𝑦) =
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝐹𝑀,𝐿(𝑥, 𝑦) = 2 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 < 1} .

Пiдрахуймо вiдповiдну кореляцiю:

E [𝐿] =

� 1

0

𝑢 · 2(1− 𝑢) 𝑑𝑢 =

� 1

0

(2𝑢− 2𝑢2) 𝑑𝑢 = 1− 2

3
=

1

3
,

E
[︀
𝐿2
]︀
=

� 1

0

𝑢2 · 2(1− 𝑢) 𝑑𝑢 =

� 1

0

(2𝑢2 − 2𝑢3) 𝑑𝑢 =
2

3
− 2

4
=

1

6
,

E [𝑀 ] =

� 1

0

𝑢 · 2𝑢 𝑑𝑢 =
2

3
,

E
[︀
𝑀 2
]︀
=

� 1

0

𝑢2 · 2𝑢 𝑑𝑢 =
1

2
,

E [𝑀𝐿] =

� 1

0

� 𝑥

0

𝑥𝑦 · 2 𝑑𝑦𝑑𝑥 =

� 1

0

𝑥 · 𝑥2 𝑑𝑥 =
1

4
,

Corr (𝑀,𝐿) =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
𝑥𝑦 · 2 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 < 1} 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

Cov (𝑀,𝐿)√︀
Var (𝑀)Var (𝐿)

=
E [𝑀𝐿]− E [𝑀 ]E [𝐿]√︀

(E [𝑀 2]− (E [𝑀 ])2) (E [𝐿2]− (E [𝐿])2)
= 0.5 ,

тобто кореляцiя не просто додатна, а й не така вже й мала.

Вправа 10.3.5. Розгляньмо випадкове блукання на площинi. Частинка
починає свiй рух iз початку координат i на кожному кроцi, незалежно вiд
попереднiх, перемiщується на одиницю вправо, влiво, вгору та вниз з одна-
ковою ймовiрнiстю. Нехай поточну позицiю частинки пiсля 𝑛 крокiв описує
випадковий вектор (𝑋𝑛, 𝑌𝑛)

⊤, а вiдстань вiд початку координат дає випад-
кова величина 𝑅𝑛.
Чи є 𝑋𝑛 незалежна вiд 𝑌𝑛? Чому дорiвнює вiдповiдна коварiацiя? Чому

дорiвнює E
[︀
𝑅2

𝑛

]︀
?
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Розв’язання. Можемо розглянути вiдповiднi випадковi величини як суми

𝑋𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑉𝑖 , 𝑌𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑊𝑖 ,

де 𝑉𝑖 та 𝑊𝑖 визначають рух за горизонталлю та вертикаллю вiдповiдно.
Вони мають однаковий розподiл:

𝑝𝑉 (𝑥) = 𝑝𝑊 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
4 , 𝑥 = −1
1
2 , 𝑥 = 0
1
4 , 𝑥 = 1

.

Чи є величини 𝑉𝑖 та𝑊𝑗 незалежнi? Якщо 𝑖 ̸= 𝑗, то так, оскiльки частинка
може рухатися в будь-якому напрямку незалежно вiд попереднiх крокiв.
Проте якщо 𝑖 = 𝑗, iснує пряма залежнiсть, адже якщо одна з цих величин
не дорiвнює 0, то iнша обов’язково дорiвнює 0, адже частинка не може
рухатися одночасно i в горизонтальному, i у вертикальному напрямках.
Тому i 𝑋𝑛 не може бути незалежна вiд 𝑌𝑛. Зокрема, це добре видно в

такому граничному випадку. Якщо частинка постiйно рухається в одному
напрямку, наприклад, усi 𝑛 крокiв були вгору, то обов’язково 𝑋𝑛 = 0.
Проте коварiацiя цих величин, тим не менше, дорiвнює 0:

Cov (𝑋𝑛, 𝑌𝑛) = Cov

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑉𝑖,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑊𝑗

)︃

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

Cov (𝑉𝑖,𝑊𝑗)

=
𝑛∑︁

𝑖=1

Cov (𝑉𝑖,𝑊𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(E [𝑉𝑖𝑊𝑖]− E [𝑉𝑖]E [𝑊𝑖]) = 0 ,

бо 𝑉𝑖 ⊥⊥ 𝑊𝑗 для 𝑖 ̸= 𝑗, E [𝑉𝑖] = E [𝑊𝑖] = 0, а E [𝑉𝑖𝑊𝑖] = 0, бо 𝑉𝑖𝑊𝑖 = 0.

Що до 𝑅2
𝑛 = 𝑋2

𝑛 + 𝑌 2
𝑛 , то через 𝑋𝑛

𝑑
= 𝑌𝑛 та 𝑉𝑖 ⊥⊥ 𝑉𝑗 для 𝑖 ̸= 𝑗 маємо

E
[︀
𝑅2

𝑛

]︀
= E

[︀
𝑋2

𝑛 + 𝑌 2
𝑛

]︀
= 2E

[︀
𝑋2

𝑛

]︀
= 2E

⎡⎣(︃ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉𝑖

)︃2
⎤⎦

= 2E

[︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑉 2
𝑖 + 2

∑︁
𝑖<𝑗

𝑉𝑖𝑉𝑗

]︃
= 2

𝑛∑︁
𝑖=1

E
[︀
𝑉 2
𝑖

]︀
+ 2

∑︁
𝑖<𝑗

E [𝑉𝑖]E [𝑉𝑗]

= 2𝑛E
[︀
𝑉 2
1

]︀
+ 0 = 2𝑛 · 1

2
= 𝑛 .
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Приклад 10.3.6. Нехай iнвестор планує iнвестувати $100 000, i задля цьо-
го вiн формує iнвестицiйний портфель (portfolio), тобто розподiляє всю су-
му мiж акцiями рiзних компанiй та iншими фiнансовими iнструментами.
Нехай iнвестор розглядає тiльки акцiї двох компанiй та депозит у деякому
банку. Нехай 𝑠1 та 𝑠2 — сума, iнвестована в акцiї двох компанiй вiдповiдно,
а 𝑠3 — сума, покладена на депозит.
Нехай акцiї першої та другої компанiй мають випадковi дохiдностi (за

рiк) 𝑅1 та 𝑅2 вiдповiдно. Нехай ставка депозиту дорiвнює 3.6% за рiк.
Нехай 𝑅1 має деякий розподiл зi сподiванням 6 та дисперсiєю 55, а 𝑅2 має
деякий розподiл зi сподiванням 4 та дисперсiєю 28. Тодi дохiд (за рiк) вiд
такої iнвестицiї дорiвнюватиме 𝑠1𝑅1 + 𝑠2𝑅2 + 0.036𝑠3.
Нехай акцiї першої компанiї коштують $60 за штуку, а другої — $48 за

штуку. Тодi всi iнвестицiї повиннi задовольняти обмеження 60𝑠1 + 48𝑠2 +
𝑠3 = 100 000 та 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ≥ 0.
Нехай 𝑅1 ⊥⊥ 𝑅2. Тодi сподiвання та дисперсiя доходу дорiвнюють

E [𝑠1𝑅1 + 𝑠2𝑅2 + 0.036𝑠3] = 𝑠1E [𝑅1] + 𝑠2E [𝑅2] + 0.036𝑠3
= 6𝑠1 + 4𝑠2 + 0.036𝑠3 ,

Var (𝑠1𝑅1 + 𝑠2𝑅2 + 0.036𝑠3) = 𝑠21Var (𝑅1) + 𝑠22Var (𝑅2) + 0 = 55𝑠21 + 28𝑠22 .

За яким критерiєм можна пiдiбрати портфель? У теорiї портфелiв роз-
глядають поняття ефективности (efficiency). Ефективним називають та-
кий портфель, який має найменшу дисперсiю серед усiх портфелiв iз таким
самим сподiванням. На Рис. 10.3.1 зображено область, у яку потрапляють
усi можливi комбiнацiї сподiвань та дисперсiй портфелiв, якi задовольня-
ють обмеження, зазначенi вище. Нижня межа цiєї области показує множи-
ну ефективних портфелiв.
Наприклад, якщо iнвестор хоче, щоб його сподiваний дохiд дорiвнював

$7000, вiн повинен вибрати портфель iз параметрами 𝑠1 = 524.7, 𝑠2 = 609.7,
𝑠3 = 39 250, оскiльки в цьому випадку сподiвання буде $7000, а дисперсiя
буде найменша серед усiх портфелiв iз таким сподiванням, а саме 2.55×107.
Iншими словами, будь-який портфель зi сподiванням бiльше $7000 повинен
мати бiльшу дисперсiю, а будь-який портфель iз дисперсiєю менше 2.55×
107 повинен мати сподiвання менше $7000.
Нехай тепер коефiцiєнт кореляцiї мiж дохiднiстю двох акцiй дорiвнює

−0.3. Наприклад, це може означати, що акцiї двох компанiй реагують на
однаковi подiї в протилежному напрямку. Оскiльки

−0.3 =
Cov (𝑅1, 𝑅2)√︀
Var (𝑅1)Var (𝑅2)

=
Cov (𝑅1, 𝑅2)√

55 · 28
,

маємо

Cov (𝑠1𝑅1, 𝑠2𝑅2) = 𝑠1𝑠2Cov (𝑅1, 𝑅2) = −0.3
√
55 · 28 · 𝑠1𝑠2 .
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Рис. 10.3.1: Iлюстрацiя до Прикладу 10.3.6 (адаптовано з [7], Рис. 4.7)

Отже

Var (𝑠1𝑅1 + 𝑠2𝑅2 + 0.036𝑠3) = 𝑠21Var (𝑅1) + 𝑠22Var (𝑅2) + 2𝑠1𝑠2Cov (𝑅1, 𝑅2)

= 55𝑠21 + 28𝑠22 − 2 · 0.3 ·
√
55 · 28 · 𝑠1𝑠2 .

Нескладно бачити, що дисперсiя такого портфеля менша вiд дисперсiї
портфеля з аналогiчними параметрами, але незалежними дохiдностями.
Це iнтуїтивно зрозумiло, адже якщо розкладати акцiї по компанiях iз

додатними кореляцiями, то якщо цiни на акцiї впадуть, то вони впадуть
(рiзною мiрою) для всiх компанiй iз портфеля. Якщо ж кореляцiя вiд’ємна,
то акцiї однiєї компанiї впадуть, а iншої — зростуть. Тому вiдхилення вiд
сподiвання буде не таке сильне, i такий портфель буде менш ризиковий.

10.4 Додатковi вправи

Приклад 10.4.1. Нехай у вiддiлку деякого банку працюють два менедже-
ри. Число клiєнтiв, якi стоять у черзi до кожного з них, описує випадковий
вектор (𝑋, 𝑌 )⊤, де𝑋 — число клiєнтiв у черзi до першого менеджера, а 𝑌 —
до другого. Нехай supp (𝑋) = supp (𝑌 ) = {0, 1, 2, 3, 4}. Спiльну функцiю
ймовiрностей для цього випадкового вектора наведено в Табл. 10.4.1.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть P𝑋,𝑌 (2 ≤ 𝑋 ≤ 3, 0 ≤ 𝑌 ≤ 2)? Чому дорiвнює

спiльна функцiя розподiлу в точцi (2, 1)⊤?
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Табл. 10.4.1: Таблиця спряжености для Прикладу 10.4.1

𝑌 = 0 𝑌 = 1 𝑌 = 2 𝑌 = 3 Разом

𝑋 = 0 0.05 0.21 0 0 0.26
𝑋 = 1 0.20 0.26 0.08 0 0.54
𝑋 = 2 0 0.06 0.07 0.02 0.15
𝑋 = 3 0 0 0.03 0.02 0.05

Разом 0.25 0.53 0.18 0.04 1

Розв’язання. Для пiдрахунку вiдповiдної ймовiрности потрiбно «проiнте-
грувати» щiльнiсть за вiдповiдною множиною. У нашому випадку вектор
дискретний, отже роль щiльности виконує функцiя ймовiрности, а роль
iнтегралу — сума:

P𝑋,𝑌 (2 ≤ 𝑋 ≤ 3, 0 ≤ 𝑌 ≤ 2) =
3∑︁

𝑥=2

2∑︁
𝑦=0

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

= P𝑋,𝑌 (𝑋 = 2, 𝑌 = 0) + P𝑋,𝑌 (𝑋 = 2, 𝑌 = 1)

+ P𝑋,𝑌 (𝑋 = 2, 𝑌 = 2)

+ P𝑋,𝑌 (𝑋 = 3, 𝑌 = 0) + P𝑋,𝑌 (𝑋 = 3, 𝑌 = 1)

+ P𝑋,𝑌 (𝑋 = 3, 𝑌 = 2)

= 0 + 0.06 + 0.07 + 0 + 0 + 0.03 = 0.16 .

Значення функцiї розподiлу в деякiй точцi є сумою всiх значень функцiї
ймовiрности в усiх точках, що не перевищують шуканих значень:

𝐹𝑋,𝑌 (2, 1) = P𝑋,𝑌 (𝑋 ≤ 2, 𝑌 ≤ 1) =
2∑︁

𝑥=0

1∑︁
𝑦=0

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

= P𝑋,𝑌 (𝑋 = 0, 𝑌 = 0) + P𝑋,𝑌 (𝑋 = 0, 𝑌 = 1)

+ P𝑋,𝑌 (𝑋 = 1, 𝑌 = 0)

+ P𝑋,𝑌 (𝑋 = 1, 𝑌 = 1) + P𝑋,𝑌 (𝑋 = 2, 𝑌 = 0)

+ P𝑋,𝑌 (𝑋 = 2, 𝑌 = 1)

= 0.05 + 0.21 + 0.20 + 0.26 + 0 + 0.06 = 0.78 .

Вправа 10.4.2. Нехай 𝑌 — iнтенсивнiсть надходження дзвiнкiв на кол-
центр (у дзвiнках на хвилину). Нехай𝑋 — число дзвiнкiв протягом 2 годин.
Спiльна щiльнiсть розподiлу (𝑋, 𝑌 )⊤ дорiвнює

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
(2𝑦)𝑥

𝑥!
𝑒−3𝑦 · 1 {𝑦 > 0} · 1 {𝑥 ∈ N ∪ {0}} .
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Чи справдi це є щiльнiсть? Чому дорiвнює P𝑋 (𝑋 = 0)?

Розв’язання. Щiльнiсть, вочевидь, невiд’ємна, тому потрiбно перевiрити,
чи дорiвнює 1 її iнтеграл. Оскiльки щiльнiсть невiд’ємна, можемо застосу-
вати теорему Фубiнi, щоб перейти вiд подвiйного iнтегралу до повторного:

�
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) #(𝑑𝑥)× 𝜆(𝑑𝑦) =

� ∞

0

(︃ ∞∑︁
𝑥=0

(2𝑦)𝑥

𝑥!
𝑒−3𝑦

)︃
𝑑𝑦

=

� ∞

0

(︀
𝑒−3𝑦𝑒2𝑦

)︀
𝑑𝑦

=

� ∞

0

𝑒−𝑦 𝑑𝑦 = 1 ,

де ми використали розвинення 𝑒2𝑦 в ряд Тейлора.
Тодi (маржинальну) ймовiрнiсть𝑋 = 0 можна дiстати, iнтегруючи спiль-

ну щiльнiсть за змiнною 𝑦:

P𝑋 (𝑋 = 0) =

� ∞

0

(2𝑦)0

0!
𝑒−3𝑦 𝑑𝑦 =

1

3
.

Вправа 10.4.3. Нехай 𝑋, 𝑌 ∼ U ((0; 1]), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Чому дорiвнює середньо-
квадратичне вiдхилення вiдстани мiж ними?

Розв’язання. Нехай𝑊 = |𝑋−𝑌 |. Згiдно з законом несвiдомого статистика,
ми можемо обчислити це сподiвання як

E [𝑊 ] =

�
R
|𝑥− 𝑦| · 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 .

Оскiльки 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , їхня спiльна щiльнiсть є добутком щiльностей маржи-
нальних, а тому, використовуючи теорему Фубiнi для невiд’ємної пiдiнте-
гральної функцiї, маємо

E [𝑊 ] =

� 1

0

� 1

0

|𝑥− 𝑦| 𝑑𝑥𝑑𝑦

=

� 1

0

(︂� 𝑦

0

(𝑦 − 𝑥) 𝑑𝑥+

� 1

𝑦

(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑦

=

� 1

0

(︂
𝑦2 − 𝑦2

2
+

1

2
− 𝑦2

2
− 𝑦 + 𝑦2

)︂
𝑑𝑦 =

1

3
.



Додатковi вправи 209

Для пiдрахунку дисперсiї потрiбно обчислити E
[︀
𝑊 2
]︀
. Це можна зробити

за законом несвiдомого статистика, але альтернативно можна помiтити, що

E
[︀
𝑊 2
]︀
= E

[︀
|𝑋 − 𝑌 |2

]︀
= E

[︀
(𝑋 − 𝑌 )2

]︀
= E

[︀
𝑋2
]︀
− 2E [𝑋𝑌 ] + E

[︀
𝑌 2
]︀

= E
[︀
𝑋2
]︀
− 2E [𝑋]E [𝑌 ] + E

[︀
𝑌 2
]︀
,

де ми використали незалежнiсть 𝑋 та 𝑌 . З урахуванням рiвности розподi-
лiв 𝑋 та 𝑌 маємо

E
[︀
𝑊 2
]︀
= 2E

[︀
𝑋2
]︀
− 2(E [𝑋])2 = 2Var (𝑋) =

1

6
.

Остаточно

sd (𝑊 ) =
√︀
Var (𝑊 ) =

√︀
E [𝑊 2]− (E [𝑊 ])2 =

√︂
1

6
− 1

9
=

1

3
√
2
.

Вправа 10.4.4. Чи може бути, що E [𝑋] = 3, E [𝑌 ] = 2, E
[︀
𝑋2
]︀
= 10,

E
[︀
𝑌 2
]︀
= 29, а E [𝑋𝑌 ] = 0?

Розв’язання. За визначенням коварiацiї,

Cov (𝑋, 𝑌 ) = E [𝑋𝑌 ]− E [𝑋]E [𝑌 ] = 0− 3 · 2 = −6 .

Вiдповiднi дисперсiї дорiвнюють

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2
]︀
− (E [𝑋])2 = 10− 9 = 1 ,

Var (𝑌 ) = E
[︀
𝑌 2
]︀
− (E [𝑌 ])2 = 29− 4 = 25 .

Тодi коефiцiєнт кореляцiї повинен дорiвнювати

Corr (𝑋, 𝑌 ) =
Cov (𝑋, 𝑌 )√︀
Var (𝑋)Var (𝑌 )

=
−6√
1 · 25

= −6

5
< −1 ,

що неможливо.

Вправа 10.4.5. Нехай 𝑋, 𝑌 та 𝑍 — деякi випадковi величини такi, що
Var (𝑋) = 1, Var (𝑌 ) = 4, Var (𝑍) = 8, Cov (𝑋, 𝑌 ) = 1, Cov (𝑋,𝑍) = −1 i
Cov (𝑌, 𝑍) = 2.
Чому дорiвнюють Var (𝑋 + 𝑌 + 𝑍) та Var (3𝑋 − 𝑌 − 2𝑍 + 1)?
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Розв’язання. За визначенням дисперсiї суми випадкових величин маємо

Var (𝑋 + 𝑌 + 𝑍) = Var (𝑋) + Var (𝑌 ) + Var (𝑍)
+ 2Cov (𝑋, 𝑌 ) + 2Cov (𝑋,𝑍) + 2Cov (𝑌, 𝑍)
= 1 + 4 + 8 + 2− 2 + 4 = 17 .

Так само можна пiдрахувати другу дисперсiю, згадавши про властивiсть
дисперсiї Var (𝑎𝑋) = 𝑎2Var (𝑋) та лiнiйнiсть коварiацiї:

Var (3𝑋 − 𝑌 − 2𝑍 + 1) = Var (3𝑋) + Var (−𝑌 ) + Var (−2𝑍) + Var (1)
+ 2Cov (3𝑋,−𝑌 ) + 2Cov (3𝑋,−2𝑍) + 2Cov (3𝑋, 1)

+ 2Cov (−𝑌,−2𝑍) + 2Cov (−𝑌, 1) + 2Cov (−2𝑍, 1)

= 9Var (𝑋) + Var (𝑌 ) + 4Var (𝑍) + 0

− 6Cov (𝑋, 𝑌 )− 12Cov (𝑋,𝑍) + 0

+ 4Cov (𝑌, 𝑍) + 0 + 0

= 9 · 1 + 4 + 4 · 8− 6 · 1 + 12 · 1 + 4 · 2 = 59 .
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11 Випадковi вектори та

незалежнi випадковi

величини. Частина 2

11.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Розд. 10, а також у Курсi лекцiй, Розд. КЛ9.5. Зокрема, нас
цiкавлять такi результати.

Твердження (КЛ9.5.1). Нехай 𝑋 та 𝑌 — двi незалежнi випадковi вели-
чини зi щiльностями розподiлу 𝑓𝑋 i 𝑓𝑌 вiдповiдно. Тодi щiльнiсть суми
𝑆 = 𝑋 + 𝑌 дорiвнює

𝑓𝑆(𝑠) =

� ∞

−∞
𝑓𝑋(𝑠− 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 . (КЛ9.5.1)

Iнтеграл у (КЛ9.5.1) має назву згортки (convolution).
У застосуваннi до дискретних величин формула (КЛ9.5.1) набуває виду

P𝑆 (𝑆 = 𝑠) =
∞∑︁

𝑗=−∞
P𝑋 (𝑋 = 𝑠− 𝑗)P𝑌 (𝑌 = 𝑗) . (КЛ9.5.2)

Цей результат можна застосувати до обчислення щiльностей сум iнших
розподiлiв, якi ми вивчали ранiше в цьому курсi.

Твердження (КЛ9.5.4). Розподiл суми 𝑆 =
∑︀𝑘

𝑖=1𝑋𝑖 незалежних випад-
кових величин 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 такий:

(i) якщо 𝑋𝑖 ∼ Bern (𝑝), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, то 𝑆 ∼ Binom (𝑘, 𝑝);

(ii) якщо 𝑋𝑖 ∼ Binom (𝑛𝑖, 𝑝), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, то 𝑆 ∼ Binom
(︁∑︀𝑘

𝑖=1 𝑛𝑖, 𝑝
)︁
;

(iii) якщо 𝑋𝑖 ∼ Pois (𝜆𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, то 𝑆 ∼ Pois
(︁∑︀𝑘

𝑖=1 𝜆𝑖

)︁
;

(iv) якщо 𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝜇𝑖, 𝜎
2
𝑖 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, то 𝑆 ∼ 𝑁

(︁∑︀𝑘
𝑖=1 𝜇𝑖,

∑︀𝑘
𝑖=1 𝜎

2
𝑖

)︁
.



212 Випадковi вектори та незалежнi випадковi величини. Частина 2

11.2 Незалежнiсть випадкових величин

Вправа 11.2.1. Нехай 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∼ U ((0; 1]), i всi вони незалежнi. Чому
дорiвнює P𝑋,𝑌,𝑍 (𝑋 ≥ 𝑌 𝑍)?

Розв’язання. Оскiльки вiдповiднi величини незалежнi, їхню спiльну щiль-
нiсть можна розписати як добуток:

𝑓𝑋,𝑌,𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦)𝑓𝑍(𝑧)

= 1 {0 < 𝑥 < 1} · 1 {0 < 𝑦 < 1} · 1 {0 < 𝑧 < 1} .

Тодi вiдповiдну ймовiрнiсть, як завжди, можна дiстати як iнтеграл за вiд-
повiдною множиною. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя невiд’ємна, засто-
совна теорема Фубiнi для переходу вiд кратного iнтегралу до повторного:

P𝑋,𝑌,𝑍 (𝑋 ≥ 𝑌 𝑍) =

�
𝑥≥𝑦𝑧

𝑓𝑋,𝑌,𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=

� 1

0

� 1

0

� 1

𝑦𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

=

� 1

0

� 1

0

(1− 𝑦𝑧) 𝑑𝑦𝑑𝑧

=

� 1

0

(︁
1− 𝑧

2

)︁
𝑑𝑧 =

3

4
.

Вправа 11.2.2. Розгляньмо гру крепс (craps). Суть гри полягає у вики-
дуваннi двох гральних кiсточок згiдно з певними правилами. Якщо сума
чисел у першому викидi дорiвнює 2, 3 або 12, гравець програє. Якщо сума
дорiвнює 7 або 11, гравець виграє. Якщо сума дорiвнює деякому iншому
значенню 𝑖, гравець продовжує викидати кiсточки доти, доки сума не буде
дорiвнювати 𝑖 або 7. Якщо сума дорiвнює 𝑖, гравець виграє, а якщо 7, то
гравець програє.
Нехай сума чисел у першому викидi дорiвнює 4. Нехай 𝑁 =«кiлькiсть

викидiв до появи суми в 4 або 7» i нехай 𝑋 =«сума чисел на останньому
викидi» (тобто 𝑋 ∈ {4, 7}.) Чи можна казати, що 𝑁 ⊥⊥ 𝑋?

Розв’язання. Суто теоретично дати вiдповiдь на це питання можна, роз-
глянувши спiльну та маржинальнi функцiї ймовiрности 𝑁 та 𝑋, тобто роз-
глянувши всi можливi значення з вiдповiдних носiїв та супутнi ймовiрностi.
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Це справа доволi невдячна, тому вiдповiдь можна дiстати за рахунок за-
садничої характеристики незалежних подiй як таких, що iнформацiя про
настання однiєї з них не впливає на ймовiрнiсть настання iншої.
До того ж, потрiбно пам’ятати, що незалежнiсть — це симетрична вла-

стивiсть, i iнколи аналiз впливу однiєї величини на iншу доцiльно робити
в один бiк, а не в iнший. Наприклад, на перший погляд важко сказати, чи
проливає iнформацiя про те, чому дорiвнює сума останнього викиду (4 або
7), свiтло на значення випадкової величини 𝑁 .
Розглянувши це питання в iнший бiк, бачимо, що вiдповiдь очевидна.

Справдi, не викликає сумнiвiв, що iнформацiя 𝑁 = 𝑛 для деякого 𝑛 ∈ N
у жодний спосiб не впливає на суму чисел в останньому викидi, оскiльки
кожний викид не залежить вiд попереднього. Тому 𝑁 ⊥⊥ 𝑋.

Вправа 11.2.3. Нехай маємо послiдовнiсть 𝑋1, 𝑋2, . . . незалежних випад-
кових величин з однаковим розподiлом. Якщо 𝑋𝑛 > 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1,
таке значення називають рекордним (record value). Позначмо через 𝐴𝑛 по-
дiю, що 𝑋𝑛 має рекордне значення. Чи можна казати, що 𝐴𝑛+1 ⊥⊥ 𝐴𝑛?

Розв’язання. Як i у Вправi 11.2.2, проаналiзуймо цю ситуацiю з мiркувань
впливу настання однiєї подiї на ймовiрнiсть настання iншої. Нехай сталася
подiя 𝐴𝑛, тобто 𝑋𝑛 має рекордне значення. Чи має iнформацiя про цей
факт вплив на ймовiрнiсть значень 𝑋𝑛+1, у тому числi на те, чи буде таке
значення рекордним? Можливо, якщо 𝑋𝑛 має дуже велике значення, то
ймовiрнiсть, що 𝑋𝑛+1 рекордна, стає меншою? На перший погляд вiдповiдь
не зовсiм очевидна.
Проте розгляд цього питання з iншого боку суттєво спрощує мiркування.

Справдi, нехай сталася подiя 𝐴𝑛+1. Чи ця iнформацiя в якийсь спосiб впли-
ває на ймовiрнiсть настання подiї 𝐴𝑛? Очевидно, що нi, адже нам вiдомо
тiльки те, що 𝑋𝑛+1 > 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, але нам зовсiм невiдомо, яке саме з
𝑖-их значень було попереднiм рекордним. Отже 𝐴𝑛 ⊥⊥ 𝐴𝑛+1.

Вправа 11.2.4. Нехай спiльна щiльнiсть випадкових величин 𝑋 та 𝑌 є

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑒−𝑦 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {𝑦 > 0} .

Чи можна казати, що 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 ?

Розв’язання. Згiдно з Теоремою КЛ9.4.5, для незалежности двох величин
потрiбно, щоб їхня спiльна щiльнiсть розпадалася в добуток двох маржи-
нальних щiльностей. У нашому прикладi спiльна щiльнiсть очевидно є до-
бутком двох функцiй однiєї змiнної:

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = (2𝑥 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1}) ·
(︀
𝑒−𝑦 · 1 {𝑦 > 0}

)︀
.
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Це справдi є щiльностi, оскiльки їхнi iнтеграли дорiвнюють 1:

� ∞

−∞
2𝑥 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑥 =

� 1

0

2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2
⃒⃒⃒⃒1
0

= 1 ,

� ∞

−∞
𝑒−𝑦 · 1 {𝑦 > 0} 𝑑𝑦 =

� ∞

0

𝑒−𝑦 𝑑𝑦 = −𝑒−𝑦

⃒⃒⃒⃒∞
0

= 1 .

Як ми у Вправi 11.2.4 знали, що коефiцiєнт 2 повинен належати саме
функцiї вiд 𝑥, а не вiд 𝑦? Заздалегiдь цього передбачити, звiсно, неможливо.
Нехай, наприклад, 𝑋 та 𝑌 мають деякi розподiли зi щiльностями 𝑎𝑔(𝑥) та
𝑏ℎ(𝑦) вiдповiдно, 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , 𝑐 = 𝑎𝑏. Тодi їхня спiльна щiльнiсть дорiвнює

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) .

У загальному випадку, не знаючи, яка функцiя вiдповiдає якiй величинi,
важко сказати, як «роздiлити» константу 𝑐 мiж двома маржинальними
щiльностями, щоб iнтеграл дорiвнював 1. Проте завжди можна взяти iнте-
грали вiдповiдних функцiй окремо:

�
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

1

𝑎
,

�
ℎ(𝑦) 𝑑𝑦 =

1

𝑏
,

i тодi стане зрозумiло, якi коефiцiєнти використати у вiдповiдних маржи-
нальних щiльностях. Зокрема, у Вправi 11.2.4 можна було б порахувати

� ∞

−∞
𝑥 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑥 =

1

2

i зробити висновок, що двiйка повинна належати саме щiльностi 𝑓𝑋 .
Безпосередньо з цiєї дискусiї випливає результат, що дає змогу з’ясувати,

чи є випадковi величини незалежними. Випадковi величини 𝑋 та 𝑌 неза-
лежнi тодi й тiльки тодi, коли для деяких функцiй однiєї змiнної 𝑔 та ℎ

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) ∝ 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) .

Вправа 11.2.5. Нехай спiльна щiльнiсть випадкових величин 𝑋 та 𝑌 є

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
3

2
𝑦2 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 2} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} .

Чи є 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 ? Чому дорiвнюють маржинальнi щiльностi 𝑋 та 𝑌 ?

Розв’язання. Величини 𝑋 та 𝑌 справдi є незалежнi, оскiльки

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) ∝ 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦) = (1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 2}) ·
(︀
𝑦2 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1}

)︀
.
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Маржинальнi щiльностi можна дiстати або iнтегруванням спiльної щiль-
ности за кожною змiнною окремо:

𝑓𝑋(𝑥) =

� ∞

−∞
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

� 1

0

3

2
𝑦2 · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 2} 𝑑𝑦 =

1

2
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 2} ,

𝑓𝑌 (𝑦) =

� ∞

−∞
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 =

� 2

0

3

2
𝑦2 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} 𝑑𝑥 = 3𝑦2 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} ,

або iнтегруючи вiдповiднi функцiї 𝑔 та ℎ:

� ∞

−∞
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

� 2

0

𝑑𝑥 = 2 ,

� ∞

−∞
ℎ(𝑦) 𝑑𝑦 =

� 1

0

𝑦2 𝑑𝑦 =
1

3
,

звiдки

𝑓𝑋(𝑥) =
1

2
𝑔(𝑥) , 𝑓𝑌 (𝑦) = 3ℎ(𝑦) ,

що вiдповiдає попереднiм результатам.

Вправа 11.2.6. Нехай спiльна щiльнiсть випадкових величин 𝑋 та 𝑌 є

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 24𝑥𝑦 · 1 {𝑥 ≥ 0} · 1 {𝑦 ≥ 0} · 1 {𝑥+ 𝑦 ≤ 1} .

Чи можна казати, що 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 ?

Розв’язання. На перший погляд вiдповiдь ствердна, адже 24𝑥𝑦 ∝ 𝑥𝑦, проте
це зовсiм не вiдповiдає дiйсностi, адже функцiя 𝑓𝑋,𝑌 мiстить у собi iндика-
торнi функцiї, одну з яких, 1 {𝑥+ 𝑦 ≤ 1}, неможливо розкласти в добуток
функцiй однiєї змiнної. Отже величини 𝑋 та 𝑌 не є незалежнi.

11.3 Обчислення сподiвань через суму

iндикаторних величин

Розгляньмо поширений на практицi спосiб обчислення сподiвань випад-
кових величин, розподiл яких або складно вивести, або сам по собi не є
цiкавий. Цей спосiб передбачає розкладення шуканої величини в суму де-
яких iндикаторних, сподiвання яких легко взяти за допомогою лiнiйности
як сподiвання випадкових величин Бернуллi.

Вправа 11.3.1. Повернiмося до задачi де Монморта з Прикладу 3.3.1. Тодi
ми розглядали колоду з 𝑛 карт, пронумерованих вiд 1 до 𝑛. Гравець по черзi
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перегортав карти i вигравав у тому випадку, якщо 𝑖-та перегорнута карта
мала нанесений на нiй номер 𝑖. Ми з’ясували, що ймовiрнiсть виграшу
приблизно дорiвнює 1− 1

𝑒 . Чому дорiвнює сподiване число карт, для яких
нанесений на картi номер вiдповiдає позицiї, на якiй вона розташована?

Розв’язання. Розгляньмо для кожної карти випадкову величину𝑋𝑖 =«кар-
та на позицiї 𝑖 має нанесений на нiй номер 𝑖», 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Це буде величина
Бернуллi з iмовiрнiстю успiху P𝑋𝑖

(𝑋𝑖 = 1) = 1
𝑛 (вiдповiдно до мiркувань

симетрiї). Загальне число карт, для яких нанесений номер i номер позицiї
дорiвнюють одне одному, є 𝑋 = 𝑋1 + . . .+𝑋𝑛. Отже

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑋𝑖] =
𝑛∑︁

𝑖=1

P𝑋𝑖
(𝑋𝑖 = 1) =

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑛
= 1 .

Вправа 11.3.2. Телефоннi номери в кiлькостi 𝑘 штук зберiгають у хеш-
таблицi з 𝑛 комiрками. Чому дорiвнює сподiвана кiлькiсть комiрок, у яких
не мiститься жодного телефонного номера? Один номер? Бiльше одного?
Вважатимемо, що ймовiрнiсть потрапити в кожну комiрку однакова.

Розв’язання. Нехай 𝑋𝑖 =«комiрка 𝑖 порожня», 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi 𝑋𝑖 = 1,
якщо всi телефоннi номери потрапили в деяку комiрку, окрiм 𝑖-ої. Потра-
пити в комiрку 𝑖 можна з iмовiрнiстю 1

𝑛 , а тому

P𝑋𝑖
(𝑋𝑖 = 1) =

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑘

.

Тодi шукане сподiвання дорiвнює

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑋𝑖] = 𝑛

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑘

.

Розгляньмо тепер величини 𝑌𝑖 =«комiрка 𝑖 мiстить точно один телефон-
ний номер», 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Подiя 𝑌𝑖 = 1 станеться, якщо всi номери, окрiм
одного, потрапили в iншi комiрки. Iмовiрнiсть, що 𝑘−1 номерiв потрапили
в iншi комiрки, за аналогiєю з попереднiм випадком є

(︀
1− 1

𝑛

)︀𝑘−1
, а ймо-

вiрнiсть для деякого номера потрапити в конкретну комiрку є 1
𝑛 . Усього є

𝑘 варiантiв, за яких один номер потрапив у комiрку 𝑖, а всi iншi номери
потрапили в iншi комiрки, тому остаточно за правилом множення маємо

P𝑌𝑖
(𝑌𝑖 = 1) =

𝑘

𝑛

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑘−1

.
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Отже

E [𝑌 ] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑌𝑖] = 𝑘

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑘−1

.

Сподiване число комiрок iз понад одним номером E [𝑊 ] можна обчислити
як рiзницю сподiваного числа комiрок iз будь-яким числом номерiв E [𝑍],
яке, очевидно, дорiвнює 𝑛, та щойно здобутими результатами:

E [𝑊 ] = E [𝑍]− E [𝑋]− E [𝑌 ] = 𝑛− 𝑛

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑘

− 𝑘

(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑘−1

.

11.4 Суми незалежних випадкових величин

Твердження КЛ9.5.4 доведено в Розд. КЛ9.6.5, проте для лiпшого розумi-
ння згортки доцiльно розглянути доведення окремих результатiв тут.

Доведення. (i) Здiйснiмо доведення за iндукцiєю. Нехай𝑋1, 𝑋2 ∼ Bern (𝑝).
За формулою (КЛ9.5.2) для 𝑆2 = 𝑋1 +𝑋2 маємо:

P𝑆2
(𝑆2 = 𝑠) =

∞∑︁
𝑗=−∞

P𝑋1
(𝑋1 = 𝑠− 𝑗)P𝑋2

(𝑋2 = 𝑗)

= P𝑋1
(𝑋1 = 𝑠− 0)P𝑋2

(𝑋2 = 0)

+ P𝑋1
(𝑋1 = 𝑠− 1)P𝑋2

(𝑋2 = 1)

= (1− 𝑝)P𝑋1
(𝑋1 = 𝑠) + 𝑝P𝑋1

(𝑋1 = 𝑠− 1) .

Оскiльки носiй 𝑆2 дорiвнює supp (𝑆2) = {0, 1, 2}, маємо

P𝑆2
(𝑆2 = 0) = (1− 𝑝) · (1− 𝑝) + 𝑝 · 0 = (1− 𝑝)2 ,

P𝑆2
(𝑆2 = 1) = (1− 𝑝) · 𝑝+ 𝑝 · (1− 𝑝) = 2𝑝(1− 𝑝) ,

P𝑆2
(𝑆2 = 2) = (1− 𝑝) · 0 + 𝑝 · 𝑝 = 𝑝2 ,

тобто

P𝑆2
(𝑆2 = 𝑠) =

(︂
2

𝑠

)︂
𝑝𝑠(1− 𝑝)2−𝑠 , 𝑠 = 0, 1, 2 ,

а отже 𝑆2 ∼ Binom (2, 𝑝).

Нехай 𝑆𝑘−1 =
∑︀𝑘−1

𝑖=1 ∼ Binom (𝑘 − 1, 𝑝) i 𝑋𝑘 ∼ Bern (𝑝). Тодi для
𝑆𝑘 = 𝑆𝑘−1 +𝑋𝑘 за формулою згортки маємо

P𝑆𝑘
(𝑆𝑘 = 𝑠) =

∞∑︁
𝑗=−∞

P𝑆𝑘−1
(𝑆𝑘−1 = 𝑠− 𝑗)P𝑋𝑘

(𝑋𝑘 = 𝑗)

= P𝑆𝑘−1
(𝑆𝑘−1 = 𝑠− 0)P𝑋𝑘

(𝑋𝑘 = 0)
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+ P𝑆𝑘−1
(𝑆𝑘−1 = 𝑠− 1)P𝑋𝑘

(𝑋𝑘 = 1)

= (1− 𝑝)P𝑆𝑘−1
(𝑆𝑘−1 = 𝑠) + 𝑝P𝑆𝑘−1

(𝑆𝑘−1 = 𝑠− 1)

= (1− 𝑝) ·
(︂
𝑘 − 1

𝑠

)︂
𝑝𝑠(1− 𝑝)𝑘−1−𝑠

+ 𝑝 ·
(︂
𝑘 − 1

𝑠− 1

)︂
𝑝𝑠−1(1− 𝑝)𝑘−1−(𝑠−1)

= 𝑝𝑠(1− 𝑝)𝑘−𝑠

(︂(︂
𝑘 − 1

𝑠

)︂
+

(︂
𝑘 − 1

𝑠− 1

)︂)︂
=

(︂
𝑘

𝑠

)︂
𝑝𝑠(1− 𝑝)𝑘−𝑠 ,

де ми використали так зване правило Паскаля (Pascal’s rule):(︂
𝑘 − 1

𝑠

)︂
+

(︂
𝑘 − 1

𝑠− 1

)︂
=

(︂
𝑘

𝑠

)︂
,

доведення якого очевидне пiсля розкриття вiдповiдних бiномних ко-
ефiцiєнтiв та приведення суми до спiльного знаменника:(︂

𝑘 − 1

𝑠

)︂
+

(︂
𝑘 − 1

𝑠− 1

)︂
=

(𝑘 − 1)!

𝑠!(𝑘 − 1− 𝑠)!
+

(𝑘 − 1)!

(𝑠− 1)!(𝑘 − 1− (𝑠− 1))!

=
(𝑘 − 1)! · (𝑘 − 𝑠) + (𝑘 − 1)! · 𝑠

𝑠!(𝑘 − 𝑠)!

=
𝑘!

𝑠!(𝑘 − 𝑠)!
=

(︂
𝑘

𝑠

)︂
.

Отже 𝑆𝑘 ∼ Binom (𝑘, 𝑝);

(iv) нехай маємо двi незалежнi величини 𝑋1 ∼ 𝑁(0, 𝜎2), 𝑋2 ∼ 𝑁(0, 1).
Застосування (КЛ9.5.1) разом iз прийомом iз видiленням щiльности
деякого нормального розподiлу, iнтеграл вiд якої дорiвнює 1, дає:

𝑓𝑋1+𝑋2
(𝑠) =

� ∞

−∞
𝑓𝑋1

(𝑠− 𝑦)𝑓𝑋2
(𝑦) 𝑑𝑦 =

� ∞

−∞

1

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝑠−𝑦)2

2𝜎2
−𝑦2

2 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞

1

2𝜋𝜎
𝑒−

𝑠2−2𝑠𝑦+𝑦2−𝑦2𝜎2

2𝜎2 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞

1

2𝜋𝜎
𝑒
−

(︃
𝑦2(1+𝜎2)

2𝜎2
−𝑦 𝑠

𝜎2
+ 𝑠2

2𝜎2

)︃
𝑑𝑦

=

� ∞

−∞

1

2𝜋𝜎
𝑒
−

(︃(︂√︁
1+𝜎2

2𝜎2
𝑦− 𝑠

2𝜎2
·
√︁

2𝜎2

1+𝜎2

)︂2

+ 𝑠2

2𝜎2
−( 𝑠

2𝜎2
)
2
· 2𝜎2

(1+𝜎2)

)︃
𝑑𝑦
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=
1√
2𝜋𝜎

𝑒
−
(︂

𝑠2

2𝜎2
−( 𝑠

2𝜎2
)
2
· 2𝜎2

(1+𝜎2)

)︂ � ∞

−∞

1√
2𝜋

𝑒
−

(︂
𝑦− 𝑠

2𝜎2
· 2𝜎2

1+𝜎2

)︂2
2· 𝜎2

1+𝜎2 𝑑𝑦

=
𝜎√

1 + 𝜎2
· 1√

2𝜋𝜎
𝑒
−
(︂

𝑠2

2𝜎2
−( 𝑠

𝜎2
)
2
· 2𝜎2

4(1+𝜎2)

)︂ � ∞

−∞

1√
2𝜋 𝜎√

1+𝜎2

𝑒
−
(𝑦− 𝑠

1+𝜎2 )
2

2· 𝜎2

1+𝜎2 𝑑𝑦

=
1√︀

2𝜋(1 + 𝜎2)
𝑒
− 𝑠2

2(1+𝜎2) ,

оскiльки пiд iнтегралом стоїть щiльнiсть випадкової величини з роз-

подiлом 𝑁
(︁

𝑠
1+𝜎2 ,

𝜎2

1+𝜎2

)︁
. Отже 𝑋1 +𝑋2 ∼ 𝑁(0, 1 + 𝜎2).

Розгляньмо тепер 𝑋1 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎
2
1), 𝑋2 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎

2
2), 𝑋1 ⊥⊥ 𝑋2:

𝑋1 +𝑋2 = 𝜎2

(︂
𝑋1 − 𝜇1

𝜎2
+

𝑋2 − 𝜇2

𝜎2

)︂
+ 𝜇1 + 𝜇2 .

Вiдповiдно до Зауваження КЛ7.5.9, 𝑋1−𝜇1

𝜎2
∼ 𝑁

(︁
0, 𝜎

2
1

𝜎2
2

)︁
, а 𝑋2−𝜇2

𝜎2
∼

𝑁 (0, 1), тому використаймо попереднiй результат, помiтивши, що

𝑋1 − 𝜇1

𝜎2
+

𝑋2 − 𝜇2

𝜎2
∼ 𝑁

(︂
0, 1 +

𝜎2
1

𝜎2
2

)︂
.

Тодi, вiдповiдно до Зауваження КЛ7.5.9,

𝑋1 +𝑋2 ∼ 𝑁

(︂
𝜇1 + 𝜇2, 𝜎

2
2

(︂
1 +

𝜎2
1

𝜎2
2

)︂)︂
= 𝑁

(︀
𝜇1 + 𝜇2, 𝜎

2
1 + 𝜎2

2

)︀
.

За iндукцiєю випливає, що

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 ∼ 𝑁

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖,

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜎2
𝑖

)︃
.

Вправа 11.4.1. У великiй корпорацiї заробiтнi платнi працiвникiв вiком
понад 30 рокiв мають (приблизно) нормальний розподiл зi сподiванням
$60 000 та середньоквадратичним вiдхиленням $10 000. Для працiвникiв
вiком до 30 рокiв зарплатнi мають (приблизно) нормальний розподiл зi
сподiванням $40 000 та середньоквадратичним вiдхиленням $10 000.
Нехай у випадковий спосiб вибрано двох працiвникiв вiком за 30 рокiв.

Яка ймовiрнiсть, що середнє значення їхнiх зарплат перевищує $65 000?
Нехай у випадковий спосiб вибрано по працiвнику з обох вiкових катего-

рiй. Яка ймовiрнiсть, що зарплатня молодшого з них вища? Що менша з
двох зарплатень перевищує $50 000?
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Розв’язання. Середнє мiж двома випадково вибраними зарплатнями 𝑋1 та
𝑋2 дорiвнює 1

2(𝑋1+𝑋2). Оскiльки𝑋1 ⊥⊥ 𝑋2, згiдно з Твердженням КЛ9.5.4,

1

2
(𝑋1 +𝑋2) ∼ 𝑁

(︂
1

2
(E [𝑋1] + E [𝑋2]) ,

1

22
(Var (𝑋1) + Var (𝑋2))

)︂
= 𝑁 (60, 50) ,

де одиницею вимiру зарплатнi є тисяча доларiв США. Звернiть увагу, що
ми додаємо дисперсiї, а не середньоквадратичнi вiдхилення.
Тодi, переходячи до стандартного нормального розподiлу, маємо

P𝑋1,𝑋2

(︂
1

2
(𝑋1 +𝑋2) > 65

)︂
= P𝑍

(︂
𝑍 >

65− 60√
50

)︂
= 1− Φ

(︂
1√
2

)︂
≈ 0.240 .

Розгляньмо тепер величини 𝑌1 =«зарплата у випадковий спосiб обраного
працiвника вiком до 30» та 𝑌2 =«зарплата у випадковий спосiб обраного
працiвника вiком за 30». Нас цiкавить iмовiрнiсть 𝑌1 > 𝑌2, або ж 𝑌1−𝑌2 > 0.
Згiдно з Твердженням КЛ9.5.4, враховуючи незалежнiсть 𝑌1 та 𝑌2, маємо

𝑌1 − 𝑌2 ∼ 𝑁
(︀
E [𝑌1]− E [𝑌2] ,Var (𝑌1) + (−1)2Var (𝑌2)

)︀
= 𝑁 (−20, 200) ,

а отже

P𝑌1,𝑌2
(𝑌1 − 𝑌2 > 0) = P𝑍

(︂
𝑍 >

0− (−20)√
200

)︂
= 1− Φ

(︂
2√
2

)︂
≈ 0.079 .

Менша з двох зарплатень, 𝐿 = min {𝑌1, 𝑌2}, з урахуванням незалежности
перевищуватиме $50 000 з такою ймовiрнiстю:

P𝐿 (𝐿 > 50) = P𝑌1
(𝑌1 > 50)P𝑌2

(𝑌2 > 50)

=

(︂
1− Φ

(︂
50− 40

10

)︂)︂(︂
1− Φ

(︂
50− 60

10

)︂)︂
≈ 0.133 .

Приклад 11.4.2. Нехай 𝑆(𝑛) — цiна деякого цiнного паперу по завер-
шеннi 𝑛 ≥ 1 тижнiв. На практицi використовують модель, згiдно з якою
цiна таких паперiв має властивiсть, що 𝑆(𝑛)/𝑆(𝑛− 1), 𝑛 ≥ 1 — незалежнi
випадковi величини з логнормальним розподiлом (Приклад КЛ7.4.5).
Нехай 𝜇 = 0.02, 𝜎 = 0.07. Пiдрахуймо ймовiрнiсть, що цiна паперiв через

два тижнi буде вищою вiд сьогоднiшньої:

P𝑆(0), 𝑆(2)

(︂
𝑆(2)

𝑆(0)
> 1

)︂
= P𝑆(0), 𝑆(1), 𝑆(2)

(︂
𝑆(2)

𝑆(1)
· 𝑆(1)
𝑆(0)

> 1

)︂
= P𝑆(0), 𝑆(1), 𝑆(2)

(︂
ln

(︂
𝑆(2)

𝑆(1)

)︂
+ ln

(︂
𝑆(1)

𝑆(0)

)︂
> 0

)︂
.
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Оскiльки вiдношення двох цiн має логнормальний розподiл iз параметрами
𝜇 = 0.02, 𝜎 = 0.07, його логаритм має нормальний розподiл iз параметрами
𝜇 = 0.02, 𝜎 = 0.07, а сума логаритмiв, згiдно з Твердженням КЛ9.5.4, має
нормальний розподiл iз параметрами 𝜇′ = 2 · 0.02, (𝜎′)2 = 2 · (0.07)2. Отже

P𝑆(0), 𝑆(2)

(︂
𝑆(2)

𝑆(0)
> 1

)︂
= P𝑍

(︂
𝑍 >

0− 0.04√
2 · 0.07

)︂
= 1− Φ

(︂
− 0.04√

2 · 0.07

)︂
≈ 0.657 .

11.5 Додатковi вправи

Вправа 11.5.1. Розгляньмо групу з 𝑛 осiб та пiдрахуймо сподiване число
рiзних днiв народження. Чому дорiвнює сподiване число пар осiб з одна-
ковим днем народження? Як завжди, вважатимемо, що в роцi 365 днiв, i
всi днi народження рiвноймовiрнi.

Розв’язання. Розгляньмо iндикаторнi величини 𝑋𝑖 =«серед 𝑛 осiб є при-
наймнi одна, що народилася в день 𝑖», 𝑖 = 1, . . . , 365. Оскiльки маємо слово
«принаймнi», iмовiрнiсть P𝑋𝑖

(𝑋𝑖 = 1) обчислiмо через доповнення:

P𝑋𝑖
(𝑋𝑖 = 1) = 1− P𝑋𝑖

(𝑋𝑖 = 0) = 1−
(︂
364

365

)︂𝑛

,

оскiльки дня народження не буде серед днiв народження членiв групи,
якщо всi члени групи народяться в iншi днi. Звiдси

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑋𝑖] = 365

(︂
1−

(︂
364

365

)︂𝑛)︂
.

Розгляньмо тепер пари осiб, що народилися в один день. Iз групи в 𝑛 осiб
можна утворити

(︀
𝑛
2

)︀
пар. Для кожної пари уведiмо iндикаторну величину

𝑌𝑗 =«особи з пари 𝑗 мають однаковий день народження», 𝑗 = 1, . . . ,
(︀
𝑛
2

)︀
.

Iмовiрнiсть успiху для такої величини є ймовiрнiстю того, що пара матиме
за день народження один iз 365 можливих, тому P𝑌𝑗

(𝑌𝑗 = 1) = 1
365 , а тому

E [𝑌 ] =

(𝑛2)∑︁
𝑖=1

1

365
=

(︀
𝑛
2

)︀
365

.
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Вправа 11.5.2. Кажемо, що перестановка 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 цiлих чисел вiд 1 до
𝑛 має локальний максимум у позицiї 𝑗, якщо 𝑎𝑗 > 𝑎𝑗−1 та 𝑎𝑗 > 𝑎𝑗+1, 𝑗 =
2, . . . , 𝑛 − 1. Для 𝑗 = 1 локальний максимум досягається, якщо 𝑎1 > 𝑎2, а
для 𝑗 = 𝑛 — якщо 𝑎𝑛−1 < 𝑎𝑛. Наприклад, у перестановцi 4, 2, 5, 3, 6, 1 є три
локальнi максимуми: у позицiях 1, 3 та 5.
Чому дорiвнює сподiване число локальних максимумiв у перестановках

цiлих чисел вiд 1 до 𝑛, 𝑛 ≥ 2, якщо всi перестановки рiвноймовiрнi?

Розв’язання. Розгляньмо випадковi величини 𝑋𝑖 =«у позицiї 𝑖 досягається
локальний максимум», 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Для всiх 𝑗 = 2, . . . , 𝑛−1 локальний максимум передбачає, що 𝑎𝑗 повинно

бути найбiльшим iз 𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗, 𝑎𝑗+1, що може статися з iмовiрнiстю 1
3 , оскiльки

можливi перестановки рiвноймовiрнi. У схожий спосiб локальний максимум
у першiй та останнiй позицiях може статися з iмовiрнiстю 1

2 . Тому

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

E [𝑋𝑖] =
1

2
+ (𝑛− 2) · 1

3
+

1

2
=

𝑛+ 1

3
.

Вправа 11.5.3. Розгляньмо двi незалежнi величини𝑋, 𝑌 ∼ Exp (1). Пока-
жiть, що 𝑉 = 𝑋−𝑌 має розподiл Лапласа (Laplace disribution) зi щiльнiстю

𝑓𝑉 (𝑣) =
1

2
𝑒−|𝑣| .

Розв’язання. Оскiльки величини незалежнi, застосуймо формулу згортки
(КЛ9.5.1). Для цього розгляньмо величину −𝑌 з функцiєю розподiлу

P−𝑌 (−𝑌 ≤ 𝑥) = P𝑌 (𝑌 ≥ −𝑥) = 1− P𝑌 (−𝑥)

= 1−
(︁
1− 𝑒−(−𝑥)

)︁
· 1 {−𝑥 > 0}

= 1− (1− 𝑒𝑥) · 1 {𝑥 < 0}

та щiльнiстю
𝑓−𝑌 (𝑥) = 𝑒𝑥 · 1 {𝑥 < 0} .

Тодi

𝑓𝑉 (𝑣) =

� ∞

−∞
𝑓𝑋(𝑣 − 𝑥)𝑓−𝑌 (𝑥) 𝑑𝑥

=

� ∞

−∞
𝑒−(𝑣−𝑥) · 1 {𝑣 − 𝑥 > 0} · 𝑒𝑥 · 1 {𝑥 < 0} 𝑑𝑥

=

� ∞

−∞
𝑒2𝑥−𝑣 · 1 {𝑥 < min {0, 𝑣}} 𝑑𝑥 .
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Для 𝑣 < 0 маємо

𝑓𝑉 (𝑣) =

� 𝑣

−∞
𝑒2𝑥−𝑣 𝑑𝑥 = 𝑒−𝑣 · 1

2
𝑒2𝑥
⃒⃒⃒⃒𝑣
−∞

=
1

2
𝑒𝑣 .

Для 𝑣 ≥ 0 маємо

𝑓𝑉 (𝑣) =

� 0

−∞
𝑒2𝑥−𝑣 𝑑𝑥 = 𝑒−𝑣 · 1

2
𝑒2𝑥
⃒⃒⃒⃒0
−∞

=
1

2
𝑒−𝑣 .

Об’єднуючи обидва результати, маємо

𝑓𝑉 (𝑣) =
1

2
𝑒−|𝑣| .

Вправа 11.5.4. Нехай iстинна вага невеличкої гирки дорiвнює 10 г. Її зва-
жують на двох незалежних вагах. Нехай похибка вимiрювань на обох вагах
має нормальний розподiл iз параметрами 𝜇 = 0 та 𝜎 = 0.2 г.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що результат на других вагах буде ближче

до 10 г, анiж на перших? Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що результат на
других вагах менше вiд результату на перших, але не бiльше вiд 0.2 г?

Розв’язання. Позначмо результати на обох вагах через 𝑋1 та 𝑋2. Тодi нас
цiкавить iмовiрнiсть подiї |𝑋1 − 10| < |𝑋2 − 10|. Ми, звiсно, можемо пора-
хувати цю ймовiрнiсть, iнтегруючи спiльну щiльнiсть за вiдповiдною мно-
жиною, проте через симетрiю задачi вiдповiдь буде дорiвнювати 0.5.
Що стосується другого питання, то нас цiкавить iмовiрнiсть подiї (𝑋1 −

𝑋2 > 0)∩ (𝑋1−𝑋2 < 0.2) = 0 < 𝑋1−𝑋2 < 0.2. Оскiльки 𝑋1 ∼ 𝑁(10, 0.22),
𝑋2 ∼ 𝑁(10, 0.22), −𝑋2 ∼ 𝑁(−10, 0.22), за формулою згортки маємо 𝑋1 −
𝑋2 ∼ 𝑁(10− 10, 0.22 + 0.22) = 𝑁(0, 0.08), а тому

P𝑋1,𝑋2
(0 < 𝑋1 −𝑋2 < 0.2) = P𝑍

(︂
0 < 𝑍 <

0.2√
0.08

)︂
≈ 0.260 .
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12 Функцiї вiд випадкових

векторiв та їхнi розподiли

12.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ10.
Ранiше ми розглядали формули замiни змiнних для дискретних i не-

перервних випадкових величин. Вони мають свої аналоги i для випадко-
вих векторiв. Зокрема, якщо маємо деякий дискретний випадковий вектор
X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ : (Ω,𝒜,P) → R𝑘, а 𝑔 : R𝑘 → R𝑛 — деяка Борелева
функцiя, то функцiя ймовiрности вiдповiдного перетворення Y = 𝑔(X)
початкового вектора така:

PY (𝑌1 = 𝑦1, . . . , 𝑌𝑛 = 𝑦𝑛) = PX

(︀
𝑔(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘) = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)

⊤)︀
=

∑︁
x:𝑔(x)=y

PX (𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘) .(КЛ10.1.2)

Для неперервних векторiв iснує результат, аналогiчний Теоремi КЛ7.4.4.

Теорема (Формула замiни змiнних для випадкових векторiв (Change of
variables formula for random vectors), КЛ10.1.1). НехайX = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ —
випадковий вектор зi (спiльною) щiльнiстю 𝑓X, неперервною на supp (X).
Нехай ℎ1, . . . , ℎ𝑘 : supp (X) → R такi, що (ℎ1, . . . , ℎ𝑘) задає взаємно одно-
значне вiдображення мiж supp (X) та його образом, який позначатимемо
через 𝑇 . Тодi якщо 𝑦𝑖 = ℎ𝑖(x), x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)

⊤, можна подати 𝑥𝑖 = 𝑔𝑖(y),
y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)

⊤, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.
Нехай частиннi похiднi 𝑔𝑖𝑗(y) = 𝜕

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝑖(y), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, iснують i є непе-

рервними в точцi y ∈ 𝑇 . Також нехай якобiан

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑔11(y) . . . 𝑔1𝑘(y)

... . . . ...
𝑔𝑘1(y) . . . 𝑔𝑘𝑘(y)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

не дорiвнює нулю на 𝑇 .
У цьому випадку

𝑓Y(y) = 𝑓X(𝑔1(y), . . . , 𝑔𝑘(y)) · |𝐽 | · 1 {y ∈ 𝑇} . (КЛ10.1.3)
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Якобiан у твердженнi Теореми КЛ10.1.1 виконує роль «похiдної оберне-
ної функцiї».
Розгляньмо важливий розподiл, який є узагальненням експоненцiйного.

У Розд. КЛ8.4 ми з’ясували, що величина з експоненцiйним розподiлом
𝑋 ∼ Exp (𝜆) вiдповiдає часу очiкування до настання певної подiї в процесi
Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆. Розгляньмо розподiл, який характеризує час
очiкування до настання декiлькох подiй.

Визначення (КЛ10.2.1). Додатна випадкова величина 𝑋 має Гамма-роз-
подiл (Gamma distribution) iз параметрами 𝑘 > 0, 𝜆 > 0, що позначають
через 𝑋 ∼ Gamma (𝑘, 𝜆), якщо її щiльнiсть дорiвнює

𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑘)
𝑥𝑘−1𝑒−𝜆𝑥𝜆𝑘 · 1 {𝑥 > 0} , (КЛ10.2.1)

де Γ(𝑘) — гамма-функцiя:

Γ(𝑘) =

� ∞

0

𝑥𝑘−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥 .

Функцiя розподiлу для Гамма-розподiлу в загальному випадку не має
простого аналiтичного запису.
Нехай 𝑋 ∼ Gamma (𝑘, 1). Згiдно з (КЛ7.5.2), для величини 𝑌 = 𝑋

𝜆 ,
𝜆 > 0, маємо:

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋 (𝜆𝑦) · 𝜆 =
1

Γ(𝑘)
(𝜆𝑦)𝑘−1𝑒−𝜆𝑦 · 1 {𝜆𝑦 > 0} · 𝜆

=
1

Γ(𝑘)
𝑦𝑘−1𝑒−𝜆𝑦𝜆𝑘 · 1 {𝑦 > 0} ,

тобто 𝑌 ∼ Gamma (𝑘, 𝜆). Iншими словами, Гамма-розподiли утворюють
сiм’ю вiдносно масштабування (але не вiдносно зсуву).
Це спостереження спрощує виведення формул для сподiвання та диспер-

сiї Гамма-розподiлу.

Твердження (КЛ10.2.2). Якщо𝑋 ∼ Gamma (𝑘, 𝜆), то сподiвання E [𝑋] =
𝑘
𝜆 , а дисперсiя Var (𝑋) = 𝑘

𝜆2 .

Як можна помiтити, розподiл Gamma (1, 𝜆) тотожний експоненцiйному
розподiлу з параметром 𝜆. Додатковий параметр 𝑘 Гамма-розподiлу надає
йому бiльше функцiйної гнучкости. Понад те, сума незалежних експонен-
цiйних розподiлiв має Гамма-розподiл. Це випливає з такого загального
твердження.
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Твердження (КЛ10.2.3). Нехай 𝑋𝑖 ∼ Gamma (𝑘𝑖, 𝜆), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Якщо
всi цi випадковi величини незалежнi, то розподiл їх суми 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

такий: 𝑆 ∼ Gamma (
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖, 𝜆).

Вiдповiдний результат дає змогу iнтерпретувати випадкову величину
𝑋 ∼ Gamma (𝑘, 𝜆) як час очiкування настання 𝑘 подiй у деякому процесi
Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆.
Понад те, позначивши через 𝑁𝑡 число подiй, якi сталися за певний перiод

𝑡, 𝑁𝑡 ∼ Pois (𝜆𝑡), маємо залежнiсть:

P𝑇𝑟
(𝑇𝑟 > 𝑡) = P𝑁𝑡

(𝑁𝑡 < 𝑟) , 𝑟 ∈ N , 𝑡 ≥ 0 .

Розгляньмо тепер декiлька важливих на практицi розподiлiв випадкових
векторiв. Почнiмо з узагальнення бiномного розподiлу.

Визначення (КЛ10.3.1). Нехай 𝑛 об’єктiв можна незалежно одне вiд одно-
го вiднести до однiєї з 𝑘 категорiй. У категорiю 𝑗 об’єкт можна вiднести з
iмовiрнiстю 𝑝𝑗,

∑︀𝑘
𝑗=1 𝑝𝑗 = 1.

Нехай 𝑋𝑗 — число об’єктiв у категорiї 𝑗,
∑︀𝑘

𝑗=1𝑋𝑗 = 𝑛. Тодi випадко-
вий вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ має мультиномний розподiл (multinomial
distribution) iз параметрами 𝑛 i p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘)

⊤, що позначають через
X ∼ Mult𝑘 (𝑛,p).

Знайдiмо спiльну функцiю ймовiрности такого випадкового вектора.

Твердження (КЛ10.3.2). Якщо випадковий вектор X ∼ Mult𝑘 (𝑛,p), то
його функцiя ймовiрности дорiвнює

PX (𝑋1 = 𝑛1, . . . , 𝑋𝑘 = 𝑛𝑘) =
𝑛!

𝑛1! . . . 𝑛𝑘!
𝑝𝑛1
1 . . . 𝑝𝑛𝑘

𝑘

×
𝑘∏︁

𝑗=1

1
{︀
𝑛𝑗 ∈ Z+

}︀
· 1 {𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 = 𝑛} ,

(КЛ10.3.1)

де Z+ = {0, 1, 2, . . .}.

Розгляньмо маржинальнi розподiли на основi мультиномного.

Твердження (КЛ10.3.5). Нехай X ∼ Mult𝑘 (𝑛,p). Розгляньмо випадковi
величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑠 i 𝑌 = 𝑛−(𝑋1+ . . .+𝑋𝑠)

1. Нехай 𝑞 = 1−(𝑝1+ . . .+𝑝𝑠).
Тодi X′ = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑠, 𝑌 )⊤ ∼ Mult𝑠+1

(︀
𝑛, (𝑝1, . . . , 𝑝𝑠, 𝑞)

⊤)︀.
1Нумерацiя величин, звiсно, не грає жодної роли через повну симетрiю.
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Зауваження (КЛ10.3.7). Iз Твердження КЛ10.3.5 безпосередньо випли-
ває той факт, що 𝑋𝑗 ∼ Binom (𝑛, 𝑝𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Вiдповiдно, випадкова
величина 𝑌 = 𝑛 − (𝑋1 + . . . + 𝑋𝑠) = 𝑋𝑠+1 + . . . + 𝑋𝑘 ∼ Binom (𝑛, 𝑞). Iн-
шими словами, iз Твердження КЛ4.5.9 випливає, що сума маржинальних
розподiлiв також є бiномним розподiлом:

∑︀𝑠
𝑖=1𝑋𝑖 ∼ Binom (𝑛,

∑︀𝑠
𝑖=1 𝑝𝑖).

Це дуже цiкавий результат, адже в загальному випадку, якщо 𝑋1 ∼
Binom (𝑛, 𝑝1), 𝑋2 ∼ Binom (𝑛, 𝑝2), то їх сума не обов’язково є бiномною
величиною. Властивiсть суми бiномних величин бути бiномною величиною
є особливiстю мультиномного розподiлу.

Вiдповiдне спостереження можна використати для обчислення сподiван-
ня та коварiацiй мультиномного розподiлу.

Твердження (КЛ10.3.8). Якщо X ∼ Mult𝑘 (𝑛,p), то

E [X] =

⎛⎝𝑛𝑝1
...

𝑛𝑝𝑘

⎞⎠ , Cov (X) =

⎛⎜⎜⎝
𝑛𝑝1(1− 𝑝1) −𝑛𝑝1𝑝2 . . . −𝑛𝑝1𝑝𝑘
−𝑛𝑝1𝑝2 𝑛𝑝2(1− 𝑝2) . . . −𝑛𝑝2𝑝𝑘

... ... . . . ...
−𝑛𝑝𝑘𝑝1 −𝑛𝑝𝑘𝑝2 . . . 𝑛𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)

⎞⎟⎟⎠ .

Варто звернути увагу, що величини 𝑋𝑖 та 𝑋𝑗 мають вiд’ємну кореляцiю,
що iнтуїтивно зрозумiло: якщо в категорiю 𝑖 потрапило багато об’єктiв, то
в категорiю 𝑗 може потрапити менша кiлькiсть об’єктiв.
Iнший надзвичайно важливий на практицi є багатовимiрний нормальний

розподiл, який узагальнює нормальний розподiл на 𝑘-вимiрнi простори.

Визначення (КЛ10.4.1). Випадковий вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ має ба-

гатовимiрний нормальний розподiл (multivariate normal distribution), що
позначають через X ∼ 𝑁(𝜇,Σ), якщо

X = AZ+ 𝜇 ,

де Σ = AA⊤, A ∈ R𝑘 × R𝑛, до того ж Σ невироджена2, Z = (𝑍1, . . . 𝑍𝑛)
⊤,

𝑍𝑖 ∼ 𝑁(0, 1), усi 𝑍𝑖 незалежнi, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛)
⊤ ∈ R𝑛.

Багатовимiрний нормальний розподiл має альтернативне визначення.

Визначення (КЛ10.4.2). Випадковий векторX = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ ∼ 𝑁(𝜇,Σ),

якщо будь-яка лiнiйна комбiнацiя

𝑌 = c⊤X =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝑋𝑖 , c ∈ R𝑘

2Якщо матриця вироджена, то розподiл не матиме щiльности. Ми такi випадки не розглядаємо.
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його координат є випадковою величиною з нормальним розподiлом.

Цi визначення еквiвалентнi (Твердження КЛ10.4.3).
Iз Визначення КЛ10.4.2 випливає, що маржинальними розподiлами для

багатовимiрного нормального розподiлу є також (одновимiрнi) нормальнi
розподiли. Зворотне твердження виконується далеко не завжди.
Знайдiмо спiльну щiльнiсть багатовимiрного нормального розподiлу.

Твердження (КЛ10.4.6). Нехай X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ можна подати як

X = AZ+ 𝜇 ,

де A ∈ R𝑘 × R𝑛 — деяка матриця, Z = (𝑍1, . . . 𝑍𝑛)
⊤ — вектор незалежних

стандартних нормальних величин, 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑘)
⊤ ∈ R𝑘. Тодi спiльна

щiльнiсть 𝑓X має вираз

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
1√︀

(2𝜋)𝑘|Σ|
𝑒−

1
2 (x−𝜇)⊤Σ−1(x−𝜇) , (КЛ10.4.2)

де x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)
⊤, Σ = AA⊤, до того ж Σ невироджена.

На практицi дуже часто застосовують двовимiрний нормальний розпо-
дiл, щiльнiсть якого випливає з (КЛ10.4.2):

𝑓𝑋1,𝑋2
(𝑥1, 𝑥2) =

1

2𝜋𝜎1𝜎2
√︀

1− 𝜌2
𝑒
− 1

2𝜎21𝜎
2
2(1−𝜌2)

(︁
(𝑥1 − 𝜇1, 𝑥2 − 𝜇2)

(︁
𝜎2
2 −𝜌𝜎1𝜎2

−𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
1

)︁(︁
𝑥1 − 𝜇1

𝑥2 − 𝜇2

)︁)︁

=
1

2𝜋𝜎1𝜎2
√︀

1− 𝜌2
𝑒
− 1

2(1−𝜌2)

(︂(︁
𝑥1−𝜇1

𝜎1

)︁2
−2𝜌

(︁
𝑥1−𝜇1

𝜎1

)︁(︁
𝑥2−𝜇2

𝜎2

)︁
+
(︁

𝑥2−𝜇2
𝜎2

)︁2)︂
,

де 𝜌 = Corr (𝑋1, 𝑋2), оскiльки 𝜌 = 𝜎12𝜎1𝜎2, |Σ| = 𝜎2
1𝜎

2
2(1− 𝜌2), а

Σ−1 =
1

𝜎2
1𝜎

2
2(1− 𝜌2)

(︂
𝜎2
2 −𝜌𝜎1𝜎2

−𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
1

)︂
.

Прикладами векторiв iз двовимiрним нормальним розподiлом є (зрiст
батька, зрiст сина), (бали за ЗНО, бали за першу сесiю), (зрiст, вага), (обсяг
добрив, урожайнiсть), (рiвень холестерину, тиск) тощо.
Як i в одновимiрному випадку, де параметри розподiлу 𝜇 i 𝜎2 вiдповiд-

али сподiванню та дисперсiї нормальної величини, так параметри 𝜇 i Σ
вiдiграють особливу роль.

Твердження (КЛ10.4.10). Якщо X ∼ 𝑁(𝜇,Σ), то сподiвання E [X] = 𝜇,
а матриця коварiацiй Cov (X) = Σ.

Особливiстю багатовимiрного нормального розподiлу є не тiльки той
факт, що всi маржинальнi розподiли є нормальними, а й що будь-яка пiд-
множина його координат має багатовимiрний нормальний розподiл.
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Твердження (КЛ10.4.12). Якщо X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤ ∼ 𝑁(𝜇,Σ), де

𝜇 =

⎛⎜⎜⎝
𝜇1

𝜇2
...
𝜇𝑘

⎞⎟⎟⎠ , Σ =

⎛⎜⎜⎝
Var (𝑋1) Cov (𝑋1, 𝑋2) . . . Cov (𝑋1, 𝑋𝑘)

Cov (𝑋2, 𝑋1) Var (𝑋2) . . . Cov (𝑋2, 𝑋𝑘)
... ... . . . ...

Cov (𝑋𝑘, 𝑋1) Cov (𝑋𝑘, 𝑋2) . . . Var (𝑋𝑘)

⎞⎟⎟⎠ .

Тодi вектор, складений iз будь-якої множини координат X, також має
багатовимiрний нормальний розподiл: X′ = (𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑚)

⊤ ∼ 𝑁(𝜇′,Σ′),
𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}, 𝑖𝑠 ̸= 𝑖𝑡 для будь-яких 𝑠, 𝑡, де

𝜇′ =

⎛⎜⎜⎝
𝜇𝑖1

𝜇𝑖2
...

𝜇𝑖𝑚

⎞⎟⎟⎠ , Σ′ =

⎛⎜⎜⎝
Var (𝑋𝑖1) Cov (𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2) . . . Cov (𝑋𝑖1, 𝑋𝑖𝑚)

Cov (𝑋𝑖2, 𝑋𝑖1) Var (𝑋𝑖2) . . . Cov (𝑋𝑖2, 𝑋𝑖𝑚)
... ... . . . ...

Cov (𝑋𝑖𝑚, 𝑋𝑖1) Cov (𝑋𝑖𝑚, 𝑋𝑖2) . . . Var (𝑋𝑖𝑚)

⎞⎟⎟⎠ .

У Твердженнi КЛ9.4.13 ми зазначали, що з незалежности двох випадко-
вих величин 𝑋 та 𝑌 випливає, що Cov (𝑋, 𝑌 ) = 0, але зворотне в загально-
му випадку не є справедливим. Виявляється, багатовимiрний нормальний
розподiл унiкальний тим, що для нього зворотне твердження виконується.

Твердження (КЛ10.4.14). НехайX ∼ 𝑁(𝜇,Σ) можна подати як конкате-
нацiю двох векторiв меншої розмiрности: X =

(︀
X⊤

1 ,X
⊤
2

)︀⊤
, X : (Ω,𝒜,P) →

R𝑘, X1 : (Ω,𝒜,P) → R𝑚, X2 : (Ω,𝒜,P) → R𝑘−𝑚, 1 ≤ 𝑚 < 𝑘.
Якщо кореляцiя мiж будь-якою координатою X1 i будь-якою координа-

тою X2 нульова, то X1 ⊥⊥ X2.

Зауваження 12.1.1 (КЛ10.4.15). Застосування Твердження КЛ10.4.14
потребує умови, щоб вектори X1 i X2 мали спiльний багатовимiрний нор-
мальний розподiл. Iнакше з некорельованости незалежнiсть випливатиме
далеко необов’язково.

12.2 Розподiл функцiї вiд випадкового

вектора

Вправа 12.2.1. Нехай 𝑋 ∼ Geom (𝑝), 𝑌 ∼ Geom (𝑝), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Ми волiємо
знайти спiльний розподiл 𝑈 = min {𝑋, 𝑌 } та 𝑉 = 𝑋−𝑌 . Iншими словами,
якщо в нас є двi рiзнi схеми Бернуллi з однаковим параметром, то нас
цiкавить спiльний розподiл найменшого «часу очiкування» деякого успiху
та рiзницi мiж «часом очiкування» успiху в першiй та другiй схемах. Чи
будуть незалежними 𝑈 та 𝑉 ?
Чому дорiвнює спiльний розподiл 𝑋 та 𝑋 + 𝑌 ?
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Розв’язання. Для виведення спiльного розподiлу 𝑈 та 𝑉 потрiбно викори-
стати (КЛ10.1.2):

P𝑈,𝑉 (𝑈 = 𝑢, 𝑉 = 𝑣) = P𝑋,𝑌 (min {𝑋, 𝑌 } = 𝑢,𝑋 − 𝑌 = 𝑣) .

Згадаймо, що функцiя ймовiрности геометричного розподiлу дорiвнює

P𝑋 (𝑋 = 𝑘) = 𝑝(1− 𝑝)𝑘 · 1
{︀
𝑘 ∈ Z+

}︀
,

де Z+ = {0, 1, 2, . . .}.

Розгляньмо двi ситуацiї: якщо 𝑉 < 0, то 𝑋 < 𝑌 , min {𝑋, 𝑌 } = 𝑋, отже

P𝑈,𝑉 (𝑈 = 𝑢, 𝑉 = 𝑣) = P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑢, 𝑌 = 𝑢− 𝑣)

= 𝑝(1− 𝑝)𝑢 · 1
{︀
𝑢 ∈ Z+

}︀
· 𝑝(1− 𝑝)𝑢−𝑣 · 1

{︀
𝑢− 𝑣 ∈ Z+

}︀
= 𝑝2(1− 𝑝)2𝑢−𝑣 · 1

{︀
𝑢 ∈ Z+

}︀
· 1 {𝑣 ∈ {−1,−2, . . .}} .

Якщо ж 𝑉 ≥ 0, то 𝑋 ≥ 𝑌 , min {𝑋, 𝑌 } = 𝑌 , i з урахуванням 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 ,

P𝑈,𝑉 (𝑈 = 𝑢, 𝑉 = 𝑣) = P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑢+ 𝑣, 𝑌 = 𝑢) = P𝑋 (𝑋 = 𝑢)P𝑌 (𝑌 = 𝑢− 𝑣)

= 𝑝(1− 𝑝)𝑢+𝑣 · 1
{︀
𝑢+ 𝑣 ∈ Z+

}︀
· 𝑝(1− 𝑝)𝑢 · 1

{︀
𝑢 ∈ Z+

}︀
= 𝑝2(1− 𝑝)2𝑢+𝑣 · 1

{︀
𝑢 ∈ Z+

}︀
· 1
{︀
𝑣 ∈ Z+

}︀
.

Цi два випадки можна об’єднати, наклавши на змiнну 𝑣 модуль:

P𝑈,𝑉 (𝑈 = 𝑢, 𝑉 = 𝑣) = 𝑝2(1− 𝑝)2𝑢(1− 𝑝)|𝑣| · 1
{︀
𝑢 ∈ Z+

}︀
· 1 {𝑣 ∈ Z} .

Можна бачити, що 𝑈 ⊥⊥ 𝑉 , оскiльки спiльна функцiя ймовiрности до-
рiвнює добутку двох функцiй однiєї змiнної. У Вправi 12.6.1 буде показано,
як вивести маржинальну функцiю ймовiрности P𝑈 (𝑈 = 𝑢) в iнший спосiб,
i там можна бачити, що коефiцiєнт, який стоїть у маржинальнiй функцiї
ймовiрности, явно не фiгурує у виразi для спiльної функцiї ймовiрности.
Це пiдтверджує мiркування з Розд. 11.2, що для встановлення факту не-
залежности двох величин необов’язково шукати їхнi маржинальнi функцiї
ймовiрности чи щiльности, особливо якщо це зробити непросто.

Що ж стосується спiльного розподiлу 𝑋 та 𝑋 + 𝑌 , то застосування
(КЛ10.1.2) дуже просте, адже

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥,𝑋 + 𝑌 = 𝑡) = P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑡− 𝑥)

= 𝑝(1− 𝑝)𝑥𝑝(1− 𝑝)𝑡−𝑥 · 1
{︀
𝑥 ∈ Z+

}︀
· 1
{︀
𝑡− 𝑥 ∈ Z+

}︀
= 𝑝2(1− 𝑝)𝑡 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1, . . . , 𝑡}} · 1

{︀
𝑡 ∈ Z+

}︀
,

де ми скористалися незалежнiстю 𝑋 та 𝑌 .
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Можна перевiрити себе, обчисливщи суму значень функцiї ймовiрности:

∞∑︁
𝑡=−∞

∞∑︁
𝑥=−∞

𝑝2(1− 𝑝)𝑡 · 1 {𝑥 ∈ {0, 1, . . . , 𝑡}} · 1
{︀
𝑡 ∈ Z+

}︀
= 𝑝2

∞∑︁
𝑡=0

(1− 𝑝)𝑡
𝑡∑︁

𝑥=0

1

= 𝑝2
∞∑︁
𝑡=0

(𝑡+ 1)(1− 𝑝)𝑡 .

Можна помiтити, що

∞∑︁
𝑡=0

(𝑡+ 1)(1− 𝑝)𝑡 =
𝑑

𝑑𝑝

(︃ ∞∑︁
𝑡=0

−(1− 𝑝)𝑡+1

)︃
=

𝑑

𝑑𝑝

(︂
−(1− 𝑝)

1

1− (1− 𝑝)

)︂
=

𝑑

𝑑𝑝

(︂
−1− 𝑝

𝑝

)︂
=

1

𝑝2
.

Отже ∞∑︁
𝑡=−∞

∞∑︁
𝑥=−∞

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥,𝑋 + 𝑌 = 𝑡) = 𝑝2 · 1

𝑝2
= 1 .

Вправа 12.2.2. Нехай спiльна щiльнiсть випадкових величин 𝑋 та 𝑌 є

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑒−(𝑥+𝑦) · 1 {𝑥 > 0} · 1 {𝑦 > 0} .

Чому дорiвнює щiльнiсть випадкової величини 𝑋
𝑌 ?

Розв’язання. Перевiрмо умови Теореми КЛ10.1.1. По-перше, щiльнiсть 𝑓𝑋,𝑌

неперервна на своєму носiї supp
(︀
(𝑋, 𝑌 )⊤

)︀
= R+ × R+. Далi нам потрiбно

утворити вектор (𝑈, 𝑉 )⊤ такий, що 𝑈 = ℎ1(𝑋, 𝑌 ) = 𝑋
𝑌 , а 𝑉 пiдiбрано з мiр-

кувань спрощення обчислень. Нехай 𝑉 = ℎ2(𝑋, 𝑌 ) = 𝑌 . Тодi вiдповiдне
вiдображення є взаємно однозначне на нашому носiї:

𝑋 = 𝑔1(𝑈, 𝑉 ) = 𝑈𝑉 , 𝑌 = 𝑔2(𝑈, 𝑉 ) = 𝑉 .

Образом носiя пiд дiєю (ℎ1, ℎ2) є та сама множина R+×R+, адже перша
координата є результатом дiлення двох додатних чисел, а друга координата
просто є додатним числом.
Вiдповiдний якобiан можна обчислити як

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜕𝜕𝑢𝑔1(𝑢, 𝑣) 𝜕

𝜕𝑣
𝑔1(𝑢, 𝑣)

𝜕

𝜕𝑢
𝑔2(𝑢, 𝑣)

𝜕

𝜕𝑣
𝑔2(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = ⃒⃒⃒⃒𝑣 𝑢

0 1

⃒⃒⃒⃒
= 𝑣 ,
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що не дорiвнює 0 на множинi R+ × R+, а всi частиннi похiднi неперервнi.

Тодi застосування (КЛ10.1.3) дає

𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋,𝑌 (𝑔1(𝑢, 𝑣), 𝑔2(𝑢, 𝑣)) · |𝐽 | · 1
{︀
(𝑢, 𝑣)⊤ ∈ R+ × R+

}︀
= 𝑓𝑋,𝑌 (𝑢𝑣, 𝑣) · |𝑣| · 1 {𝑢 > 0} · 1 {𝑣 > 0}
= 𝑒−(𝑢𝑣+𝑣) · 1 {𝑢𝑣 > 0} · 1 {𝑣 > 0} · |𝑣| · 1 {𝑢 > 0} · 1 {𝑣 > 0}
= 𝑣 · 𝑒−𝑣(𝑢+1) · 1 {𝑢 > 0} · 1 {𝑣 > 0} .

Маржинальну щiльнiсть 𝑈 = 𝑋
𝑌 дiстанемо iнтегруванням частинами:

𝑓𝑈(𝑢) =

� ∞

−∞
𝑣 · 𝑒−𝑣(𝑢+1) · 1 {𝑢 > 0} · 1 {𝑣 > 0} 𝑑𝑣

= 1 {𝑢 > 0} ·
� ∞

0

𝑣 · 𝑒−𝑣(𝑢+1) 𝑑𝑣

= 1 {𝑢 > 0} ·
(︂
− 1

𝑢+ 1

)︂
·
(︂
𝑣 · 𝑒−𝑣(𝑢+1)

⃒⃒⃒⃒∞
0

−
� ∞

0

𝑒−𝑣(𝑢+1) 𝑑𝑣

)︂
= − 1

𝑢+ 1
· 1 {𝑢 > 0} ·

(︂
− 1

𝑢+ 1
𝑒−𝑣(𝑢+1)

⃒⃒⃒⃒∞
0

)︂
=

1

(𝑢+ 1)2
· 1 {𝑢 > 0} .

Можемо про всяк випадок пересвiдчитися, що це справдi щiльнiсть, адже
iнтеграл буде дорiвнювати

� ∞

−∞
𝑓𝑈(𝑢) 𝑑𝑢 = − 1

𝑢+ 1

⃒⃒⃒⃒∞
0

= 1 .

Замiсть використання формули замiни змiнних ми могли б пiти шляхом
виведення функцiї розподiлу:

𝐹𝑈(𝑢) = P𝑋,𝑌

(︂
𝑋

𝑌
≤ 𝑢

)︂
=

�
𝑥
𝑦≤𝑢

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

� ∞

0

� 𝑢𝑦

0

𝑒−(𝑥+𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 .

У цьому випадку для 𝑢 < 0 ми б мали 0, а для 𝑢 ≥ 0 значення iнтегралу
дорiвнювало б

𝐹𝑈(𝑢) =

� ∞

0

𝑒−𝑦

(︂
−𝑒−𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑢𝑦
0

)︂
𝑑𝑦 =

� ∞

0

(︁
𝑒−𝑦 − 𝑒−𝑦(𝑢+1)

)︁
𝑑𝑦

=

(︂
−𝑒−𝑦 +

𝑒−𝑦(𝑢+1)

𝑢+ 1

)︂ ⃒⃒⃒⃒∞
0

= 1− 1

𝑢+ 1
,
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звiдки остаточно

𝐹𝑈(𝑢) =

(︂
1− 1

𝑢+ 1

)︂
· 1 {𝑢 ≥ 0} ,

а щiльнiсть дорiвнює

𝑓𝑈(𝑢) =
1

(𝑢+ 1)2
· 1 {𝑢 > 0} ,

як i було виведено вище.

Вправа 12.2.3. Нехай 𝑈 ∼ U ((0; 2𝜋]) i 𝑇 ∼ Exp (1), 𝑈 ⊥⊥ 𝑇 . Чому дорiв-
нює спiльна щiльнiсть

𝑋 =
√
2𝑇 cos𝑈 , 𝑌 =

√
2𝑇 sin𝑈 ?

Чи є вони незалежнi? Чому дорiвнюють маржинальнi щiльностi 𝑋 та 𝑌 ?

Розв’язання. Через незалежнiсть 𝑈 та 𝑇 спiльна щiльнiсть дорiвнює

𝑓𝑈,𝑇 (𝑢, 𝑡) =
1

2𝜋
𝑒−𝑡 · 1 {𝑢 ∈ (0; 2𝜋]} · 1 {𝑡 > 0} .

Перевiрмо умови Теореми КЛ10.1.1.
По-перше, щiльнiсть 𝑓𝑈,𝑇 неперервна на своєму носiї supp

(︀
(𝑈, 𝑇 )⊤

)︀
=

(0; 2𝜋] × R+. Далi нам потрiбно утворити вектор (𝑋, 𝑌 )⊤ такий, що 𝑋 =
ℎ1(𝑈, 𝑇 ) =

√
2𝑇 cos𝑈 , а 𝑌 = ℎ2(𝑈, 𝑇 ) =

√
2𝑇 sin𝑈 . Образом носiя пiд дiєю

(ℎ1, ℎ2) є R2, оскiльки ми множимо деяке додатне число (
√
2𝑡) на число,

що лежить вiд −1 до 1 (cos𝑢 або sin𝑢).
Тодi вiдповiдне вiдображення є взаємно однозначне на нашому носiї. Це

можна побачити, помiтивши, що

𝑋2 + 𝑌 2 = 2𝑇
(︀
cos2 𝑈 + sin2 𝑈

)︀
= 2𝑇 ,

звiдки

𝑇 =
1

2

(︀
𝑋2 + 𝑌 2

)︀
, 𝑈 = arccos

𝑋√
𝑋2 + 𝑌 2

= arcsin
𝑌√

𝑋2 + 𝑌 2
.

Це обернене вiдображення є неперервним на своєму носiї R2, окрiм, мо-
жливо, точки (0, 0)⊤, проте цiєю точкою можна в будь-якому випадку зне-
хтувати як множиною мiри нуль. Вiдповiднi частиннi похiднi також будуть
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неперервнi, окрiм, можливо, точки (0, 0)⊤, оскiльки вони мiститимуть ви-
раз 𝑥2 + 𝑦2 у деякому ступенi в знаменнику.

Проте знаходити цi похiднi, а потiм обчислювати якобiан є справою нев-
дячною. Можемо згадати корисну властивiсть якобiанiв, а саме що

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜕𝜕𝑥𝑔1(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦
𝑔1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑥
𝑔2(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
𝑔2(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜕𝜕𝑢ℎ1(𝑢, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
ℎ1(𝑢, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑢
ℎ2(𝑢, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
ℎ2(𝑢, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎞⎟⎠

−1

для бiєктивних неперервно диференцiйовних вiдображень. Маємо:

𝐽 =

⎛⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒−

√
2𝑡 sin𝑢

cos𝑢√
2𝑡√

2𝑡 cos𝑢
sin𝑢√
2𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎞⎟⎠

−1

=
(︀
− sin2 𝑢− cos2 𝑢

)︀−1
= −1 ̸= 0 .

Тодi застосування (КЛ10.1.3) дає

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑈,𝑇 (𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦)) · |𝐽 | · 1
{︀
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ R2

}︀
= 𝑓𝑈,𝑇

(︃
arccos

𝑥√︀
𝑥2 + 𝑦2

,
1

2

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀)︃
· 1

=
1

2𝜋
· 1

{︃
arccos

𝑥√︀
𝑥2 + 𝑦2

∈ (0; 2𝜋)

}︃

× 𝑒−
1
2(𝑥2+𝑦2) · 1

{︂
1

2

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
> 0

}︂
=

1

2𝜋
𝑒−

1
2(𝑥2+𝑦2) .

Нескладно бачити, що ця спiльна щiльнiсть розпадається в добуток двох
маржинальних щiльностей:

𝑓𝑋(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑒−
𝑥2

2 , 𝑓𝑌 (𝑦) =
1√
2𝜋

𝑒−
𝑦2

2 ,

тобто 𝑋 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑌 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , а самi 𝑋 та 𝑌 мають спiльний
двовимiрний нормальний розподiл.

Вiдповiдне перетворення дає змогу генерувати випадковi величини зi
стандартним нормальним розподiлом. Це дуже корисний на практицi ре-
зультат, адже застосування iнтегрального перетворення ймовiрностей iз Те-
ореми КЛ8.1.1 ускладнено через вiдсутнiсть виразу функцiї стандартного
нормального розподiлу Φ. Цей результат можна сформулювати у формi

𝑋 =
√︀

−2 ln𝑈1 cos(2𝜋𝑈2) , 𝑌 =
√︀
−2 ln𝑈1 sin(2𝜋𝑈2) , (12.2.1)

де 𝑈1, 𝑈2 ∼ U ((0; 1]), 𝑈1 ⊥⊥ 𝑈2. Це перетворення має назву перетворення
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Бокса-Мюллера (Box-Muller transform)3.

Те, що 𝑈
𝑑
= 2𝜋𝑈2, очевидно, оскiльки цi розподiли є рiвномiрними, але

на рiзних носiях, тому до них застосовне перетворення вiдносно зсуву-
масштабування (КЛ7.5.1). Вираз пiд коренем можна утворити, застосу-
вавши Теорему КЛ8.1.1 до величини 𝑇 . Згiдно з Вправою 9.6.1, 𝐹 †

𝑇 (𝑢1) =
− ln𝑢1, звiдки й випливає вiдповiдний вираз для (12.2.1).

12.3 Гамма-розподiл

Вправа 12.3.1. Нехай загальна кiлькiсть води, зiбрана в дощовому резер-
вуарi за рiк, має Гамма-розподiл зi сподiванням 1000 (л) та середньоква-
дратичним вiдхиленням 200 (л). Нехай кiлькостi води, зiбранi в рiзнi роки,
не залежать одна вiд одної.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що за 2 роки буде зiбрано менше вiд 2500 л?

Що протягом щонайменше 3 iз найближчих 5 рокiв буде зiбрано бiльше
середньої кiлькости води, яку зазвичай збирають за рiк?

Розв’язання. Нам потрiбно обчислити ймовiрностi за участю Гамма-розпо-
дiлу, проте ми не знаємо його параметрiв: ми тiльки знаємо сподiвання та
корiнь iз дисперсiї. Використовуючи Твердження КЛ10.2.2, можемо утво-
рити таку систему рiвнянь:⎧⎪⎨⎪⎩

E [𝑋] =
𝑘

𝜆
= 1000 ,

Var (𝑋) =
𝑘

𝜆2
= 2002 ,

де 𝑋 позначає випадкову величину з розподiлом, описаним в умовi задачi.
Розв’язком цiєї системи є

𝑘 = 25 , 𝜆 =
1

40
.

Нехай 𝑌𝑖 =«кiлькiсть води, зiбрана за рiк 𝑖». Як ми встановили, 𝑌𝑖 ∼
Gamma

(︀
25, 1

40

)︀
. Згiдно з Твердженням КЛ10.2.3, сума незалежних величин

𝑌1 + 𝑌2 має розподiл Gamma
(︀
25 + 25, 1

40

)︀
= Gamma

(︀
50, 1

40

)︀
. Отже перша

шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P𝑌1+𝑌2
(𝑌1 + 𝑌2 ≤ 2500) = 𝐹𝑌1+𝑌2

(2500) ≈ 0.954 ,

що можна обчислити хiба що чисельно, оскiльки функцiя Гамма-розподiлу
не має аналiтичного запису.
3Названо так на честь британського статистика Джорджа Бокса (George Edward Pelham Box, 1919–
2013) та американського математика Мервiна Мюллера (Mervin Edgar Muller, 1928–2018).



236 Функцiї вiд випадкових векторiв та їхнi розподiли

Iмовiрнiсть зiбрати бiльше середньої кiлькости води в щонайменше 3 iз
5 рокiв можна обчислити, помiтивши, що перевищення середнього рiвня
можна вважати успiхом. Тодi через незалежнiсть та однаковiсть розподiлiв

𝑌𝑖
𝑑
= 𝑋 число таких рокiв має бiномний розподiл Binom (5,P𝑋 (𝑋 ≥ E [𝑋])).

Вiдповiдну ймовiрнiсть можна порахувати чисельно:

P𝑋 (𝑋 ≥ E [𝑋]) = 1− P𝑋 (𝑋 < 1000) ≈ 0.473 .

Отже шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (𝐴) =
5∑︁

𝑖=3

(︂
5

𝑖

)︂
(P𝑋 (𝑋 ≥ E [𝑋]))𝑖 (1− P𝑋 (𝑋 ≥ E [𝑋]))5−𝑖 ≈ 0.450 .

Вправа 12.3.2. Розгляньмо приклад застосування беєсiвського виведення
до процесу Пуассона. Нехай покупцi вiдвiдують магазин згiдно з процесом
Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 вiдвiдувачiв за годину. Справжнє значення 𝜆
невiдоме, i ми хочемо його оцiнити, розглядаючи як випадкову величину.
Нехай апрiорний розподiл 𝜆 ∼ Exp (3). Нехай 𝑋 =«число покупцiв, якi

вiдвiдають магазин з 1 по 3 годину». Якщо ми спостерiгаємо 𝑋 = 2, яким
стане апостерiорний розподiл параметру 𝜆 | 𝑋 = 2?

Розв’язання. Для розв’язання цiєї задачi запишiмо формулу Беєса:

𝑓𝜆|𝑋(𝜆|2) =
P𝑋|𝜆 (𝑋 = 2 | 𝜆) · 𝑓𝜆(𝜆)

P𝑋 (𝑋 = 2)
∝ 𝑒−2𝜆(2𝜆)2

2!
· 3𝑒−3𝜆

1 {𝜆 > 0} ,

де ми позбулися знаменника, оскiльки вiн являє собою мультиплiкативну
константу, яка не впливає не форму апостерiорного розподiлу. Для мо-
делювання розподiлу 𝑋 | 𝜆 ми використали розподiл Пуассона Pois (2𝜆),
оскiльки ми розглядаємо часовий промiжок у 2 години. Звернiть увагу, що
безумовний розподiл 𝑋 не є розподiлом Пуассона, оскiльки вiн узагалi не
повинен мiстити в собi 𝜆. Проте оскiльки це всього лише мультиплiкативна
константа, ми не повиннi виводити цей розподiл.
Тодi ми бачимо, що

𝑓𝜆|𝑋(𝜆|𝑥) ∝ 𝜆2𝑒−5𝜆 · 1 {𝜆 > 0} .

Нескладно бачити, що маємо щiльнiсть Гамма-розподiлу Gamma (3, 5). Так,
вiдомо, що повний запис апостерiорної щiльности буде

𝑓𝜆|𝑋(𝜆|𝑥) =
1

Γ(3)
𝜆2𝑒−5𝜆53 · 1 {𝜆 > 0} =

125

2
𝜆2𝑒−5𝜆 · 1 {𝜆 > 0} .
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Рис. 12.3.1: Апрiорна щiльнiсть параметра 𝜆, що вiдповiдає розподiлу
Gamma (1, 3), та апостерiорна щiльнiсть параметра 𝜆 | 𝑋 = 2,
що вiдповiдає розподiлу Gamma (3, 5)

Апрiорну та апостерiорну щiльностi наведено на Рис. 12.3.1. Апостерiорний
розподiл, пiд впливом спостереження 𝑋 = 2, зсунувся вбiк значення 2, але
не дуже сильно. Iз надходженням нових даних розподiл буде все точнiше
описувати значення, якi може набувати невiдомий параметр 𝜆.
Оскiльки апрiорний розподiл Exp (3) також є розподiлом Gamma (1, 3),

бачимо, що Гамма-розподiл є спряженим апрiорним розподiлом (conjugate
prior) до розподiлу Пуассона. Справдi, нехай 𝜆 ∼ Gamma (𝑘, 𝑠), а 𝑋 | 𝜆 ∼
Pois (𝑡𝜆). Тодi якщо ми спостерiгаємо значення 𝑋 = 𝑥, ми маємо

𝑓𝜆|𝑋(𝜆|𝑥) ∝
𝑒−𝑡𝜆(𝑡𝜆)𝑥

𝑥!
· 1

Γ(𝑘)
𝑠𝑘𝜆𝑘−1𝑒−𝑠𝜆·1 {𝜆 > 0} ∝ 𝑒−(𝑡+𝑠)𝜆𝜆𝑥+𝑘−1·1 {𝜆 > 0} ,

тобто апостерiорний розподiл є 𝜆 | 𝑋 = 𝑥 ∼ Gamma (𝑥+ 𝑘, 𝑡+ 𝑠), що є
дуже простою формулою пiдрахунку апостерiорного розподiлу, так само,
як простою є формула пiдрахунку апостерiорного розподiлу у випадку з
бiномним i Бета-розподiлом, якi ми розглядали в Розд. КЛ8.2.

12.4 Мультиномний розподiл

Вправа 12.4.1. У рамках генетичного експерименту схрещують особини
двох видiв. Нехай фенотип нащадкiв за деяким параметром може бути
тiльки одного з трьох типiв, 𝐴, 𝐵 й 𝐶. Вiдповiднi ймовiрностi дорiвнюють
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1
12 ,

3
12 i

8
12 . Фенотипи незалежнi мiж собою. Вибiрка складає 60 нащадкiв.

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що серед нащадкiв 6 матимуть фенотип 𝐴,
18 — фенотип 𝐵, а 36 — фенотип 𝐶?

Розв’язання. Оскiльки маємо ситуацiю незалежного розподiлу об’єктiв за
категорiями, моделювати її потрiбно за допомогою мультиномного розпо-
дiлу. У нашому випадку вектор X = (𝑋𝐴, 𝑋𝐵, 𝑋𝐶)

⊤, елементами якого є
кiлькостi нащадкiв iз фенотипом кожного типу, має розподiл

X ∼ Mult3

(︃
60,

(︂
1

12
,
3

12
,
8

12

)︂⊤
)︃

.

Отже нам потрiбно просто пiдставити вiдповiднi числа у вiдповiдну фун-
кцiю ймовiрности:

PX (𝑋𝐴 = 6, 𝑋𝐵 = 18, 𝑋𝐶 = 36) =
60!

6!18!36!

(︂
1

12

)︂6(︂
3

12

)︂18(︂
8

12

)︂36

≈ 0.011 .

Вправа 12.4.2. Нехай у деякому унiверситетi розподiл студентiв курсами
такий: 20% навчаються на першому курсi, 23.75% — на другому, 31.25% —
на третьому i 25% — на четвертому.
Нехай у випадковий спосiб вiдбирають 20 студентiв. Чому дорiвнює ймо-

вiрнiсть, що у вибранiй групi буде 4 першокурсники, 5 другокурсникiв, 6
третьокурсникiв i 5 четверокурсникiв? Що 5 студентiв будуть четверокур-
сники? Що принаймнi 11 студентiв будуть третьо- чи четверокурсники?
Чому дорiвнюють сподiвання та коварiацiї мiж усiма цими величинами?

Розв’язання. Оскiльки вiдбiр студентiв здiйснюють у незалежний спосiб,
маємо справу з мультиномним розподiлом. Конкретнiше, випадковий ве-
ктор X = (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4)

⊤, елементами якого є кiлькостi студентiв вiдпо-
вiдних курсiв у вибiрцi, має розподiл

X ∼ Mult4
(︁
20, (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4)

⊤
)︁
= Mult4

(︁
20, (0.20, 0.2375, 0.3125, 0.25)⊤

)︁
.

Тому перша ймовiрнiсть дорiвнює просто

PX (𝑋1 = 4, 𝑋2 = 5, 𝑋3 = 6, 𝑋4 = 5) =
20!

4!5!6!5!
(0.20)4(0.2375)5(0.3125)6(0.25)5

≈ 0.0108 .
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Згiдно з Твердженням КЛ10.3.5, маржинально 𝑋4 ∼ Binom (20, 0.25),
оскiльки можна розглянути схему Бернуллi, де поява четверокурсника у
вибiрцi є успiхом, а студентiв iнших курсiв — невдачею. Звiдси

P𝑋4
(𝑋4 = 5) =

(︂
20

5

)︂
(0.25)5(0.75)15 ≈ 0.2024 .

Також згiдно з Твердженням КЛ10.3.5, розподiл загального числа третьо-
й четверокурсникiв 𝑋3 + 𝑋4 є Binom (20, 𝑝3 + 𝑝4) = Binom (20, 0.5625),
оскiльки можна розглянути схему Бернуллi, де поява третьо- чи четверо-
курсника у вибiрцi є успiхом, а студентiв iнших курсiв — невдачею. Звiдси

P𝑋3,𝑋4
(𝑋3 +𝑋4 ≥ 11) =

20∑︁
𝑘=11

(︂
20

𝑘

)︂
(0.5625)𝑘(0.4375)20−𝑘 ≈ 0.6350 .

Згiдно з Твердженням КЛ10.3.8, сподiвання E [X] можна обчислити як
сподiвання вiдповiдних координат цього вектора:

E [X] = E
[︀
(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4)

⊤]︀ = (20𝑝1, 20𝑝2, 20𝑝3, 20𝑝4)
⊤ = (4, 4.75, 6.25, 5)⊤ .

Вiдповiдна матриця коварiацiй дорiвнює

Cov (X) =

⎛⎜⎜⎝
Var (𝑋1) Cov (𝑋1, 𝑋2) Cov (𝑋1, 𝑋3) Cov (𝑋1, 𝑋4)

Cov (𝑋2, 𝑋1) Var (𝑋2) Cov (𝑋2, 𝑋3) Cov (𝑋2, 𝑋4)
Cov (𝑋3, 𝑋1) Cov (𝑋3, 𝑋2) Var (𝑋3) Cov (𝑋3, 𝑋4)
Cov (𝑋4, 𝑋1) Cov (𝑋4, 𝑋2) Cov (𝑋4, 𝑋3) Var (𝑋4)

⎞⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎝
20𝑝1(1− 𝑝1) −20𝑝1𝑝2 −20𝑝1𝑝3 −20𝑝1𝑝4
−20𝑝1𝑝2 20𝑝2(1− 𝑝2) −20𝑝2𝑝3 −20𝑝2𝑝4
−20𝑝1𝑝3 −20𝑝2𝑝3 20𝑝3(1− 𝑝3) −20𝑝3𝑝4
−20𝑝1𝑝4 −20𝑝2𝑝4 −20𝑝3𝑝4 20𝑝4(1− 𝑝4)

⎞⎟⎟⎠

≈

⎛⎜⎜⎝
3.2 −0.95 −1.25 −1

−0.95 3.6219 −1.4844 −1.1875
−1.25 −1.4844 4.2969 −1.5625
−1 −1.1875 −1.5625 3.75

⎞⎟⎟⎠ .

Окрiм знакiв коварiацiй, ми не можемо нiчого сказати про вiдповiднi лi-
нiйнi зв’язки мiж координатами нашого вектора, зокрема, наскiльки силь-
ними вони є. Для вимiрювання сили лiнiйного зв’язку слугують коефiцiєн-
ти кореляцiї. Наприклад, коефiцiєнт кореляцiї 𝜌𝑋1,𝑋2

дорiвнює

𝜌𝑋1,𝑋2
=

Cov (𝑋1, 𝑋2)√︀
Var (𝑋1)Var (𝑋2)

=
−0.95√

3.2 · 3.6219
≈ −0.0820 ,
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тодi як коефiцiєнт кореляцiї 𝜌𝑋1,𝑋4
дорiвнює

𝜌𝑋1,𝑋4
=

Cov (𝑋1, 𝑋4)√︀
Var (𝑋1)Var (𝑋4)

=
−1√

3.2 · 3.75
≈ −0.0833 .

Оскiльки цi значення дуже малi, лiнiйного зв’язку мiж вiдповiдними вели-
чинами фактично немає.

12.5 Багатовимiрний нормальний розподiл

Вправа 12.5.1. Нехай iз деякої популяцiї одружених пар, у яких зрiст
дружини 𝑋 та зрiст чоловiка 𝑌 (у см) мають двовимiрний нормальний
розподiл, у випадковий спосiб вибирають одну пару. Нехай маржинально
𝑋 ∼ 𝑁

(︀
170, 52

)︀
, 𝑌 ∼ 𝑁

(︀
178, 52

)︀
, а кореляцiя мiж ними дорiвнює 0.68.

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що дружина виявиться вищою?

Розв’язання. Нас цiкавить iмовiрнiсть P𝑋,𝑌 (𝑋 > 𝑌 ), яку можна порахува-
ти через вiдповiдний iнтеграл спiльної щiльности 𝑓𝑋,𝑌 за областю 𝑋 > 𝑌 ,
але це буде нерацiонально.
Випишiмо повнiстю розподiл вiдповiдного вектора. Для цього перейдiмо

вiд кореляцiї до коварiацiї:

Cov (𝑋, 𝑌 ) = Corr (𝑋, 𝑌 ) ·
√︀
Var (𝑋)Var (𝑌 ) = 0.68 · 5 · 5 = 17 .

Тодi (︂
𝑋
𝑌

)︂
∼ 𝑁

(︂(︂
170
178

)︂
,

(︂
52 17
17 52

)︂)︂
.

Варто зазначити, що 𝑋 та 𝑌 не є незалежними, тому формула згортки
тут незастосовна. Тим не менше, ми знаємо, що для багатовимiрного нор-
мального розподiлу за Визначенням КЛ10.4.2 будь-яка лiнiйна комбiнацiя
координат має нормальний розподiл. Зокрема, 𝑋−𝑌 має нормальний роз-
подiл, i нас цiкавить iмовiрнiсть P𝑋−𝑌 (𝑋 − 𝑌 > 0).
Оскiльки нормальний розподiл має два параметри — сподiвання й дис-

персiю — достатньо їх порахувати для 𝑋 − 𝑌 , щоб можна було визначити
розподiл цiєї величини. За властивостями сподiвання та дисперсiї маємо

E [𝑋 − 𝑌 ] = E [𝑋]− E [𝑌 ] = 170− 178 = −8 ,

Var (𝑋 − 𝑌 ) = Var (𝑋) + Var (𝑌 )− 2Cov (𝑋, 𝑌 ) = 25 + 25− 2 · 17 = 16 ,

звiдки 𝑋 − 𝑌 ∼ 𝑁(−8, 16), а 𝜎𝑋−𝑌 =
√
16 = 4.
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Остаточно

P𝑋,𝑌 (𝑋 − 𝑌 > 0) = P𝑋−𝑌 (𝑋 − 𝑌 > 0) = P𝑍

(︂
𝑍 >

0− (−8)

4

)︂
= 1− Φ(2) = 0.0227 .

Фактично ми перейшли вiд обчислення двовимiрного розподiлу P𝑋,𝑌 до
обчислення розподiлу (одновимiрної) випадкової величини 𝑋 − 𝑌 .

Вправа 12.5.2. Нехай 𝑋, 𝑌 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Розгляньмо нову випад-
кову величину

𝑊 =

{︃
𝑋 , 𝑋𝑌 ≥ 0

−𝑋 , 𝑋𝑌 < 0
.

Який розподiл має 𝑊 ? Чи має вектор (𝑊,𝑌 )⊤ двовимiрний нормальний
розподiл?

Розв’язання. За визначенням функцiї розподiлу та формулою повної ймо-
вiрности маємо:

P𝑊 (𝑊 ≤ 𝑤) = P𝑊 |𝑋,𝑌 (𝑊 ≤ 𝑤 | 𝑋𝑌 ≥ 0) · P𝑋,𝑌 (𝑋𝑌 ≥ 0)

+ P𝑊 |𝑋,𝑌 (𝑊 ≤ 𝑤 | 𝑋𝑌 < 0) · P𝑋,𝑌 (𝑋𝑌 < 0)

= P𝑊 |𝑋,𝑌 (𝑋 ≤ 𝑤 | 𝑋𝑌 ≥ 0) · P𝑋,𝑌 (𝑋𝑌 ≥ 0)

+ P𝑊 |𝑋,𝑌 (−𝑋 ≤ 𝑤 | 𝑋𝑌 < 0) · P𝑋,𝑌 (𝑋𝑌 < 0)

= P𝑋,𝑌 (𝑋 ≤ 𝑤,𝑋𝑌 ≥ 0) + P𝑋,𝑌 (𝑋 ≥ −𝑤,𝑋𝑌 < 0) .

Нехай 𝑤 < 0, тодi

P𝑊 (𝑊 ≤ 𝑤) = P𝑋,𝑌 (𝑋 ≤ 𝑤, 𝑌 < 0) + P𝑋,𝑌 (𝑋 ≥ −𝑤, 𝑌 < 0)

= P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑤)P𝑌 (𝑌 < 0) + P𝑋 (𝑋 ≥ −𝑤)P𝑌 (𝑌 < 0)

= Φ(𝑤)Φ(0) + (1− Φ(−𝑤)) Φ(0)

= Φ(𝑤)Φ(0) + Φ(𝑤)Φ(0) = 2Φ(𝑤)Φ(0) = Φ(𝑤) ,

де ми використали властивiсть (i) iз Твердження КЛ7.2.3 та врахували, що
Φ(0) = 1

2 за симетрiєю стандартного нормального розподiлу вiдносно 0.
Аналогiчно можна показати для 𝑤 ≥ 0, але для цього потрiбно розгля-

нути P𝑊 (𝑊 ≤ 𝑤) = 1− P𝑊 (𝑊 > 𝑤). Ми також дiстанемо P𝑊 (𝑊 ≤ 𝑤) =
Φ(𝑤). Отже 𝑊 ∼ 𝑁(0, 1).
Однак, незважаючи на те, що 𝑌 ∼ 𝑁(0, 1) також, разом вони не утво-

рюють двовимiрного нормального розподiлу, адже 𝑊 та 𝑌 завжди мають
однаковий знак. Справдi, якщо𝑊 > 0, то це означає, що або 𝑋 < 0, 𝑌 > 0,
або 𝑋 > 0, 𝑌 > 0. Тобто носiєм такого вектора не є весь простiр R2, як
мало би бути за Визначенням КЛ10.4.1.
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12.6 Додатковi вправи

Вправа 12.6.1. Нехай 𝑋 ∼ Geom (𝑝), 𝑌 ∼ Geom (𝑝), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Виведiть
функцiю ймовiрности випадкової величини 𝑀 = min {𝑋, 𝑌 }.

Розв’язання. За визначенням функцiї ймовiрности, потрiбно обчислити зна-
чення ймовiрностей P𝑀 (𝑀 = 𝑚) для всiх можливих значень𝑚. Якщо при-
гадати, що носiєм геометричного розподiлу є множина натуральних чисел
supp (𝑋) = supp (𝑌 ) = N, то можна помiтити, що supp (𝑀) = N так само.
Спiльною функцiєю ймовiрности 𝑋 та 𝑌 , з урахуванням 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , є

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) = P𝑋 (𝑋 = 𝑥) · P𝑌 (𝑌 = 𝑦)

= 𝑝(1− 𝑝)𝑥 · 𝑝(1− 𝑝)𝑦 · 1
{︀
𝑥 ∈ Z+

}︀
· 1
{︀
𝑦 ∈ Z+

}︀
.

Тодi шукану ймовiрнiсть можна дiстати згiдно з (КЛ10.1.2) як

P𝑀 (𝑀 = 𝑚) =
∑︁

min{𝑥,𝑦}=𝑚

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

=
∑︁

min{𝑥,𝑦}=𝑚

𝑝(1− 𝑝)𝑥 · 𝑝(1− 𝑝)𝑦 · 1
{︀
𝑥 ∈ Z+

}︀
· 1
{︀
𝑦 ∈ Z+

}︀
.

Можна помiтити, що множина векторiв (𝑥, 𝑦)⊤ ∈ Z+ × Z+, для яких
справедливо min {𝑥, 𝑦} = 𝑚, складається з трьох пiдмножин:

� вектор (𝑚,𝑚)⊤;

� множина векторiв виду (𝑚, 𝑦)⊤, де 𝑦 > 𝑚;

� множина векторiв виду (𝑥,𝑚)⊤, де 𝑥 > 𝑚.

Другий i третiй випадок симетричнi, тому достатньо розглянути тiльки
один iз них i помножити результат на 2.
Остаточно маємо для всiх 𝑚 ∈ Z+:

P𝑀 (𝑀 = 𝑚) = 𝑝(1− 𝑝)𝑚 · 𝑝(1− 𝑝)𝑚 + 2
∞∑︁

𝑦=𝑚+1

𝑝(1− 𝑝)𝑚 · 𝑝(1− 𝑝)𝑦

= 𝑝2(1− 𝑝)2𝑚 + 2𝑝2(1− 𝑝)𝑚
∞∑︁

𝑦=𝑚+1

(1− 𝑝)𝑦

= 𝑝2(1− 𝑝)2𝑚 + 2𝑝2(1− 𝑝)𝑚
∞∑︁
𝑗=0

(1− 𝑝)𝑗+𝑚+1

= 𝑝2(1− 𝑝)2𝑚 + 2𝑝2(1− 𝑝)2𝑚+1 · 1

1− (1− 𝑝)
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= (1− 𝑝)2𝑚(𝑝2 + 2𝑝(1− 𝑝)) = 𝑝(2− 𝑝)(1− 𝑝)2𝑚 .

Можна перевiрити себе i просумувати всi значення функцiї ймовiрности
вiд 0 до нескiнченности. Помiтивши, що

∞∑︁
𝑚=0

(1− 𝑝)2𝑚 =
1

1− (1− 𝑝)2
=

1

𝑝(2− 𝑝)
,

робимо висновок, що сума значень функцiї ймовiрности 𝑀 дорiвнює 1.

Вправа 12.6.2. Нехай випадковий вектор (𝑋, 𝑌 )⊤ має рiвномiрний розпо-
дiл на крузi з центром у початку координат та радiусом 𝑟. Чому дорiвнює
вiдповiдна щiльнiсть розподiлу? Чому дорiвнюють маржинальнi розподiли
𝑋 та 𝑌 ? Чому дорiвнює коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝑋 та 𝑌 ?
Нехай𝐷 =«вiдстань вiд початку координат до випадково обраної точки».

Чому дорiвнюють функцiя та щiльнiсть розподiлу 𝐷? Сподiвання 𝐷?

Розв’язання. Випадковий вектор має рiвномiрний розподiл, якщо його щiль-
нiсть є константою на вiдповiдному носiї:

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑐 · 1
{︀
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2

}︀
.

Оскiльки iнтеграл такої щiльности дорiвнює 𝑐, помноженiй на площу вiд-
повiдного круга, 𝜋𝑅2, маємо 𝑐 = 1

𝜋𝑅2 .
Щоб дiстати маржинальнi щiльностi, потрiбно проiнтегрувати спiльну

щiльнiсть за iншою координатою. Через симетрiю 𝑋 та 𝑌 достатньо роз-
глянути тiльки випадок з 𝑋:

𝑓𝑋(𝑥) =

�
R
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

1

𝜋𝑅2

�
R
1
{︀
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2

}︀
𝑑𝑦

=
1

𝜋𝑅2

� √
𝑅2−𝑥2

−
√
𝑅2−𝑥2

1
{︀
𝑥2 ≤ 𝑅2

}︀
𝑑𝑦 =

2

𝜋𝑅2

√︀
𝑅2 − 𝑥2 · 1

{︀
𝑥2 ≤ 𝑅2

}︀
.

Аналогiчно для 𝑌 :

𝑓𝑌 (𝑦) =
2

𝜋𝑅2

√︀
𝑅2 − 𝑦2 · 1

{︀
𝑦2 ≤ 𝑅2

}︀
.

Для обчислення коефiцiєнта кореляцiї мiж 𝑋 та 𝑌 потрiбно обчислити
вiдповiднi коварiацiї й дисперсiї. Оскiльки Cov (𝑋, 𝑌 ) = E [𝑋𝑌 ]−E [𝑋]E [𝑌 ],
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обчислiмо спочатку E [𝑋𝑌 ] за допомогою переходу в полярнi координати:

E [𝑋𝑌 ] =

�
R2

𝑥𝑦 · 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1

𝜋𝑅2

�
𝑥2+𝑦2≤𝑅2

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1

𝜋𝑅2

�
0≤𝜌≤𝑅
0≤𝜙≤2𝜋

𝜌 cos𝜙 · 𝜌 sin𝜙 · 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙

=
1

𝜋𝑅2

� 𝜌

0

𝜌3
(︂� 2𝜋

0

1

2
sin 2𝜙𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜌 = 0 ,

оскiльки iнтеграл вiд sin 2𝜙 за вiдповiдним промiжком дорiвнює 0. Ми до-
зволили собi перейти вiд подвiйного iнтегралу до повторного за теоремою
Фубiнi, незважаючи на те, що пiдiнтегральна функцiя не є невiд’ємною,
адже вона є обмеженою, а тому вочевидь iнтегровною.

Також маємо

E [𝑋] =

� ∞

−∞

2

𝜋𝑅2

√︀
𝑅2 − 𝑥2 · 1

{︀
𝑥2 ≤ 𝑅2

}︀
𝑑𝑥 = 0 ,

оскiльки пiдiнтегральна функцiя непарна, а промiжок iнтегрування симе-
тричний. За симетрiєю також маємо E [𝑌 ] = 0. Отже Corr (𝑋, 𝑌 ) = 0, хоча
вiдповiднi величини, вочевидь, зовсiм не є незалежними.

Розподiл 𝐷 можна було б знайти за допомогою Теореми КЛ10.1.1, по-
клавши, наприклад, ℎ1(𝑥, 𝑦) =

√︀
𝑥2 + 𝑦2, ℎ2(𝑥, 𝑦) = 𝑦, проте таке вiдобра-

ження не буде взаємно однозначним, та й наявнiсть кореня не дає пiдстав
очiкувати, що застосування цього методу буде простим.

Дiстаньмо функцiю розподiлу 𝐷 за визначенням. Для 0 ≤ 𝑎 < 𝑅

𝐹𝐷(𝑎) = P𝐷 (𝐷 ≤ 𝑎) = P𝑋,𝑌

(︁√︀
𝑋2 + 𝑌 2 ≤ 𝑎

)︁
= P𝑋,𝑌

(︀
𝑋2 + 𝑌 2 ≤ 𝑎2

)︀
=

�
𝑥2+𝑦2≤𝑎2

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

=
1

𝜋𝑅2

�
𝑥2+𝑦2≤𝑎2

𝑑𝑥𝑑𝑦

=
𝜋𝑎2

𝜋𝑅2
=

𝑎2

𝑅2
,

де ми дозволили собi не переходити вiд подвiйного iнтегралу до повторного,
оскiльки подвiйний iнтеграл вiд одиницi дає площу области iнтегрування.
Зрозумiло, що для 𝑎 < 0 маємо 0, а для 𝑎 ≥ 𝑅 маємо 1.
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Для сподiвання можна помiтити, що щiльнiстю розподiлу 𝐷 є функцiя

𝑓𝐷(𝑎) =
2𝑎

𝑅2
· 1 {0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑅} ,

а отже

E [𝐷] =

� ∞

−∞
𝑎 · 𝑓𝐷(𝑎) 𝑑𝑎 =

� 𝑅

0

2𝑎2

𝑅2
𝑑𝑎 =

2𝑅

3
.

Вправа 12.6.3. Нехай маємо двi незалежнi випадковi величини 𝑋 та 𝑌 з
однаковим розподiлом Exp (𝜆). Вони можуть вiдповiдати, наприклад, ча-
су очiкування деякої подiї в процесi Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 та часу
очiкування наступної подiї пiсля того, як перша з них уже сталася.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що час очiкування мiж першою та другою

подiєю буде вдвiчi бiльший вiд часу очiкування першої?

Розв’язання. Нас цiкавить iмовiрнiсть P𝑋,𝑌 (𝑌 > 2𝑋). Її можна обчислити
як вiдповiдний iнтеграл спiльної щiльности, яку через незалежнiсть можна
утворити добутком двох маржинальних щiльностей. Через невiд’ємнiсть
пiдiнтегральної функцiї можемо застосувати теорему Фубiнi для переходу
вiд подвiйного iнтегралу до повторного:

P𝑋,𝑌 (𝑌 > 2𝑋) =

�
𝑦>2𝑥

𝜆𝑒−𝜆𝑥 · 1 {𝑥 > 0} · 𝜆𝑒−𝜆𝑦 · 1 {𝑦 > 0} 𝑑𝑥𝑑𝑦

=

� ∞

0

𝜆𝑒−𝜆𝑦

(︃� 𝑦
2

0

𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑦

=

� ∞

0

𝜆𝑒−𝜆𝑦
(︁
1− 𝑒−

𝜆
2 𝑦
)︁
𝑑𝑦

=

� ∞

0

𝜆𝑒−𝜆𝑦 𝑑𝑦 − 2

3

� ∞

0

3𝜆

2
𝑒−

3
2𝜆𝑦 𝑑𝑦 = 1− 2

3
=

1

3
.

Як альтернативу, або ж якщо ж нас цiкавить розподiл величини 𝑌 − 2𝑋
сам по собi, ми можемо використати формулу замiни змiнних. Перевiрмо
умови Теореми КЛ10.1.1. По-перше, щiльнiсть 𝑓𝑋,𝑌 неперервна на своєму
носiї supp

(︀
(𝑋, 𝑌 )⊤

)︀
= R+×R+. Далi нам потрiбно утворити вектор (𝑈, 𝑉 )⊤

такий, що 𝑈 = ℎ1(𝑋, 𝑌 ) = 𝑌 − 2𝑋, а 𝑉 пiдiбрано з мiркувань спрощен-
ня обчислень. Нехай 𝑉 = ℎ2(𝑋, 𝑌 ) = 𝑌 . Тодi вiдповiдне вiдображення є
взаємно однозначне на нашому носiї:

𝑋 = 𝑔1(𝑈, 𝑉 ) =
1

2
(𝑉 − 𝑈) , 𝑌 = 𝑔2(𝑈, 𝑉 ) = 𝑉 .

Образом носiя пiд дiєю (ℎ1, ℎ2) є R × R+, адже перша координата є ре-
зультатом вiднiмання двох додатних чисел, а тому може стати вiд’ємною.
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Вiдповiдний якобiан можна обчислити як

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜕𝜕𝑢𝑔1(𝑢, 𝑣) 𝜕

𝜕𝑣
𝑔1(𝑢, 𝑣)

𝜕

𝜕𝑢
𝑔2(𝑢, 𝑣)

𝜕

𝜕𝑣
𝑔2(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = ⃒⃒⃒⃒⃒−1

2

1

2
0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = −1

2
,

що не дорiвнює 0 на множинi R× R+, а всi частиннi похiднi неперервнi.

Тодi застосування (КЛ10.1.3) дає

𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋,𝑌 (𝑔1(𝑢, 𝑣), 𝑔2(𝑢, 𝑣)) · |𝐽 | · 1
{︀
(𝑢, 𝑣)⊤ ∈ R× R+

}︀
= 𝑓𝑋,𝑌

(︂
1

2
(𝑣 − 𝑢), 𝑣

)︂
·
⃒⃒⃒⃒
−1

2

⃒⃒⃒⃒
· 1 {𝑣 > 0}

= 𝜆𝑒−
𝜆
2 (𝑣−𝑢) · 1

{︂
1

2
(𝑣 − 𝑢) > 0

}︂
· 𝜆𝑒−𝜆𝑣 · 1 {𝑣 > 0} · 1

2
· 1 {𝑣 > 0}

=
𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢−

3
2𝜆𝑣 · 1 {𝑣 > 𝑢} · 1 {𝑣 > 0} .

Маржинальну щiльнiсть 𝑈 = 𝑌 − 2𝑋 дiстанемо iнтегруванням

𝑓𝑈(𝑢) =

� ∞

−∞

𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢−

3
2𝜆𝑣 · 1 {𝑣 > 𝑢} · 1 {𝑣 > 0} 𝑑𝑣 .

Зокрема, якщо 𝑢 < 0, маємо

𝑓𝑈(𝑢) =

� ∞

0

𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢−

3
2𝜆𝑣 𝑑𝑣 =

𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢

� ∞

0

𝑒−
3
2𝜆𝑣 𝑑𝑣

=
𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢

(︂
− 2

3𝜆
𝑒−

3
2𝜆𝑣

⃒⃒⃒⃒∞
0

)︂
=

𝜆

3
𝑒

𝜆
2𝑢 .

А якщо 𝑢 ≥ 0, маємо

𝑓𝑈(𝑢) =

� ∞

𝑢

𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢−

3
2𝜆𝑣 𝑑𝑣 =

𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢

� ∞

𝑢

𝑒−
3
2𝜆𝑣 𝑑𝑣

=
𝜆2

2
𝑒−

𝜆
2𝑢

(︂
− 2

3𝜆
𝑒−

3
2𝜆𝑣

⃒⃒⃒⃒∞
𝑢

)︂
=

𝜆

3
𝑒

𝜆
2𝑢 · 𝑒−

3
2𝜆𝑢 =

𝜆

3
𝑒−𝜆𝑢 .

Остаточно

𝑓𝑈(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆

3
𝑒

𝜆
2𝑢 , 𝑢 < 0

𝜆

3
𝑒−𝜆𝑢 , 𝑢 ≥ 0

,

звiдки

P𝑋,𝑌 (𝑌 > 2𝑋) = P𝑈 (𝑈 > 0) =
𝜆

3

� ∞

0

𝑒−𝜆𝑢 𝑑𝑢 =
1

3
.
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Вправа 12.6.4. Вiдомо, що новини о 8 дивляться 31.25% глядачiв, доку-
ментальну передачу — 25% глядачiв, а iншi програми — 43.75% глядачiв.
Глядачi вибирають, яку програму дивитися, незалежно одне вiд одного. У
випадковий спосiб формують вибiрку з 15 глядачiв.
Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що 5 глядачiв дивляться новини, 4 гляда-

чi дивляться документальну передачу, а 6 глядачiв дивляться решту про-
грам? Що документальну передачу дивляться щонайменше 3 глядачi? Що
не дивляться новин не бiльше 5 глядачiв?

Розв’язання. Через незалежнiсть категорiй однiєї вiд одної маємо справу з
мультиномним розподiлом. Розгляньмо вектор X = (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3)

⊤, де коор-
динати вiдповiдають числу глядачiв, що дивляться новини, документальну
передачу та решту програм вiдповiдно. За умовами задачi

X ∼ Mult3
(︀
15, (0.3125, 0.25, 0.4375)⊤

)︀
.

Тодi перша шукана ймовiрнiсть дорiвнює

PX (𝑋1 = 5, 𝑋2 = 4, 𝑥3 = 6) =
15!

5!4!6!
(0.3125)5(0.25)4(0.4375)6 ≈ 0.0515 .

Маржинальний розподiл 𝑋2 є бiномним 𝑋2 ∼ Binom (15, 0.25), а отже

P𝑋2
(𝑋2 ≥ 3) = 1− P𝑋2

(𝑋2 < 3) = 1−
2∑︁

𝑘=0

(︂
15

𝑘

)︂
(0.25)𝑘(0.75)15−𝑘 ≈ 0.7639 .

Що стосується глядачiв, якi не дивляться новин, то розподiл є 𝑋1 ∼
Binom (15, 0.3125), i маємо справу з величиною 15−𝑋1, а тому

P𝑋1
(15−𝑋1 ≤ 5) = P𝑋1

(𝑋1 ≥ 10) = 1− P𝑋1
(𝑋1 < 10)

= 1−
9∑︁

𝑘=0

(︂
15

𝑘

)︂
(0.3125)𝑘(0.6875)15−𝑘 ≈ 0.0051 .

Альтернативно можна мiркувати, що глядачi, якi не дивляться новин, див-
ляться все iнше, тому через те, що 𝑋2 +𝑋3 ∼ Binom (15, 0.6875), маємо

P𝑋2+𝑋3
(𝑋2 +𝑋3 ≤ 5) =

5∑︁
𝑘=0

(︂
15

𝑘

)︂
(0.6875)𝑘(0.3125)15−𝑘 ≈ 0.0051 .

Вправа 12.6.5. Нехай

Y =

(︂
𝑌1

𝑌2

)︂
∼ 𝑁

(︂(︂
𝜇1

𝜇2

)︂
,

(︂
𝜎2
1 𝜎12

𝜎12 𝜎2
2

)︂)︂
, B =

(︂
1 −1
−1 1

)︂
.
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Розгляньмо випадковий вектор Z = BY = (𝑍1, 𝑍2)
⊤. Покажiть, що 𝑍1 i

𝑍2 мають нормальний розподiл, але їхнiй спiльний розподiл не нормальний.

Розв’язання. Оскiльки будь-яка лiнiйна комбiнацiя координат двовимiрно-
го нормального вектора є величиною з нормальним розподiлом, маємо(︂

𝑍1

𝑍2

)︂
=

(︂
1 −1
−1 1

)︂
·
(︂
𝑌1

𝑌2

)︂
=

(︂
𝑌1 − 𝑌2

𝑌2 − 𝑌1

)︂
.

Сподiвання та дисперсiя вiдповiдних нормальних величин дорiвнюють

E [𝑍1] = E [𝑌1]− E [𝑌2] = 𝜇1 − 𝜇2 ,

E [𝑍2] = E [𝑌2]− E [𝑌1] = 𝜇2 − 𝜇1 ,

Var (𝑍1) = Var (𝑌1) + Var (𝑌2)− 2Cov (𝑌1, 𝑌2) = 𝜎2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12 ,

Var (𝑍2) = Var (−𝑍1) = Var (𝑍1) = 𝜎2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12 .

Отже 𝑍1 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎
2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12), 𝑍2 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎
2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12).
Проте спiльний розподiл вектора (𝑍1, 𝑍2)

⊤ не є (двовимiрним) нормаль-
ним. Справдi, пiдрахуймо коварiацiю цих величин:

Cov (𝑍1, 𝑍2) = Cov (𝑌1 − 𝑌2, 𝑌2 − 𝑌1)

= 2Cov (𝑌1, 𝑌2)− Var (𝑌1)− Var (𝑌2) = 2𝜎12 − 𝜎2
1 − 𝜎2

2 .

Матриця коварiацiй такого вектора дорiвнює

Cov

(︂(︂
𝑍1

𝑍2

)︂)︂
=

(︂
𝜎2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12 2𝜎12 − 𝜎2
1 − 𝜎2

2

2𝜎12 − 𝜎2
1 − 𝜎2

2 𝜎2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12

)︂
=
(︀
𝜎2
1 + 𝜎2

2 − 2𝜎12
)︀(︂ 1 −1

−1 1

)︂
.

Детермiнант цiєї матрицi дорiвнює 0 (вона є вироджена), тому не викону-
ється ключова умова з Визначення КЛ10.4.1.
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13 Сподiвання та iншi

характеристики

випадкових величин

13.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ11.
На попереднiх заняттях ми детально розглядали поняття сподiвання ви-

падкової величини та вивчали методи його пiдрахунку. На цьому заняттi
розглянемо декiлька властивостей сподiвань та пов’язаних нерiвностей.

Твердження (КЛ11.1.1). Нехай𝑋 та 𝑌 — iнтегровнi випадковi величини.
Тодi:

(i) якщо 𝑋 ≥ 0 майже напевно, то E [𝑋] ≥ 0;

(ii) лiнiйнiсть сподiвання: для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ R,

E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ] = 𝑎E [𝑋] + 𝑏E [𝑌 ] ;

(iii) монотоннiсть: якщо 𝑋 ≤ 𝑌 майже напевно, то E [𝑋] ≤ E [𝑌 ];

(iv) якщо 𝑋 = 𝑌 майже напевно, то E [𝑋] = E [𝑌 ].

Для формулювання надзвичайно важливої нерiвности Єнсена потрiбно
згадати, якi функцiї називають опуклими.

Визначення (КЛ11.1.4). Функцiя 𝜙 : R → R опукла (convex)1 якщо

𝜆𝜙(𝑥)+(1−𝜆)𝜙(𝑦) ≥ 𝜙(𝜆𝑥+(1−𝜆)𝑦) , 𝜆 ∈ (0; 1) , 𝑥, 𝑦 ∈ R . (КЛ11.1.1)

1Наведене формулювання опуклости, власне кажучи, i є його визначенням, оскiльки працює для
будь-яких функцiй. Вiдомий iз курсу «Математичний аналiз» спосiб перевiрити опуклiсть функцiї
взяттям її другої похiдної працює тiльки для функцiй, якi таку похiдну мають.
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Теорема (Нерiвнiсть Єнсена (Jensen’s inequality)2, КЛ11.1.5). Якщо фун-
кцiя 𝜙 : R → R опукла, а випадковi величини 𝑋 i 𝜙(𝑋) iнтегровнi, тобто
E [|𝑋|] < ∞ i E [|𝜙(𝑋)|] < ∞, то

E [𝜙(𝑋)] ≥ 𝜙(E [𝑋]) . (КЛ11.1.2)

Зауваження (КЛ11.1.6). Декiлька наслiдкiв iз нерiвности Єнсена:

� якщо функцiя вгнута (concave), тобто опукла вгору, то E [𝜙(𝑋)] ≤
𝜙(E [𝑋]);

� E [𝜙(𝑋)] = 𝜙(E [𝑋]) тодi й тiльки тодi, коли 𝜙(𝑋) = 𝑎 + 𝑏𝑋 майже
напевно;

� E [|𝑋|] ≥ |E [𝑋] |, оскiльки модуль — це опукла функцiя;

� E [𝑋𝑟] ≥ (E [𝑋])𝑟 для 𝑟 > 1 для додатних випадкових величин 𝑋,
оскiльки пiднесення до такого ступеня — це також опукла функцiя;

� E
[︀
1
𝑋

]︀
≥ 1

E[𝑋] для додатних випадкових величин 𝑋, оскiльки дiлення
на 𝑋 — це також опукла функцiя;

� E [ln𝑋] ≤ ln(E [𝑋]) для додатних випадкових величин 𝑋, оскiльки
логаритм — це вгнута функцiя;

� E [𝑋𝑟] ≤ (E [𝑋])𝑟 для 0 < 𝑟 < 1 для додатних випадкових величин 𝑋,
оскiльки пiднесення до такого ступеня — це також вгнута функцiя.

Розгляньмо надзвичайно важливi результати, якi нам знадобляться i в
наступних заняттях.

Теорема (Нерiвнiсть Маркова (Markov’s inequality)3, КЛ11.1.13). Нехай
𝑔 : R → [0;∞) — неспадна вимiрна функцiя. Тодi для будь-якої випадкової
величини 𝑋 має мiсце нерiвнiсть

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑐) ≤ E [𝑔(𝑋)]

𝑔(𝑐)
, 𝑐 > 0 . (КЛ11.1.5)

2Йоган Єнсен (Johan Ludwig William Valdemar Jensen, 1859–1925) — данський математик.
3Названа так на честь росiйського математика Андрєя Маркова (1856–1922).
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Зауваження (КЛ11.1.14). Класичне формулювання нерiвности Маркова
можна дiстати, якщо покласти 𝑋 ≥ 0 майже напевно, 𝑔(𝑥) = 𝑥:

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑐) ≤ E [𝑋]

𝑐
, 𝑐 > 0 . (КЛ11.1.6)

Можна прибрати вимогу про невiд’ємнiсть величини 𝑋, розглянувши ве-
личину |𝑋|:

P𝑋 (|𝑋| ≥ 𝑐) ≤ E [|𝑋|]
𝑐

, 𝑐 > 0 .

Або, що те ж саме:

P𝑋 (|𝑋| ≥ 𝑐 · E [|𝑋|]) ≤ 1

𝑐
, 𝑐 > 0 .

Суть нерiвности Маркова проста: (невiд’ємна) випадкова величина не може
дуже сильно перевищувати своє сподiвання.

Чи не найважливiшим наслiдком є нерiвнiсть Чебишова (Chebyshev’s
inequality)4, яку можна дiстати, поклавши 𝑔(𝑥) = 𝑥2 та розглянувши вели-
чину |𝑋 − E [𝑋] |:

P𝑋 (|𝑋 − E [𝑋] | ≥ 𝑐) ≤ Var (𝑋)

𝑐2
, 𝑐 > 0 . (КЛ11.1.7)

Альтернативна форма запису цiєї нерiвности:

P𝑋 (|𝑋 − E [𝑋] | ≥ 𝑐 · 𝜎𝑋) ≤
1

𝑐2
, 𝑐 > 0 .

Iншими словами, випадкова величина не може суттєво вiдхилятися вiд сво-
го сподiвання на деяку вiдстань, що вимiрюється в середньоквадратичних
вiдхиленнях.
Якщо порiвняти нерiвностi Маркова й Чебишова, то нерiвнiсть Чеби-

щова пропонує точнiшу оцiнку, проте натомiсть вона вимагає iснування
скiнченної дисперсiї. Для нерiвности Маркова достатньо було iснування
скiнченного сподiвання.
Як ми зазначали ранiше, розподiл P𝑋 деякої випадкової величини𝑋 пов-

нiстю описує її функцiя розподiлу 𝐹𝑋 . Проте в низцi як теоретичних, так i
прикладних ситуацiй достатньо дiстати декiлька ключових характеристик,
якi дають змогу описати випадкову величину.
Основною такою характеристикою, безсумнiвно, є сподiвання, яке має

iнтуїтивну iнтерпретацiю середньозваженого значення випадкової величи-
ни. Разом зi сподiванням також використовують деякi альтернативнi хара-
ктеристики зi схожою iнтерпретацiєю, якi сукупно мають назву мiри цен-

4Пафнутiй Чебишов (1821–1894) — росiйський математик.
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тральної тенденцiї (measures of central tendency)5. До таких характери-
стик, окрiм сподiвання, також належать медiана i мода.

Визначення (КЛ11.2.1). Число 𝑀 називають медiаною (median) випад-
кової величини 𝑋 iз розподiлом P𝑋 , якщо

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑀) ≥ 1

2
, P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑀) ≥ 1

2
. (КЛ11.2.1)

Найпростiша ситуацiя, коли одночасно виконуються цi двi нерiвностi —
це коли P (𝑋 ≤ 𝑀) = 1

2 , тобто коли 𝑀 ∈ 𝐹−1
𝑋 (0.5). Проте це справедливо

тiльки для неперервних функцiй розподiлу.
Iнтуїтивно медiану можна iнтерпретувати як значення 𝑀 таке, що спра-

ва i злiва вiд 𝑀 зосереджено половину маси розподiлу величини.
Варто зазначити, що медiана iснує для будь-якого розподiлу, чого не

можна сказати про сподiвання.

Визначення (КЛ11.2.2). Число 𝑚 називають модою (mode) випадкової
величини 𝑋 iз розподiлом P𝑋 , якщо

� для дискретних величин — P𝑋 (𝑋 = 𝑚) ≥ P𝑋 (𝑋 = 𝑥) для всiх 𝑥;

� для (абсолютно) неперервних величин — 𝑓𝑋(𝑚) ≥ 𝑓𝑋(𝑥) для всiх 𝑥.

Iнтуїтивно моду можна iнтерпретувати як таке значення 𝑚, у якому зо-
середжено найбiльшу масу розподiлу випадкової величини.
Медiана i мода, на вiдмiну вiд сподiвання, можуть бути не єдинi.
Для медiан справедлива цiкава властивiсть, якої не мають сподiвання.

Твердження 13.1.1. Нехай 𝑋 — випадкова величина з носiєм supp (𝑋) =
(𝑎; 𝑏). Нехай 𝑟 — деяка взаємно однозначна функцiя 𝑟 : (𝑎; 𝑏) → R. Тодi
якщо 𝑀 є медiаною 𝑋, то 𝑟(𝑀) є медiаною 𝑟(𝑋).

Для сподiвань такої властивости не iснує. Натомiсть ми маємо хiба що
нерiвнiсть Єнсена.
Iнколи для опису розподiлу випадкової величини однiєї числової хара-

ктеристики, наприклад, сподiвання, зовсiм недостатньо, адже її значення
може бути розкидано навколо сподiвання. Це мотивує нас увести поняття
дисперсiї. Проте, як виявляється, навiть дисперсiї може бути недостатньо,
i тому для будь-якої випадкової величини можна увести поняття моменту.

5У цьому контекстi слово «мiра» використано в загальновживаному значеннi, жодної мови про мiру
як функцiю вiд множини тут немає.
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Визначення (КЛ11.4.1). Для випадкової величини 𝑋 абсолютним мо-
ментом 𝑘-го порядку (k-th absolute moment) є

E
[︀
|𝑋|𝑘

]︀
=

�
|𝑥|𝑘 𝑑P , 𝑘 = 1, 2, . . . . (КЛ11.4.1)

Якщо (КЛ11.4.1) скiнченний для деякого 𝑘, кажемо, що випадкова ве-
личина 𝑋 має момент 𝑘-го порядку (k-th moment), який дорiвнює

E
[︀
𝑋𝑘
]︀
=

�
𝑥𝑘 𝑑P , 𝑘 = 1, 2, . . . . (КЛ11.4.2)

Очевидно, що вiдповiднi формули для дискретних i (абсолютно) непе-
рервних випадкових величин з функцiєю ймовiрности 𝑝𝑋(𝑥) або щiльнiстю
𝑓𝑋(𝑥) набувають виду

E
[︀
𝑋𝑘
]︀
=

∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

𝑥𝑘𝑝𝑋(𝑥) ,

E
[︀
𝑋𝑘
]︀
=

� ∞

−∞
𝑥𝑘𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 .

(КЛ11.4.3)

Твердження (КЛ11.4.3). Якщо абсолютний момент 𝑘-го порядку скiн-
ченний, то скiнченний також i абсолютний момент 𝑗-го порядку, 𝑗 < 𝑘.

Безпосереднiм наслiдком цього твердження є той факт, що якщо деякого
моменту 𝑗-го порядку не iснує, то не iснує жодних моментiв вищих поряд-
кiв. Наприклад, вiдомо, що в розподiлу Кошi не iснує сподiвання, вiдтак у
нього не iснує жодних iнших моментiв вищих порядкiв.

Визначення (КЛ11.4.5). Для випадкової величини 𝑋 абсолютним цен-
тральним моментом 𝑘-го порядку (k-th absolute central moment) є

E
[︁
|𝑋 − E [𝑋]|𝑘

]︁
=

�
|𝑥− E [𝑋]|𝑘 𝑑P , 𝑘 = 1, 2, . . . . (КЛ11.4.4)

Якщо (КЛ11.4.4) скiнченний для деякого 𝑘, кажемо, що випадкова ве-
личина 𝑋 має центральний момент 𝑘-го порядку (k-th central moment):

E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])𝑘

]︀
=

�
(𝑥− E [𝑋])𝑘 𝑑P , 𝑘 = 1, 2, . . . . (КЛ11.4.5)

Так, зокрема, сподiвання є моментом першого порядку, а дисперсiя —
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центральним моментом другого порядку. Центральний момент третього
порядку має корисну iнтерпретацiю.

Визначення (КЛ11.4.6). Стандартизований центральний момент третьо-
го порядку стандартизованої випадкової величини 𝑋 (якщо вiн iснує) на-
зивають коефiцiєнтом асиметрiї (skewness):

Skew(𝑋) = E

⎡⎣(︃𝑋 − E [𝑋]√︀
Var (𝑋)

)︃3
⎤⎦ . (КЛ11.4.6)

Стандартизацiя у Визначеннi КЛ11.4.6 дає змогу не залежати нi вiд роз-
ташування, нi вiд масштабування випадкової величини, оскiльки асиметри-
чнiсть розподiлу вiд цих параметрiв залежати не повинна.

Визначення (КЛ11.4.7). Розподiл деякої випадкової величини 𝑋 є симе-
тричним (symmetric) вiдносно деякого числа 𝜇, якщо випадковi величини
𝑋 − 𝜇 i 𝜇−𝑋 мають однаковий розподiл.

Для симетричних розподiлiв справедливо таке:

� 𝜇 = E [𝑋] (якщо сподiвання iснує);

� 𝑀 = E [𝑋].

Твердження (КЛ11.4.8). Якщо неперервна випадкова величина 𝑋 має
щiльнiсть 𝑓𝑋 , її розподiл буде симетричний вiдносно 𝜇 тодi й тiльки тодi,
коли 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋(2𝜇− 𝑥) для всiх 𝑥 ∈ supp (𝑋).

Часто кажуть, що розподiл «просто» симетричний, маючи на увазi, що
вiн симетричний вiдносно 0. У цьому випадку щiльнiсть (i функцiя ймовiр-
ности) буде парною функцiєю: 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋(−𝑥).

Твердження (КЛ11.4.9). Нехай випадкова величина 𝑋 має розподiл, си-
метричний вiдносно E [𝑋]. Тодi E [(𝑋 − E [𝑋])𝑚] = 0, 𝑚 = 2𝑘 + 1, 𝑘 =
0, 1, 2, . . . (якщо вiн iснує).

На практицi перший центральний момент завжди дорiвнює 0, тому тре-
тiй стандартизований момент Skew(𝑋) розглядають як мiру асиметрично-
сти розподiлу. Якщо розподiл симетричний, то за Твердженням КЛ11.4.9
Skew(𝑋) = 0. Вiдтак якщо Skew(𝑋) ̸= 0, то розподiл не є симетричний:

� додатнi значення коефiцiєнта асиметрiї свiдчать про скошенiсть роз-
подiлу у правий бiк, тобто що його правий хвiст довший вiд лiвого;
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� вiд’ємнi значення коефiцiєнта асиметрiї свiдчать про скошенiсть роз-
подiлу у лiвий бiк, тобто що його лiвий хвiст довший вiд правого.

Варто пам’ятати, що Skew(𝑋) ̸= 0 є тiльки достатньою умовою асиметри-
чности: iснують асиметричнi розподiли, якi мають нульовий третiй стан-
дартизований момент.

Визначення (КЛ11.4.11). Стандартизований центральний момент четвер-
того порядку випадкової величини 𝑋 (якщо вiн iснує), зсунутий на 3, на-
зивають коефiцiєнтом ексцесу (kurtosis):

Kurt(𝑋) = E

⎡⎣(︃𝑋 − E [𝑋]√︀
Var (𝑋)

)︃4
⎤⎦− 3 . (КЛ11.4.7)

Коефiцiєнт ексцесу дає змогу оцiнити, наскiльки швидко розподiл прямує
до нуля. Потреба у вiднiманнi трiйки у (КЛ11.4.7) виникає з того, що кое-
фiцiєнт ексцесу стандартної нормальної випадкової величини, як було вста-
новлено у Прикладi КЛ11.4.4, дорiвнює 3. Вiдповiдно, якщо Kurt(𝑋) > 0,
вiдповiдний розподiл прямує до нуля повiльнiше вiд стандартного нормаль-
ного, а якщо Kurt(𝑋) < 0, то швидше.
Окрiм уже розглянутого набору числових характеристик випадкових ве-

личин розгляньмо додатково таке важливе поняття, як квантиль розподiлу.

Визначення (КЛ11.5.1). Число 𝑥𝑝 називають 𝑝-им квантилем (𝑝th quanti-
le) випадкової величини 𝑋 iз розподiлом P𝑋 , якщо

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥𝑝) ≥ 𝑝 , P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥𝑝) ≥ 1− 𝑝 . (КЛ11.5.1)

Очевидно, що медiана є 0.5-квантилем випадкової величини.
Якщо функцiя розподiлу неперервна i строго зростаюча, то 𝑥𝑝 = 𝐹−1

𝑋 (𝑝).
Проте в загальному випадку квантиль не обов’язково має бути єдиним.
Фактично, 𝑥𝑝 дiлить дiйсну вiсь на два промiжки:

� (−∞;𝑥𝑝], який мiстить щонайменше 100𝑝% маси розподiлу;

� [𝑥𝑝;∞), який мiстить щонайменше 100(1− 𝑝)% маси розподiлу.

Деякi квантилi мають спецiальнi назви:

� 𝑥0.25 називають першим квартилем (first quartile);
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� 𝑥0.5, як уже було зазначено, називають медiаною;

� 𝑥0.75 називають третiм квартилем (third quartile).

Квантиль 𝑥𝑝 називають 100𝑝%-им персентилем (100𝑝%th percentile).

13.2 Нерiвностi зi сподiваннями

Вправа 13.2.1. Для випадкової величини 𝑋 справедливо, що 𝑍 = ln𝑋, i
E [𝑍] = 0. Що можна сказати про сподiвання E [𝑋] у порiвняннi з 1?

Розв’язання. Оскiльки 𝑋 = 𝑒𝑍 , а 𝑔(𝑧) = 𝑒𝑧 є опуклою функцiєю, за нерiв-
нiстю Єнсена маємо, що

E [𝑋] = E
[︀
𝑒𝑍
]︀
≥ 𝑒E[𝑍] = 𝑒0 = 1 .

Понад те, ця нерiвнiсть є строгою, оскiльки похiдна 𝑔′(𝑧) = 𝑒𝑧 є строго
зростаючою функцiєю. Справдi, для того, щоб E [𝑋] = 1, потрiбно, щоб
𝑔(𝑧) було лiнiйною на всiй множинi 𝐴, де P𝑍 (𝑍 ∈ 𝐴) = 1, що для експо-
ненти вочевидь не виконується.

Приклад 13.2.2. Утеорiї iнформацiї (information theory), заснованiй аме-
риканським математиком КлодомШенноном (Claude Elwood Shannon, 1916–
2001), розглядають поняття власної iнформацiї (self-information, informati-
on content, surprisal value) випадкової величини. Її визначають так:

� певна подiя (тобто та, що має ймовiрнiсть 1) несе нульову iнформацiю;

� що менш iмовiрна подiя, то бiльшу iнформацiю вона несе;

� iнформацiя вiд двох незалежних подiй дорiвнює сумi окремих вла-
сних iнформацiй.

Можна показати, що єдиною функцiєю вiд випадкової величини, яка має
цi властивостi, є

𝐼(𝑥) = − log𝑏(P𝑋 (𝑋 = 𝑥)) , (13.2.1)

де основа 𝑏 > 1 може бути рiзною залежно вiд сфери застосування. Часто
кладуть 𝑏 = 2, i тодi iнформацiю вимiрюють у бiтах.
Нехай 𝑋 — дискретна величина з носiєм supp (𝑋) = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} та фун-

кцiєю ймовiрности 𝑝𝑋(𝑥𝑖) = 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi ентропiєю (entropy) 𝑋 є
сподiвання її власної iнформацiї:

𝐻(𝑋) = E [𝐼(𝑋)] = −
𝑛∑︁

𝑖=1

log𝑏(𝑝𝑖) · 𝑝𝑖 . (13.2.2)
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Варто зазначити, що ентропiя залежить не вiд самих значень, а тiльки
вiд їхнiх iмовiрностей, тому, наприклад, 𝐻(𝑋3) = 𝐻(𝑋), або в загальному
випадку 𝐻(𝑓(𝑋)) = 𝐻(𝑋) для будь-якої взаємно однозначної функцiї 𝑓 .
Можемо показати, що найбiльшу ентропiю має величина з дискретним

рiвномiрним розподiлом. (Найменшу ентропiю — нульову — має детермi-
нована константа.) Для величини 𝑋 ∼ U ({𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}) ентропiя дорiвнює

𝐻(𝑋) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

log𝑏

(︂
1

𝑛

)︂
· 1
𝑛
= log𝑏 (𝑛) .

Розгляньмо випадкову величину 𝑌 iз тим же носiєм, але функцiєю ймо-
вiрности 𝑝𝑌 (1/𝑝𝑖) = 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Якщо 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 для 𝑖 ̸= 𝑗, то величина 𝑌
набуватиме значення 1/𝑝𝑖 = 1/𝑝𝑗 з iмовiрнiстю 𝑝𝑖 + 𝑝𝑗 = 2𝑝𝑖. Тодi

𝐻(𝑌 ) = E [𝐼(𝑌 )] = −
𝑛∑︁

𝑖=1

log𝑏 (𝑝𝑖) · 𝑝𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

log𝑏

(︂
1

𝑝𝑖

)︂
· 𝑝𝑖 = E [log𝑏 𝑌 ] .

Оскiльки

E [𝑌 ] =
𝑛∑︁

𝑖=1

1

𝑝𝑖
· 𝑝𝑖 = 𝑛 ,

за нерiвнiстю Єнсена маємо

𝐻(𝑌 ) = E [log𝑏 𝑌 ] ≤ log𝑏(E [𝑌 ]) = log𝑏 𝑛 = 𝐻(𝑋) .

Як було зазначено вище, значення ентропiї залежить тiльки вiд iмовiр-
ностей 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, а не вiд значень 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, яким вони вiдповiдають. Тому
у визначеннi 𝑌 можемо замiнити носiй supp (𝑌 ) = {1/𝑝1, . . . , 1/𝑝𝑛} на будь-
який довiльний, i нерiвнiсть вiд цього не змiниться. Отже 𝑋 має найбiльшу
ентропiю. Iнтуїтивно це можна зрозумiти, адже якщо всi значення рiвно-
ймовiрнi, то кожне з них несе однакову iнформацiю.

Приклад 13.2.3. Розгляньмо важливе поняття в статистицi, яке має на-
зву розходження Кульбака-Ляйблера (Kullback-Leibler divergence)6. Iнколи
його також називають вiдносною ентропiєю (relative entropy).
Нехай p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)

⊤ i r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛)
⊤ — iмовiрнiснi вектори, тобто

їхнi елементи невiд’ємнi, а сума значень у векторi є 1. Цi вектори можна
розглядати як функцiї ймовiрности двох дискретних величин з однаковим

6Назване так на честь американських математикiв Соломона Кульбака (Solomon Kullback, 1907–1994)
та Ричарда Ляйблера (Richard A. Leibler, 1914–2003).
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носiєм. Тодi розходження Кульбака-Ляйблера мiж p i r дорiвнює

𝐷𝐾𝐿(p‖r) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 log𝑏

(︂
𝑝𝑖
𝑟𝑖

)︂
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 log𝑏 (𝑟𝑖)−

(︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 log𝑏 (𝑝𝑖)

)︃
.

(13.2.3)
Можна увести аналог цього розходження для неперервних величин, замi-
нивши функцiї ймовiрности на щiльностi, а суму — на iнтеграл.
Це розходження можна розглядати як рiзницю мiж сподiваною власною

iнформацiєю, коли справжнi ймовiрностi дорiвнюють p, але ми вважаємо,
що вони дорiвнюють r, та сподiваною власною iнформацiєю, коли ми знає-
мо, що вони дорiвнюють p. Варто звернути уваги, що в загальному випадку
𝐷𝐾𝐿(p‖r) ̸= 𝐷𝐾𝐿(r‖p).
Розходження Кульбака-Ляйблера має багато застосувань, але в контекс-

тi беєсiвської статистики та машинного навчання можемо казати про при-
рiст iнформацiї (information gain), який досягається шляхом замiни (апрi-
орного) r на (апостерiорне) p. Iншими словами, 𝐷𝐾𝐿(p‖r) показує, скiльки
iнформацiї втрачається, якщо замiсть p використовувати r.
Можемо показати, що розходження Кульбака-Ляйблера завжди невiд’єм-

не7. Справдi, за властивостями логаритмiв, маємо, що

𝐷𝐾𝐿(p‖r) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 log𝑏

(︂
𝑟𝑖
𝑝𝑖

)︂
.

Розгляньмо випадкову величину 𝑌 iз функцiєю ймовiрности 𝑝𝑌 (𝑟𝑖/𝑝𝑖) = 𝑝𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Якщо 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 для деяких 𝑖 ̸= 𝑗, то величина 𝑌 набуватиме зна-
чення 𝑟𝑖/𝑝𝑖 = 𝑟𝑗/𝑝𝑗 з iмовiрнiстю 𝑝𝑖+𝑝𝑗 = 2𝑝𝑖. Тодi𝐷𝐾𝐿(p‖r) = −E [log𝑏 𝑌 ].
Оскiльки

E [𝑌 ] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑟𝑖
𝑝𝑖

· 𝑝𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑟𝑖 = 1 ,

за нерiвнiстю Єнсена маємо

𝐷𝐾𝐿(p‖r) = −E [log𝑏 𝑌 ] ≥ − log𝑏(E [𝑌 ]) = − log𝑏 1 = 0 .

Рiвнiсть досягається, тiльки якщо p = r.

Вправа 13.2.4. Чому дорiвнює ймовiрнiсть P𝑍 (|𝑍| > 3) для стандартного
нормального розподiлу? Як це порiвнюється з оцiнками, що випливають iз
нерiвностей Маркова та Чебишова?

7Цей результат також вiдомий пiд назвою нерiвности Ґiббса (Gibb’s inequality), названої на честь
американського вченого Вiлларда Ґiббса (Josiah Willard Gibbs, 1839–1903).
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Розв’язання. Згiдно з загальновiдомим правилом трьох сигм, P𝑍 (|𝑍| > 3) =
2Φ(−3) ≈ 0.003, що можна обчислити чисельно.
Нерiвнiсть Маркова дає оцiнку

P𝑍 (|𝑍| ≥ 3) ≤ E [|𝑍|]
3

.

Можна пiдрахувати, що сподiванням величини |𝑍| буде

E [|𝑍|] =
� ∞

−∞
|𝑥| 1√

2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 𝑑𝑥

= 2

� ∞

0

𝑥
1√
2𝜋

𝑒−
𝑥2

2 𝑑𝑥

=
2√
2𝜋

� ∞

0

𝑒−𝑢 𝑑𝑢 =

√︂
2

𝜋
.

Отже

P𝑍 (|𝑍| ≥ 3) ≤ 1

3
·
√︂

2

𝜋
≈ 0.27 .

Нерiвнiсть Чебишова дає таку оцiнку:

P𝑋 (|𝑍| ≥ 3) = P𝑋 (|𝑍 − E [𝑍] | ≥ 3) ≤ Var (𝑍)
32

=
1

9
≈ 0.11 .

Як можна бачити, оцiнка з нерiвности Чебишова вдвiчi точнiша, хоча все
одно дуже далека вiд точної оцiнки, яку можна дiстати з функцiї розподiлу.

Приклад 13.2.5. Виявляється, окрiм нерiвности Чебишова (КЛ11.1.7),
можна розглянути однобiчну (one-sided) нерiвнiсть Чебишова8. Для ви-
падкової величини 𝑋 зi сподiванням E [𝑋] = 0 та дисперсiєю Var (𝑋) = 𝜎2

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑐) ≤ 𝜎2

𝜎2 + 𝑐2
(13.2.4)

для довiльного 𝑐 > 0. Вища точнiсть оцiнки у порiвняннi з нерiвнiстю
Чебишова досягається тим, що ми фокусуємося на нерiвностi з одного боку.
Вимога оцiнити ймовiрнiсть в обох хвостах розподiлу неодмiнно веде до
того, що оцiнка буде слабшою.
Вивести цю нерiвнiсть можна так. Для 𝑏 > 0 маємо

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑐) = P𝑋 (𝑋 + 𝑏 ≥ 𝑐+ 𝑏) ≤ P𝑋

(︀
(𝑋 + 𝑏)2 ≥ (𝑐+ 𝑏)2

)︀
,

8Її також називають нерiвнiстю Кантеллi (Cantelli’s inequality).
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що випливає з монотонности ймовiрности, адже подiя (𝑋 + 𝑏)2 ≥ (𝑐 + 𝑏)2

включає в себе подiю 𝑋 + 𝑏 ≥ 𝑐+ 𝑏 (iнший варiант може бути −(𝑋 + 𝑏) ≤
−(𝑐+ 𝑏)). Застосування нерiвности Маркова дає

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑐) ≤
E
[︀
(𝑋 + 𝑏)2

]︀
(𝑐+ 𝑏)2

=
E
[︀
𝑋2
]︀
+ 2𝑏E [𝑋] + 𝑏2

(𝑐+ 𝑏)2
=

𝜎2 + 𝑏2

(𝑐+ 𝑏)2
.

Вираз справа мiнiмiзує значення 𝑏, яке можна дiстати з умови першого
порядку:

2𝑏(𝑐+ 𝑏)2 − (𝜎2 + 𝑏2) · 2(𝑐+ 𝑏)

(𝑐+ 𝑏)4
= 0 .

Пiсля всiх спрощень маємо

𝑏(𝑐+ 𝑏)− (𝜎2 + 𝑏2) = 0 ,

звiдки 𝑏 = 𝜎2

𝑐 . Що це мiнiмум, а не максимум, перевiрте самостiйно.
Пiдставмо це значення в нерiвнiсть для дiстання якнайточнiшої оцiнки:

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑐) ≤
𝜎2 +

(︁
𝜎2

𝑐

)︁2
(︀
𝑐+

(︀
𝜎2

𝑐

)︀)︀2 =
𝜎2

𝜎2 + 𝑐2
.

Вправа 13.2.6. Нехай число 𝑋 виробiв на заводi за тиждень має розподiл
зi сподiванням E [𝑋] = 100 та дисперсiєю Var (𝑋) = 400. Чому дорiвнює
оцiнка зверху ймовiрности того, що протягом заданого тижня буде виро-
блено щонайменше 120 штук виробiв?

Розв’язання. Для застосування однобiчної нерiвности Чебишова (13.2.4)
потрiбно, щоб величина мала нульове сподiвання. Тому

P𝑋 (𝑋 ≥ 120) = P𝑋 (𝑋 − 100 ≥ 20) ≤ 400

400 + (20)2
=

1

2
.

Аналогiчна оцiнка з нерiвности Маркова (яку ми можемо дозволити собi
застосувати, бо 𝑋 ≥ 0) дорiвнює

P𝑋 (𝑋 ≥ 120) ≤ E [𝑋]

120
=

5

6
≈ 0.83 .

Така оцiнка є значно слабшою.
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13.3 Мiри центральної тенденцiї

Вправа 13.3.1. Розгляньмо дискретну випадкову величину 𝑋, розподiл
якої подано в табличнiй формi:

𝑥 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑝𝑋(𝑥)
2

32

1

32

5

32

3

32

4

32

1

32

2

32

6

32

2

32

6

32

Чому дорiвнюють її сподiвання, мода та медiана?

Розв’язання. Сподiвання дискретної величини можна порахувати як вiд-
повiдне зважене середнє:

E [𝑋] =
10∑︁
𝑖=1

𝑥 · 𝑝𝑋(𝑥) =
1

32
(1 · 2 + 2 · 1 + 3 · 5 + . . .+ 10 · 6) ≈ 6.16 .

Модою вiдповiдної величини буде 𝑥 таке, що має найбiльшу ймовiрнiсть.
У нашому випадку маємо двi моди — 8 i 10, якi мають iмовiрнiсть 6

32 кожна.
Нарештi, за визначенням медiани потрiбно знайти значення 𝑀 таке, що

одночасно виконуються двi нерiвностi:

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑀) ≥ 1

2
,

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑀) ≥ 1

2
.

Розгляньмо спочатку першу нерiвнiсть. Нас цiкавить значення 𝑥 таке,
починаючи з якого вiдповiдна ймовiрнiсть буде дорiвнювати 0.5 або бiльше.
Нескладно бачити, що це буде число 𝑥 = 6, адже

P𝑋 (𝑋 ≤ 5) =
2 + 1 + 5 + 3 + 4

32
≈ 0.47 ,

P𝑋 (𝑋 ≤ 6) =
2 + 1 + 5 + 3 + 4 + 1

32
= 0.5 .

Вочевидь, для 𝑥 ≥ 6 матимемо P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥) ≥ 0.5.
Розгляньмо тепер другу нерiвнiсть:

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑀) = 1− P𝑋 (𝑋 < 𝑀) ≥ 1

2
⇒ P𝑋 (𝑋 < 𝑀) ≤ 1

2
.

Нас цiкавить значення 𝑥 таке, завершуючи яким вiдповiдна ймовiрнiсть
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буде не перевищувати 0.5. Нескладно бачити, що це буде число 𝑥 = 7:

P𝑋 (𝑋 < 6) =
2 + 1 + 5 + 3 + 4

32
≈ 0.47 ,

P𝑋 (𝑋 < 7) =
2 + 1 + 5 + 3 + 4 + 1

32
= 0.5 .

Вочевидь, для 𝑥 ≥ 8 матимемо P𝑋 (𝑋 < 𝑥) > 0.5.
Отже першу нерiвнiсть задовольняють усi числа 𝑀 ∈ [6;∞), а другу —

𝑀 ∈ (−∞; 7]. Тому медiаною є будь-яке число 𝑀 ∈ [6; 7]. Будь-яке число з
iнтервалу (6; 7) має iнтерпретацiю, що злiва i справа вiд нього зосереджено
по половинi маси ймовiрностей 𝑋 (це видно на Рис. 13.3.1)9. На практицi
часто беруть середнє промiжку i кажуть, що медiаною є 𝑀 = 6.5.

Рис. 13.3.1: Графiк функцiї ймовiрности 𝑝𝑋 величини 𝑋 для Вправи 13.3.1

Вправа 13.3.2. Чому дорiвнює медiана випадкової величини з експонен-
цiйним розподiлом 𝑋 ∼ Exp (𝜆)?

Розв’язання. Для неперервної випадкової величини умови

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑀) ≥ 1

2
,

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑀) ≥ 1

2

перетворюються в P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑀) = P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑀) = 1
2 , або ж 𝐹𝑋(𝑀) = 1

2 .

9У самих точках 6 i 7 виконується загальна нерiвнiсть, тобто, наприклад, P𝑋 (𝑋 ≤ 6) = 0.5, але
P𝑋 (𝑋 ≥ 6) > 0.5, i аналогiчно для 7.
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З урахуванням функцiї розподiлу 𝑋 нас цiкавить значення 𝑀 таке, що

𝐹𝑋(𝑀) =
1

2
⇒ 1− 𝑒−𝜆𝑀 =

1

2
.

Тому медiаною є

𝑀 =
ln 2

𝜆
.

Для порiвняння сподiванням є E [𝑋] = 1
𝜆 > 𝑀 .

Це проiлюстровано на Рис. 13.3.2, де зафарбованi областi злiва i справа
вiд медiани мають однакову площу — 0.5.

Рис. 13.3.2: Графiк щiльности випадкової величини 𝑋 ∼ Exp (2) з медiа-
ною 𝑀 ≈ 0.346 та сподiванням E [𝑋] = 0.5 для Вправи 13.3.2:
зафарбованi областi мають однакову площу 0.5

Вправа 13.3.3. Чому дорiвнює медiана випадкової величини 𝑋, рiвномiр-
но розподiленої на промiжку (𝑎; 𝑏]?

Розв’язання. Оскiльки для рiвномiрного розподiлу функцiя розподiлу 𝐹𝑋

на промiжку (𝑎; 𝑏] дорiвнює

𝐹𝑋(𝑥) =
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
,

маємо
1

2
= 𝐹𝑋(𝑀) =

𝑀 − 𝑎

𝑏− 𝑎
⇒ 𝑀 = 𝑎+

𝑏− 𝑎

2
=

𝑎+ 𝑏

2
.
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Також можна помiтити, що цей розподiл за Твердженням КЛ11.4.8 симе-
тричний вiдносно свого сподiвання E [𝑋] = 𝑎+𝑏

2 . Це добре видно на прикладi
стандартного рiвномiрного розподiлу на Рис. 13.3.3. Справдi,

𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏)} .

Рис. 13.3.3: Графiк щiльности випадкової величини 𝑋 зi стандартним рiв-
номiрним розподiлом, симетричним вiдносно E [𝑋] = 0.5

Розгляньмо тепер 𝑓𝑋(2E [𝑋]− 𝑥):

𝑓𝑋(2E [𝑋]− 𝑥) =
1

𝑏− 𝑎
· 1
{︂
2 · 𝑎+ 𝑏

2
− 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏)

}︂
=

1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑎+ 𝑏− 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏)}

=
1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑥 ∈ (𝑎+ 𝑏− 𝑏; 𝑎+ 𝑏− 𝑎)} = 𝑓𝑋(𝑥) .

Отже для рiвномiрного розподiлу медiана дорiвнює сподiванню, тобто𝑀 =
E [𝑋] = 𝑎+𝑏

2 .

Вправа 13.3.4. Чому дорiвнює медiана випадкової величини з нормаль-
ним розподiлом 𝑁(𝜇, 𝜎2)?

Розв’язання. Нормальний розподiл є симетричний вiдносно свого сподiва-
ння, що випливає з Твердження КЛ11.4.8. Справдi,

𝑓𝑋(2𝜇− 𝑥) =
1√
2𝜋𝜎2

𝑒−
(2𝜇−𝑥−𝜇)2

2𝜎2 =
1√
2𝜋𝜎2

𝑒−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 .

Тому для нього медiана дорiвнює сподiванню, тобто 𝑀 = 𝜇 (Рис. 13.3.4).
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Рис. 13.3.4: Графiк щiльности випадкової величини 𝑋 зi стандартним нор-
мальним розподiлом, симетричним вiдносно E [𝑋] = 0, для
Вправи 13.3.4: зафарбованi областi мають однакову площу 0.5

Вправа 13.3.5. Розгляньмо вибiрку точок, розкиданих площиною згiдно з
розподiлом Пуассона, тобто число 𝑋 точок, якi потрапили в деяку область,
має розподiл Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 на одиницю площi. Нехай𝑅 =«вiд-
стань вiд початку координат до найближчої точки з вибiрки».
Чому дорiвнюють функцiя та щiльнiсть розподiлу 𝑅? Покажiть, що ви-

падкова величина
√
2𝜆𝜋𝑅 має розподiл Рейлi. Чому дорiвнюють сподiван-

ня, дисперсiя, мода та медiана 𝑅?

Розв’язання. За визначенням функцiї розподiлу,

𝐹𝑅(𝑟) = P𝑅 (𝑅 ≤ 𝑟) = 1− P𝑅 (𝑅 > 𝑟) .

Подiя 𝑅 > 𝑟 означає, що в коло радiуса 𝑟 не потрапило жодної точки з
вибiрки. Iншими словами,

P𝑅 (𝑅 > 𝑟) = P𝑋 (𝑋 = 0) = 𝑒−𝜆𝜋𝑟2 ,

де ми використали те, що якщо на одиницю площi припадає в середньому
𝜆 точок, то на площу 𝜋𝑟2 припадає 𝜆𝜋𝑟2 точок, тобто 𝑋 ∼ Pois

(︀
𝜆𝜋𝑟2

)︀
.

Звiсно, для 𝑟 ≤ 0 матимемо 𝐹𝑅(𝑟) = 0, оскiльки вiдстань не може бути
вiд’ємною. Отже

𝐹𝑅(𝑟) = P𝑅 (𝑅 ≤ 𝑟) =
(︁
1− 𝑒−𝜆𝜋𝑟2

)︁
· 1 {𝑟 > 0} ,

i тодi щiльнiсть розподiлу дорiвнює

𝑓𝑅(𝑟) = 𝐹 ′
𝑅(𝑟) = 2𝜆𝜋𝑟𝑒−𝜆𝜋𝑟2 · 1 {𝑟 > 0} .

Розгляньмо тепер випадкову величину 𝑅1 =
√
2𝜆𝜋𝑅. Згiдно з формулою
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замiни змiнних для перетворення зсуву-масштабування (КЛ7.5.2), маємо

𝑓𝑅1
(𝑟) = 𝑓𝑅

(︂
𝑟√
2𝜆𝜋

)︂
· 1√

2𝜆𝜋
= 2𝜆𝜋 · 𝑟√

2𝜆𝜋
· 𝑒−𝜆𝜋( 𝑟√

2𝜆𝜋
)
2

· 1√
2𝜆𝜋

· 1 {𝑟 > 0}

= 𝑟𝑒−
𝑟2

2 · 1 {𝑟 > 0} .

Це справдi щiльнiсть розподiлу Рейлi, який ми розглядали у Прикладi 7.3.2.

Сподiвання величини з розподiлом Рейлi дорiвнює

E [𝑅1] =

� ∞

−∞
𝑟 · 𝑟𝑒−

𝑟2

2 · 1 {𝑟 > 0} 𝑑𝑟 =

� ∞

0

𝑟2𝑒−
𝑟2

2 𝑑𝑟 .

Цей iнтеграл можна не iнтегрувати, адже це всього лише половина вiд√
2𝜋E

[︀
𝑍2
]︀
, де 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1). Ми знаємо, що E

[︀
𝑍2
]︀
= 1, а тому

E [𝑅1] =
1

2

√
2𝜋 · 1 =

√︂
𝜋

2
.

Для обчислення дисперсiї величини з розподiлом Рейлi спочатку знайдiмо

E
[︀
𝑅2

1

]︀
=

� ∞

0

𝑟3𝑒−
𝑟2

2 𝑑𝑟 =
1

2

� ∞

0

𝑢𝑒−
𝑢
2 𝑑𝑢

= −2

2

(︂
𝑢𝑒−

𝑢
2

⃒⃒⃒⃒∞
0

−
� ∞

0

𝑒−
𝑢
2 𝑑𝑢

)︂
=

� ∞

0

𝑒−
𝑢
2 𝑑𝑢 = 2 .

Отже

Var (𝑅1) = E
[︀
𝑅2

1

]︀
− (E [𝑅1])

2 = 2− 𝜋

2
=

4− 𝜋

2
.

Нарештi, сподiвання й дисперсiю величини 𝑅 можна обчислити так:

E [𝑅] =
E [𝑅1]√
2𝜆𝜋

=
1

2
√
𝜆
,

Var (𝑅) =
Var (𝑅1)

2𝜆𝜋
=

4− 𝜋

4𝜆𝜋
.

Модою 𝑅 є число 𝑚, яке максимiзує її щiльнiсть розподiлу. Розгляньмо
умову першого порядку:

𝑓 ′
𝑅(𝑟) = 2𝜆𝜋𝑒−𝜆𝜋𝑟2 − 4𝜆2𝜋2𝑟𝑒−𝜆𝜋𝑟2 = 0 ,

звiдки

𝑚 = 𝑟* =
1√
2𝜆𝜋

.

Те, що це саме точка максимуму, а не мiнiмуму, очевидно з того факту, що
друга похiдна в цiй точцi вiд’ємна. Можете перевiрити це самостiйно.
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Рис. 13.3.5: Графiк щiльности випадкової величини 𝑅 для випадку 𝜆 =
2 з медiаною 𝑀 ≈ 0.332 та сподiванням E [𝑅] = 0.353 для
Вправи 13.3.5: зафарбованi областi мають однакову площу 0.5

Медiану 𝑀 можна обчислити з оберненої функцiї розподiлу для 𝑅:

𝐹𝑅 (𝑀) = 0.5 ⇒ 1− 𝑒−𝜆𝜋𝑀2

= 0.5 ⇒ 𝑀 =

√︂
ln 2

𝜆𝜋
.

Це проiлюстровано на Рис. 13.3.5, де зафарбованi областi злiва i справа
вiд медiани мають однакову площу — 0.5.

13.4 Моменти вищих порядкiв та квантилi

Вправа 13.4.1. Нехай 𝑋 ∼ U ((𝑎; 𝑏]). Чи iснують усi центральнi моменти
цiєї випадкової величини i чому вони дорiвнюють, якщо iснують?

Розв’язання. Для iснування центрального моменту порядку 𝑘 потрiбно,
щоб E

[︀
|𝑋 − E [𝑋] |𝑘

]︀
< ∞. Оскiльки E [𝑋] = 𝑎+𝑏

2 , а supp (𝑋) = (𝑎; 𝑏],
цiлком очевидно, що всi такi iнтеграли будуть скiнченними. Тодi

E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])𝑘

]︀
= E

[︀
𝑌 𝑘
]︀
,

де 𝑌 = 𝑋 − 𝑎+𝑏
2 . Згiдно з перетворенням вiдносно зсуву-масштабування,

𝑌 ∼ U

(︂(︂
𝑎− 𝑎+ 𝑏

2
; 𝑏− 𝑎+ 𝑏

2

]︂)︂
= U

(︂(︂
− 𝑏− 𝑎

2
;
𝑏− 𝑎

2

]︂)︂
.
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Щоб спростити ситуацiю, можна розглянути випадкову величину 𝑍 =
2𝑌/(𝑏− 𝑎) таку, що 𝑍 ∼ U ((−1; 1]). Тодi всi моменти дорiвнюватимуть

E
[︀
𝑍𝑘
]︀
=

� 1

−1

𝑧𝑘

2
𝑑𝑧 =

⎧⎨⎩0 , 𝑘 непарне
1

𝑘 + 1
, 𝑘 парне

.

Остаточно

E
[︀
𝑌 𝑘
]︀
=

(︂
𝑏− 𝑎

2

)︂𝑘

E
[︀
𝑍𝑘
]︀
=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑘 непарне(︂
𝑏− 𝑎

2

)︂𝑘

· 1

𝑘 + 1
, 𝑘 парне

.

Отже це будуть моменти для випадкової величини 𝑌 , i в той же час цен-
тральнi моменти — для випадкової величини 𝑋.

Вправа 13.4.2. Для величини зi Вправи 13.3.1 знайдiть перший квартиль.

Розв’язання. За визначенням першого квартиля потрiбно знайти значення
𝑥0.25 таке, що одночасно виконуються двi нерiвностi:

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥0.25) ≥
1

4
,

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥0.25) ≥
3

4
.

Розгляньмо спочатку першу нерiвнiсть. Нас цiкавить таке значення 𝑥,
починаючи з якого вiдповiдна ймовiрнiсть буде дорiвнювати 0.25 або бiль-
ше. Нескладно бачити, що це буде число 𝑥 = 3, адже

P𝑋 (𝑋 ≤ 2) =
2 + 1

32
≈ 0.09 ,

P𝑋 (𝑋 ≤ 3) =
2 + 1 + 5

32
= 0.25 .

Вочевидь, для 𝑥 ≥ 3 матимемо P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥) ≥ 0.25.
Розгляньмо тепер другу нерiвнiсть:

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥0.25) = 1− P𝑋 (𝑋 < 𝑥0.25) ≥
3

4
⇒ P𝑋 (𝑋 < 𝑥0.25) ≤

1

4
.

Нас цiкавить значення 𝑥 таке, завершуючи яким вiдповiдна ймовiрнiсть
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буде не перевищувати 0.25. Нескладно бачити, що це буде число 𝑥 = 4:

P𝑋 (𝑋 < 3) =
2 + 1

32
≈ 0.09 ,

P𝑋 (𝑋 < 4) =
2 + 1 + 5

32
= 0.25 .

Вочевидь, для 𝑥 ≥ 5 матимемо P𝑋 (𝑋 < 𝑥) > 0.25.
Отже першу нерiвнiсть задовольняють усi числа 𝑥0.25 ∈ [3;∞), а другу —

𝑥0.25 ∈ (−∞; 4]. Першим квартилем є будь-яке число 𝑥0.25 ∈ [3; 4]. Будь-яке
число з iнтервалу (3; 4) має iнтерпретацiю, що злiва вiд нього зосереджено
чверть маси ймовiрностей 𝑋, а справа — три чвертi (Рис. 13.3.1)10.

Вправа 13.4.3. Для випадкових величин зi Вправ 13.3.2–13.3.4 знайдiть
вирази для всiх квантилiв.

Розв’язання. Для неперервної випадкової величини умови

P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥𝑝) ≥ 𝑝 ,

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥𝑝) ≥ 1− 𝑝

перетворюються в P𝑋 (𝑋 ≤ 𝑥𝑝) = 1− P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑥𝑝) = 𝑝, або ж 𝐹𝑋(𝑥𝑝) = 𝑝.
Для експоненцiйного розподiлу нас цiкавить таке значення 𝑥𝑝, для якого

𝐹𝑋(𝑥𝑝) = 𝑝 ⇒ 1− 𝑒−𝜆𝑥𝑝 = 𝑝 .

Тому квантилем експоненцiйного розподiлу є

𝑥𝑝 = − ln(1− 𝑝)

𝜆
.

Для рiвномiрного розподiлу функцiя розподiлу 𝐹𝑋 на (0; 1) дорiвнює

𝐹𝑋(𝑥) =
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
,

тому маємо

𝑝 = 𝐹𝑋(𝑥𝑝) =
𝑥𝑝 − 𝑎

𝑏− 𝑎
⇒ 𝑥𝑝 = 𝑎+ 𝑝(𝑏− 𝑎) .

Нарештi, для нормального розподiлу квантилем буде число, яке розв’язує
рiвняння Φ(𝑥𝑝) = 𝑝, i його можна обчислити тiльки чисельно.

10У самих точках 3 i 4 виконується загальна нерiвнiсть, тобто, наприклад, P𝑋 (𝑋 ≤ 3) = 0.25, але
P𝑋 (𝑋 ≥ 3) > 0.25, i аналогiчно для 3.
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Приклад 13.4.4. Розгляньмо криву Лоренца (Lorenz curve)11. Це функцiя
𝐿(𝑝), що дорiвнює частцi сукупного доходу в державi, яка належить 100𝑝%
найбiднiшим працiвникам. Розгляньмо квантиль 𝑥𝑝 випадкової величини
𝑋𝑖 =«дохiд особи 𝑖» та iндикаторну величину 𝐼𝑝(𝑋) = 1 {𝑋 < 𝑥𝑝}. Тодi
частка сукупного доходу, який належить особам, дохiд яких не перевищує
𝑥𝑝, дорiвнює

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖𝐼𝑝(𝑋𝑖)∑︀𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖
, що за законом великих чисел, який ми розглянемо

далi, прямує до

𝐿(𝑝) =
E [𝑋𝐼𝑝(𝑋)]

E [𝑋]
, (13.4.1)

коли 𝑛 → ∞. Можна помiтити, що

E [𝑋𝐼𝑝(𝑋)] =

� ∞

0

𝑥𝐼𝑝(𝑥) · 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

� 𝑥𝑝

0

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ,

а тому

𝐿(𝑝) =
1

E [𝑋]

� 𝑥𝑝

0

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 . (13.4.2)

Можемо обчислити криву Лоренца у випадку, коли дохiд працiвникiв
розподiлено рiвномiрно на промiжку (𝑎; 𝑏), 0 ≤ 𝑎 < 𝑏. Як ми показали у
Вправi 13.4.3, квантилем буде 𝑥𝑝 = 𝑎+ (𝑏− 𝑎)𝑝, i з (13.4.2) маємо

𝐿(𝑝) =
2

𝑎+ 𝑏

� 𝑎+(𝑏−𝑎)𝑝

0

𝑥 · 1

𝑏− 𝑎
· 1 {𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏)} 𝑑𝑥

=
2

(𝑎+ 𝑏)(𝑎− 𝑏)

� 𝑎+(𝑏−𝑎)𝑝

𝑎

𝑥 𝑑𝑥 =
2𝑝𝑎+ (𝑏− 𝑎)𝑝2

𝑎+ 𝑏
.

Зокрема, lim
𝑎→𝑏

𝐿(𝑝) = 𝑝, тобто якщо всi отримують однаковий дохiд, то

частка доходу, яку отримують особи з доходом до 𝑥𝑝, є 𝑝, що очевидно.

Можна показати, що 𝐿(𝑝) ≤ 𝑝12. Це дає змогу увести простий показник
нерiвности доходiв — iндекс Джинi (Gini index)13. Оскiльки 𝐿(𝑝) = 𝑝 вiд-
повiдає максимальнiй рiвностi доходiв, площа мiж прямою 𝑦 = 𝑝 та кривою
𝐿(𝑝) (Рис. 13.4.1) є мiрою нерiвности доходiв. Iндекс Джинi 𝐺 визначають
як вiдношення цiєї площi до площi трикутника пiд прямою, тобто

𝐺 =
1
2 −

� 1

0 𝐿(𝑝) 𝑑𝑝
1
2

= 1− 2

� 1

0

𝐿(𝑝) 𝑑𝑝 . (13.4.3)

Наприклад, для випадку з рiвномiрним розподiлом доходiв, для якого ми

11Названа так на честь американського економiста Макса Лоренца (Max Otto Lorenz, 1876–1959), що
її запропонував у 1905 р.

12Це випливає з E [𝑓(𝑋)𝑔(𝑋)] ≥ E [𝑓(𝑋)]E [𝑔(𝑋)] для строго зростаючих 𝑓 i 𝑔, застосованої до (13.4.1).
13Названий так на честь iталiйського статистика Коррадо Джинi (Corrado Gini, 1884–1965), що його

запропонував у 1912 р.
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порахували 𝐿(𝑝) = 2𝑝𝑎+(𝑏−𝑎)𝑝2

𝑎+𝑏 , iндекс Джинi дорiвнює

𝐺 = 1− 2

� 1

0

2𝑝𝑎+ (𝑏− 𝑎)𝑝2

𝑎+ 𝑏
𝑑𝑝 = 1− 2

𝑎+ 𝑏

(︃
𝑎𝑝2
⃒⃒⃒⃒1
0

+
𝑏− 𝑎

3
𝑝3
⃒⃒⃒⃒1
0

)︃
= 1− 2

3
· 2𝑎+ 𝑏

𝑎+ 𝑏
.

Рис. 13.4.1: Iлюстрацiя деякої кривої Лоренца 𝐿(𝑝)

13.5 Додатковi вправи

Вправа 13.5.1. Розгляньмо тест iз питаннями з декiлькома варiантами
вiдповiдей. Замiсть вибору одного варiанту студенту пропонують присвоїти
кожному варiанту ймовiрнiсть, що вiн правильний. Тодi балом, здобутим
за питання, є (натуральний) логаритм iмовiрности, що присвоєно вiдповiдi,
яка насправдi правильна. Найлiпший результат, який можна набрати за
тест, дорiвнює 0 — у випадку, коли всiм правильним вiдповiдям зiставлено
одиничну ймовiрнiсть. Найгiршим результатом є −∞, яку можна здобути,
присвоївши нульову ймовiрнiсть принаймнi однiй правильнiй вiдповiдi.
Нехай нашi апрiорнi уявлення про правильнiсть кожного варiанта вiд-

повiди дорiвнюють 𝑝1, . . ., 𝑝𝑛, де всi числа невiд’ємнi, а їх сума дорiвнює
1. Покажiть, що сподiваний бал за питання максимiзується, тiльки якщо
варiантам вiдповiдей присвоєно правильнi ймовiрностi.

Розв’язання. Ця задача є повнiстю iзоморфною до Прикладу 13.2.3. Справ-
дi, сподiваний бал за питання дорiвнює

E [𝑋] =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 ln 𝑟𝑖 ,
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де 𝑟𝑖 — iмовiрностi, якi присвоїв студент. Оскiльки розходження Кульбака-
Ляйблера завжди невiд’ємне,

0 ≤ 𝐷𝐾𝐿(p‖r) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 ln (𝑟𝑖)−

(︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 ln (𝑝𝑖)

)︃
,

звiдки
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 ln (𝑝𝑖) ≥
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 ln (𝑟𝑖) ,

тобто сподiваний бал найвищий, якщо дати правильнi вiдповiдi.

Вправа 13.5.2. Нехай групу з 200 осiб (100 жiнок i 100 чоловiкiв) у ви-
падковий спосiб розбивають на 100 пар по 2 людини. Чому дорiвнює оцiнка
зверху ймовiрности того, що рiзностатевих пар буде щонайбiльше 30?

Розв’язання. Розгляньмо iндикаторну випадкову величину 𝑋𝑖 =«чоловiк
𝑖 має парою жiнку». Тодi число рiзностатевих пар дорiвнює 𝑋 =

∑︀100
𝑖=1𝑋𝑖.

Iмовiрнiсть, що деякий чоловiк матиме парою жiнку, дорiвнює E [𝑋𝑖] =
P𝑋 (𝑋𝑖 = 1) = 100

199 , оскiльки всього iснує 199 кандидатiв на формування
пари, 100 з яких — жiнки. У схожий спосiб можна помiтити, що для 𝑖 ̸= 𝑗

E [𝑋𝑖𝑋𝑗] = P𝑋 (𝑋𝑖 = 1, 𝑋𝑗 = 1)

= P𝑋 (𝑋𝑖 = 1) · P𝑋 (𝑋𝑗 = 1 | 𝑋𝑖 = 1) =
100

199
· 99

197
.

Остаточно

E [𝑋] =
100∑︁
𝑖=1

E [𝑋𝑖] =
100 · 100

199
≈ 50.25 ,

Var (𝑋) =
100∑︁
𝑖=1

Var (𝑋𝑖) + 2
∑︁
𝑖<𝑗

Cov (𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

=
100∑︁
𝑖=1

Var (𝑋𝑖) + 2

(︂
100

2

)︂
(E [𝑋𝑖𝑋𝑗]− E [𝑋𝑖]E [𝑋𝑗])

= 100 · 100
199

· 99

197
+ 2

(︂
100

2

)︂(︃
100

199
· 99

197
−
(︂
100

199

)︂2
)︃

≈ 25.126 .

Тодi за нерiвнiстю Чебишова (КЛ11.1.7) маємо

P𝑋 (𝑋 ≤ 30) ≤ P𝑋 (|𝑋 − 50.25| ≥ 20.25) ≤ 25.126

(−20.25)2
≈ 0.061 ,
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де ми використали той факт, що подiя |𝑋 − 50.25| ≥ 20.25 включає в себе
подiю 𝑋 ≤ 30 (iнший варiант може бути 𝑋 − 50.25 ≥ 20.25).
А за однобiчною нерiвнiстю Чебишова (13.2.4) маємо

P𝑋 (𝑋 ≤ 30) ≤ P𝑋 (𝑋 − 50.25 ≤ −20.25) ≤ 25.126

25.126 + (−20.25)2
≈ 0.058 ,

що є точнiшою оцiнкою.

Вправа 13.5.3. Нехай еколог вважає, що водойму забруднюють двi речо-
вини — миш’як i свинець. Справжнi концентрацiї кожної з цих речовин є
незалежними випадковими величинами 𝑋 та 𝑌 (з однаковими одиницями
вимiру). Еколога цiкавить частка свинцю серед забруднювачiв, тобто вiн
хоче дiзнатися, чому дорiвнює сподiвання величини 𝑅 = 𝑌/(𝑋 + 𝑌 ).
Нехай нам вiдомi розподiли 𝑋 та 𝑌 , проте з якихось мiркувань виведе-

ння розподiлу 𝑅 на їхнiй основi є ускладненим, а пiдрахунок сподiвання
E [𝑅] вiдповiдно не є можливим. У цьому випадку значення сподiвання мо-
жна дiстати шляхом симуляцiї на комп’ютерi. Справдi, можна згенерувати
велику вибiрку (𝑋1, 𝑌1), . . . , (𝑋𝑛, 𝑌𝑛) на комп’ютерi з вiдповiдними розпо-
дiлами та пiдрахувати середнє вибiркове значення

𝑅 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖

𝑋𝑖 + 𝑌𝑖
.

Оскiльки сподiванням такого значення буде E
[︀
𝑅
]︀
= E [𝑅], вiдповiдна си-

муляцiя дасть змогу дiстати непогану оцiнку справжнього параметра, який
напряму обчислити непросто.
Якого розмiру потрiбно взяти вибiрку, щоб така апроксимацiя була до-

статньо точною? Оскiльки |𝑅| ≤ 1,

Var (𝑅) = E
[︀
𝑅2
]︀
− E [𝑅] ≤ E

[︀
𝑅2
]︀
= 1 ,

отже за нерiвнiстю Чебишова маємо

P𝑅

(︀⃒⃒
𝑅− E [𝑅]

⃒⃒
≥ 𝜀
)︀
≤ 1

𝑛𝜀2
.

Наприклад, якщо ми хочемо, щоб середнє вибiркове вiдхилялося вiд E [𝑅]
не бiльше вiд 0.005 з iмовiрнiстю щонайменше 0.98, нам треба таке 𝑛, щоб

P𝑅

(︀⃒⃒
𝑅− E [𝑅]

⃒⃒
≤ 0.005

)︀
≥ 1− 1

𝑛0.0052
⇒ 𝑛 >

1

0.02 · 0.0052
= 2 000 000 .
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Вправа 13.5.4. Згiдно з моделлю газу Максвелла, молекули маси 𝑚 руха-
ються зi швидкостями, проєкцiї яких на координатнi осi 𝑉𝑥, 𝑉𝑦 та 𝑉𝑧 неза-
лежнi одна вiд одної, а їхнiй спiльний розподiл iнварiантний вiдносно пово-
ротiв у тривимiрному просторi. Максвелл показав, що 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑥 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)
для деякого 𝜎 > 0.
З урахуванням цього результату, чому дорiвнює щiльнiсть кiнетичної

енергiї молекули

𝐾 =
1

2
𝑚
(︀
𝑉 2
𝑥 + 𝑉 2

𝑦 + 𝑉 2
𝑧

)︀
?

Чому дорiвнюють сподiвання, медiана, мода розподiлу кiнетичної енергiї?

Розв’язання. Потрiбно помiтити, що

2

𝑚𝜎2
𝐾 =

1

𝜎

(︀
𝑉 2
𝑥 + 𝑉 2

𝑦 + 𝑉 2
𝑧

)︀
=

(︂
𝑉𝑥

𝜎

)︂2

+

(︂
𝑉𝑦

𝜎

)︂2

+

(︂
𝑉𝑧

𝜎

)︂2

∼ 𝜒2
3

як сума квадратiв трьох незалежних стандартних нормальних величин.
Згiдно з (КЛ10.2.3), щiльнiсть 2

𝑚𝜎2𝐾 дорiвнює

𝑓 2
𝑚𝜎2

𝐾(𝑥) =
1

2
3
2Γ
(︀
3
2

)︀𝑥 3
2−1𝑒−

𝑥
2 · 1 {𝑥 > 0} =

1√
2𝜋

√
𝑥𝑒−

𝑥
2 · 1 {𝑥 > 0} .

А тому з урахуванням перетворення масштабування маємо

𝑓𝐾(𝑥) = 𝑓 2
𝑚𝜎2

𝐾

(︂
2

𝑚𝜎2
𝑥

)︂
· 2

𝑚𝜎2
=

1√
2𝜋

√︂
2

𝑚𝜎2
𝑥 · 𝑒−

1
2 ·

2
𝑚𝜎2

𝑥 · 2

𝑚𝜎2
· 1 {𝑥 > 0}

=
2

√
𝜋 (𝑚𝜎2)3/2

√
𝑥𝑒−

𝑥
𝑚𝜎2 · 1 {𝑥 > 0} .

Оскiльки сподiвання розподiлу 𝜒2
3 дорiвнює 3 як сподiвання розподiлу

Gamma (1.5, 0.5), сподiвання кiнетичної енергiї дорiвнює

E [𝐾] = 3 · 𝑚𝜎2

2
=

3

2
𝑚𝜎2 .

Модою розподiлу 𝐾 буде число, яке максимiзує вiдповiдну щiльнiсть.
Розгляньмо умову першого порядку для щiльности:

𝑓 ′
𝐾(𝑥) =

2
√
𝜋 (𝑚𝜎2)3/2

(︂
1

2
√
𝑥
𝑒−

𝑥
𝑚𝜎2 +

√
𝑥𝑒−

𝑥
𝑚𝜎2

(︂
− 1

𝑚𝜎2

)︂)︂
· 1 {𝑥 > 0} = 0 ,

звiдки
1

2
√
𝑥
−

√
𝑥

𝑚𝜎2
= 0 ,
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звiдки 𝑥 = 1
2𝑚𝜎2.

Нарештi, медiана розподiлу 𝐾 буде такою ж, як i медiана розподiлу 𝜒2
3,

що випливає з Твердження КЛ11.2.4 з урахуванням того, що 𝐾 утворено
з величини з розподiлом 𝜒2

3 множенням на додатну мультиплiкативну кон-
станту. Проте обчислити медiану можна хiба що чисельно, як таке значення
𝑀 , для якого виконується

� 𝑀

0

1√
2𝜋

√
𝑥𝑒−

𝑥
2 𝑑𝑥 =

1

2
.

Виявляється, це значення дорiвнює 𝑀 ≈ 2.366.

Вправа 13.5.5. Нехай моменти випадкової величини𝑋 дорiвнюють E [𝑋] =
1, E

[︀
𝑋2
]︀
= 2, E

[︀
𝑋3
]︀
= 5. Чому дорiвнює третiй центральний момент 𝑋?

Який висновок можна зробити про симетричнiсть розподiлу 𝑋?

Розв’язання. За визначенням,

E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])3

]︀
= E

[︀
(𝑋 − 1)3

]︀
= E

[︀
𝑋3 − 3𝑋2 + 3𝑋 − 1

]︀
= 5− 3 · 2 + 3 · 1− 1 = 1 .

Оскiльки 1 > 0, маємо, що розподiл скошений управо.

Вправа 13.5.6. Покажiть, що

E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])4

]︀
≥ (Var (𝑋))2

та зробiть висновок, що коефiцiєнт ексцесу будь-якої випадкової величини
не менший вiд −2.

Розв’язання. Можна застосувати нерiвнiсть Єнсена, помiтивши, що (𝑋 −
E [𝑋])4 =

(︀
(𝑋 − E [𝑋])2

)︀2
, а тому

E
[︁(︀
(𝑋 − E [𝑋])2

)︀2]︁ ≥ (︀E [︀(𝑋 − E [𝑋])2
]︀)︀2

= (Var (𝑋))2 .

Звiдси випливає, що коефiцiєнт ексцесу

Kurt(𝑋) = E

⎡⎣(︃𝑋 − E [𝑋]√︀
Var (𝑋)

)︃4
⎤⎦− 3 ≥ 1− 3 = −2 .
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14 Умовнi розподiли

14.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ12.
Для будь-яких дискретних випадкових величин 𝑋 i 𝑍 можна визначи-

ти функцiю 𝑝𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) ≡ P𝑍|𝑋 (𝑍 = 𝑧 | 𝑋 = 𝑥), яку називають умовною
функцiєю ймовiрности (conditional probability mass function) величини 𝑍
за умови 𝑋 = 𝑥. Обчислити її можна за допомогою (КЛ5.5.1) як

P𝑍|𝑋 (𝑍 = 𝑧 | 𝑋 = 𝑥) =
P𝑍,𝑋 ((𝑍 = 𝑧) ∩ (𝑋 = 𝑥))

P𝑋 (𝑋 = 𝑥)
.

Якщо P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = 0 для деякого 𝑥, умовну ймовiрнiсть не визначено.
Iз цього визначення в повнiй аналогiї з умовними ймовiрностями випли-

ває формула Беєса для функцiй iмовiрности дискретних величин 𝑋 та 𝑍:

P𝑍|𝑋 (𝑍 = 𝑘 | 𝑋 = 𝑛) =
P𝑋|𝑍 (𝑋 = 𝑛 | 𝑍 = 𝑘)P𝑍 (𝑍 = 𝑘)

P𝑋 (𝑋 = 𝑛)
, (КЛ12.1.1)

якщо, звiсно, знаменник не обертається в нуль.
Визначмо умовну функцiю розподiлу (conditional distribution function):

𝐹𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) = P𝑍|𝑋 (𝑍 ≤ 𝑧 | 𝑋 = 𝑥) . (КЛ12.1.2)

Для дискретних величин її застосування доволi обмежене, як i функцiї
розподiлу безумовної.
Умовне сподiвання дискретної величини, як безумовне, є зважене середнє

E [𝑍 | 𝑋 = 𝑥] =
∑︁

𝑧∈supp(𝑍)

𝑧 · 𝑝𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) . (КЛ12.1.3)

Варто звернути увагу, що умовне сподiвання є функцiєю вiд 𝑥, а не сталою,
тобто умовне сподiвання є випадковою величиною.
Для (абсолютно) неперервних випадкових величин можна розглянути

аналогiчнi поняття.

Твердження (КЛ12.4.1). Нехай випадковi величини 𝑋 та 𝑍 мають аб-
солютно неперервний спiльний розподiл зi щiльнiстю 𝑓𝑍,𝑋 . Нехай фун-
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кцiя 𝑔(𝑍) iнтегровна. Тодi умовне сподiвання E [𝑔(𝑍) | 𝑋] можна обчисли-
ти за допомогою умовної щiльности розподiлу 𝑍 за умови 𝑋 (conditional
probability density of 𝑍 given 𝑋)

𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑓𝑍,𝑋(𝑧, 𝑥)

𝑓𝑋(𝑥)
, 𝑓𝑋(𝑥) ̸= 0

𝜉(𝑧) , 𝑓𝑋(𝑥) = 0
(КЛ12.4.1)

у тому розумiннi, що
E [𝑔(𝑍) | 𝑋] = ℎ(𝑋) ,

де

ℎ(𝑥) =

� ∞

−∞
𝑔(𝑧) · 𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) 𝑑𝑧 . (КЛ12.4.2)

У визначеннi умовної щiльности 𝜉 є деякою абсолютно довiльною щiль-
нiстю розподiлу.

У випадку, коли 𝑓𝑋(𝑥) = 0 у (КЛ12.4.1), ми можемо дозволити собi
покласти 𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) = 𝜉(𝑧), де 𝜉 — довiльна щiльнiсть, оскiльки все одно

�
𝐵

ℎ(𝑥)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 =

�
𝐵

� ∞

−∞
𝑔(𝑧)𝜉(𝑧)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑧 𝑑𝑥 .

До речи, нескладно бачити, що умовна щiльнiсть розподiлу (КЛ12.4.1)
має всi властивостi будь-якої щiльности, зокрема, вона очевидно є невiд’ємною,
а її iнтеграл дорiвнює 1:

� ∞

−∞
𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) 𝑑𝑧 =

� ∞

−∞

𝑓𝑍,𝑋(𝑧, 𝑥)

𝑓𝑋(𝑥)
𝑑𝑧 =

1

𝑓𝑋(𝑥)
·
� ∞

−∞
𝑓𝑍,𝑋(𝑧, 𝑥) 𝑑𝑧

=
𝑓𝑋(𝑥)

𝑓𝑋(𝑥)
= 1 ,

якщо, звiсно, 𝑓𝑋(𝑥) ̸= 0. Хоча якщо 𝑓𝑋(𝑥) = 0, то ми взагалi маємо
� ∞

−∞
𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) 𝑑𝑧 =

� ∞

−∞
𝜉(𝑧) 𝑑𝑧 = 1 ,

оскiльки ми поклали з самого початку, що 𝜉 є деякою довiльною, але все
ж таки щiльнiстю.

Зауваження (КЛ12.4.2). Умовна щiльнiсть (КЛ12.4.1) має iнтерпретацiю
щiльности ще й тому, що за її допомогою можна обчислювати умовнi ймо-
вiрностi. Справдi, якщо покласти 𝑔(𝑍) = 1 {𝑍 ∈ 𝐴}, згiдно з (КЛ12.4.2)
матимемо

P (𝐴 | 𝑋 = 𝑥) = E [1 {𝑍 ∈ 𝐴} | 𝑋 = 𝑥] =

�
𝐴

𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) 𝑑𝑧 .
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Для повноти картини ми також можемо розглянути поняття умовної
функцiї розподiлу.

Визначення (КЛ12.4.5). Якщо випадковi величини 𝑋 i 𝑍 мають абсолю-
тно неперервний спiльний розподiл зi щiльнiстю 𝑓𝑍,𝑋 , то умовна функцiя
розподiлу 𝑍 за умови 𝑋 (conditional distribution function of 𝑍 given 𝑋)
дорiвнює

𝐹𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) =
� 𝑧

−∞
𝑓𝑍|𝑋(𝑢 | 𝑥) 𝑑𝑢 =

� 𝑧

−∞

𝑓𝑍,𝑋(𝑢, 𝑥)

𝑓𝑋(𝑥)
𝑑𝑢 . (КЛ12.4.3)

Зауваження (КЛ12.4.6). Потрiбно розумiти, що обумовлення в записi
умовної щiльности 𝑓𝑍|𝑋 здiйснюють цiлою випадкової величиною 𝑋 iз вiд-
повiдною 𝜎-алгеброю, а не конкретною подiєю 𝑋 = 𝑥, яка є нульовою,
оскiльки P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = 0 для неперервних величин. Певну iнтуїтивну iн-
терпретацiю умовної щiльности можна подати, розглянувши її не як похi-
дну умовної функцiї розподiлу, обчислену для 𝑋 = 𝑥, тобто не як похiдну
𝐹𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) = P𝑍|𝑋 (𝑍 ≤ 𝑧 | 𝑋 = 𝑥), а як границю таких похiдних:

𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) = lim
ℎ𝑛↓0

𝜕

𝜕𝑧
P𝑍|𝑋 (𝑍 ≤ 𝑧 | 𝑋 ∈ (𝑥− ℎ𝑛;𝑥+ ℎ𝑛)) .

У цьому випадку обумовлювальна подiя завжди має ненульову ймовiрнiсть,
якщо маржинальна щiльнiсть 𝑓𝑋(𝑥) > 0.

Для умовної щiльности також, iз цiлком очевидних мiркувань, справе-
длива теорема Беєса:

𝑓𝑍|𝑋(𝑧 | 𝑥) =
𝑓𝑋|𝑍(𝑥 | 𝑧)𝑓𝑍(𝑧)

𝑓𝑋(𝑥)
, 𝑓𝑋(𝑥) > 0 . (КЛ12.4.4)

Також справедлива формула повної ймовiрности для неперервного ви-
падку:

P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴) = E [1 {𝑋 ∈ 𝐴}] = E [E [1 {𝑋 ∈ 𝐴} | 𝑌 ]] = E
[︀
P𝑋|𝑌 (𝑋 ∈ 𝐴 | 𝑌 )

]︀
=

� ∞

−∞
P𝑋|𝑌 (𝑋 ∈ 𝐴 | 𝑌 = 𝑦) · 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 .

(КЛ12.3.7)
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Табл. 14.2.1: Спiльна функцiя ймовiрности для Вправи 14.2.1

𝑌 = 0 𝑌 = 1 𝑌 = 2 𝑌 = 3 𝑌 = 4 Разом

𝑋 = 0 0.129 0.298 0.161 0.280 0.108 0.976
𝑋 = 1 0.010 0.010 0.001 0.002 0.001 0.024

Разом 0.139 0.308 0.162 0.282 0.109 1

Розгляньмо задачу прогнозування значення деякої величини 𝑌 на основi
спостережень за значенням iншої величини 𝑋. Позначмо предиктор вели-
чини 𝑌 через 𝑔(𝑋), пiдкресливши, що вiн є функцiєю вiд 𝑋. Iншими сло-
вами, якщо ми спостерiгаємо, що 𝑋 = 𝑥, то нашим прогнозом значення
𝑌 буде число 𝑔(𝑥). Вочевидь, хотiлося б мати предиктор, який був би в
певному сенсi близький до 𝑌 . Таким предиктором i є умовне сподiвання.

Твердження (КЛ12.3.16). Умовне сподiвання випадкової величини 𝑌 зi
скiнченним моментом другого порядку за умови iншої величини𝑋, E [𝑌 | 𝑋],
є найлiпшим предиктором значення 𝑌 , у тому сенсi, що воно мiнiмiзує зна-
чення середньоквадратичної похибки:

E [𝑌 | 𝑋] = argmin
𝑔

E
[︀
(𝑌 − 𝑔(𝑋))2

]︀
. (КЛ12.3.8)

Можна довести, що умовна медiана (conditional median) 𝑀𝑌 |𝑋 також є
найлiпшим предиктором, але в розумiннi мiнiмiзацiї середньої абсолютної
похибки (mean absolute error):

𝑀𝑌 |𝑋 = argmin
𝑔

E [|𝑌 − 𝑔(𝑋)|] . (КЛ12.3.9)

За аналогiєю з умовним сподiванням також можна визначити умовнi мо-
менти довiльного порядку. Зокрема, умовною дисперсiю (conditional vari-
ance) величини 𝑍 за умови величини 𝑋 є

Var (𝑍 | 𝑋) = E
[︀
(𝑍 − E [𝑍 | 𝑋])2 | 𝑋

]︀
= E

[︀
𝑍2 | 𝑋

]︀
− (E [𝑍 | 𝑋])2 .

(КЛ12.3.10)

14.2 Умовнi функцiї ймовiрности

Вправа 14.2.1. Страхова компанiя веде статистику викрадень автомо-
бiлiв рiзних марок. Спiльну функцiю ймовiрности для випадкових вели-
чин 𝑋 =«чи сталося викрадення» та 𝑌 =«марка автомобiля» наведено в
Табл. 14.2.1.
Коли клiєнт звертається по послуги страхової компанiї для автомобiля

певної марки, компанiї хотiлося б мати оцiнку ймовiрности, що саме цей
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Табл. 14.2.2: Умовна функцiя ймовiрностей 𝑋 | 𝑌 для Вправи 14.2.1

𝑌 = 0 𝑌 = 1 𝑌 = 2 𝑌 = 3 𝑌 = 4

𝑋 = 0 0.928 0.968 0.994 0.993 0.991
𝑋 = 1 0.072 0.032 0.006 0.007 0.009

Табл. 14.2.3: Результати опитування домогосподарств для Вправи 14.2.2

𝑋
1 2 3 4 5 6 7 8

𝑌

0 10 7 3 2 2 1 0 0
1 12 21 25 30 25 15 5 1
2 1 5 10 15 20 11 5 3
3 0 2 3 5 5 3 2 1

автомобiль буде викрадено. Це може вплинути на вартiсть вiдповiдного
страхового полiсу. Адже хоча загальна (маржинальна) ймовiрнiсть для де-
якого автомобiля бути викраденим дорiвнює P𝑋 (𝑋 = 1) = 0.024, машини
конкретних марок може бути викрадено з вищою ймовiрнiстю.
Чому дорiвнює умовна функцiя ймовiрности 𝑝𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦)?

Розв’язання. За формулою умовної ймовiрности маємо

𝑝𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

P𝑌 (𝑌 = 𝑦)
.

Для нашої таблицi на практицi це означає, що для кожного 𝑌 = 𝑦 потрiбно
подiлити значення в комiрцi з 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦 на значення, що вiдповiдає
𝑌 = 𝑦, в останньому рядку таблицi. Остаточно маємо результат, наведений
у Табл. 14.2.2. Наприклад, 0.928 ≈ 0.129/0.139 тощо.

Вправа 14.2.2. Результати опитування 250 домогосподарств, наведенi в
Табл. 14.2.3, показують, скiльки автомобiлiв 𝑌 мають родини розмiру 𝑋.
Чому дорiвнює умовне сподiвання числа автомобiлiв в у випадковий спосiб
вибраної родини з такої популяцiї, за умови, що ми спостерiгаємо її розмiр?
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Розв’язання. За визначенням умовного сподiвання нас цiкавить

E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥] =
3∑︁

𝑦=0

𝑦 · P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 𝑦 | 𝑋 = 𝑥) .

Вiдповiдну умовну функцiю ймовiрности можна дiстати як вiдношення
спiльної функцiї ймовiрности до маржинальної:

P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 𝑦 | 𝑋 = 𝑥) =
P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

P𝑋 (𝑋 = 𝑥)
.

Оскiльки всi сiм’ї мають однакову ймовiрнiсть бути вибраними, спiльна
функцiя ймовiрности є 𝑡𝑥𝑦/250, де 𝑡𝑥𝑦 — це вiдповiдний елемент таблицi,
𝑥 = 1, . . . , 8, 𝑦 = 0, . . . , 3. Маржинальну функцiю ймовiрности P𝑋 (𝑋 = 𝑥)
можна дiстати, сумуючи всi 𝑌 для цього 𝑥 та дiлячи на 250. Наприклад,

P𝑋 (𝑋 = 1) =
10 + 12 + 1 + 0

250
≈ 0.092 .

Тодi, наприклад,

P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 0 | 𝑋 = 1) =
10/250

(10 + 12 + 1 + 0)/250
=

10

10 + 12 + 1 + 0
≈ 0.435 .

У схожий спосiб можна пiдрахувати й iншi значення. Вiдповiдну умовну
функцiю ймовiрности наведено в Табл. 14.2.4. Тодi, наприклад

E [𝑌 | 𝑋 = 1] = 0 · P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 0 | 𝑋 = 1) + 1 · P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 1 | 𝑋 = 1)

+ 2 · P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 2 | 𝑋 = 1) + 3 · P𝑌 |𝑋 (𝑌 = 3 | 𝑋 = 1)

≈ 0 · 0.435 + 1 · 0.522 + 2 · 0.043 + 3 · 0 ≈ 0.609 .

Рахуючи аналогiчнi вирази для iнших значень𝑋, дiстаємо, що 𝑍 ≡ E [𝑌 | 𝑋]
є випадковою величиною такою, що

𝑍(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.609 , 𝑥 = 1

1.057 , 𝑥 = 2

1.317 , 𝑥 = 3

1.442 , 𝑥 = 4

1.538 , 𝑥 = 5

1.533 , 𝑥 = 6

1.75 , 𝑥 = 7

2 , 𝑥 = 8

.



282 Умовнi розподiли

Табл. 14.2.4: Умовний розподiл 𝑌 | 𝑋 для Вправи 14.2.2

𝑋
1 2 3 4 5 6 7 8

𝑌

0 0.435 0.200 0.073 0.038 0.038 0.033 0 0
1 0.522 0.600 0.610 0.577 0.481 0.500 0.417 0.2
2 0.043 0.143 0.244 0.288 0.385 0.367 0.417 0.6
3 0 0.057 0.073 0.096 0.096 0.100 0.167 0.2

Вправа 14.2.3. Нехай протягом дня до поштового вiддiлку заходить 𝑁 ∼
Pois (𝜆) клiєнтiв. Клiєнт може виявитися чоловiком з iмовiрнiстю 𝑝. Нехай
𝑋 =«число чоловiкiв за день», 𝑌 =«число жiнок за день», 𝑋 + 𝑌 = 𝑁 .
Чому дорiвнює спiльна функцiя ймовiрности для (𝑋, 𝑌 )⊤? Чи є 𝑋 та 𝑌

незалежнi? Якi їхнi маржинальнi розподiли?

Розв’язання. Зафiксувавши число клiєнтiв, 𝑁 = 𝑛, кожного клiєнта доре-
чно розглядати як «випробування», яке може закiнчитися «успiхом» (чо-
ловiк) з iмовiрнiстю 𝑝, тобто 𝑋 | 𝑁 = 𝑛 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), 𝑌 | 𝑁 = 𝑛 ∼
Binom (𝑛, 1− 𝑝). Тодi за формулою повної ймовiрности (КЛ3.3.2):

P(𝑋,𝑌 )⊤ (𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗) =
∞∑︁
𝑛=0

P(𝑋,𝑌 )⊤|𝑁 (𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗 | 𝑁 = 𝑛)P𝑁 (𝑁 = 𝑛) .

Можна помiтити, що якщо 𝑛 ̸= 𝑖 + 𝑗, то вiдповiдна умовна ймовiрнiсть
дорiвнює 0, адже така подiя неможлива. Тому вираз суттєво спрощується:

P(𝑋,𝑌 )⊤ (𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗) = P(𝑋,𝑌 )⊤|𝑁 (𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗 | 𝑁 = 𝑖+ 𝑗)P𝑁 (𝑁 = 𝑖+ 𝑗) ,

до того ж подiї P𝑋|𝑁 (𝑋 = 𝑖 | 𝑁 = 𝑖+ 𝑗) i P𝑌 |𝑁 (𝑌 = 𝑗 | 𝑁 = 𝑖+ 𝑗) — це
одна й та сама подiя, а тому

P(𝑋,𝑌 )⊤|𝑁 (𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗 | 𝑁 = 𝑖+ 𝑗) = P𝑋|𝑁 (𝑋 = 𝑖 | 𝑁 = 𝑖+ 𝑗)

=

(︂
𝑖+ 𝑗

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑗 .

Отже,

P(𝑋,𝑌 )⊤ (𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗) =

(︂
𝑖+ 𝑗

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑗 · 𝑒

−𝜆𝜆𝑖+𝑗

(𝑖+ 𝑗)!

=
𝑒−𝜆𝑝(𝜆𝑝)𝑖

𝑖!
· 𝑒

−𝜆(1−𝑝)(𝜆(1− 𝑝))𝑗

𝑗!
.
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Отже спiльну функцiю ймовiрности можна подати як добуток двох фун-
кцiй, якi згiдно з (КЛ9.4.7) мають iнтерпретацiю маржинальних функцiй
iмовiрности. Тобто 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , i до того ж 𝑋 ∼ Pois (𝜆𝑝), 𝑌 ∼ Pois (𝜆(1− 𝑝)).
На перший погляд такий результат може здатися контрiнтуїтивним, адже

для деякого фiксованого 𝑁 = 𝑛 кiлькiсть чоловiкiв 𝑖 i жiнок 𝑗 повнiстю
залежать одна вiд одної: 𝑖 = 𝑛− 𝑗. Проте суть полягає в тому, що кiлькiсть
клiєнтiв 𝑁 не є фiксованою, i саме випадковiсть числа клiєнтiв уможлив-
лює незалежнiсть змiнних 𝑋 i 𝑌 .
Також iз цього прикладу можна зробити висновок, що сума двох незале-

жних величин iз розподiлами Пуассона з параметрами 𝜆1 i 𝜆2 є величиною з
розподiлом Пуассона з параметром 𝜆1+𝜆2, що ми вже вивчали ранiше.

Вправа 14.2.4. Нехай величини 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 мають спiльну щiльнiсть

𝑓𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑐𝑥1+𝑥2+𝑥3

1 (1− 𝑥1)
3−𝑥2−𝑥3

× 1 {0 < 𝑥1 < 1} · 1 {𝑥2 ∈ {0, 1}} · 1 {𝑥3 ∈ {0, 1}} .

Чому дорiвнює константа 𝑐? Чому дорiвнює маржинальна функцiя ймовiр-
ности для (𝑋2, 𝑋3)

⊤? Умовна щiльнiсть 𝑋1 за умови 𝑋2 = 1, 𝑋3 = 1?

Розв’язання. Для обчислення константи 𝑐 ми, як завжди, прирiвнюємо iн-
теграл спiльної щiльности до 1. Розподiл випадкового вектора абсолютно
неперервний вiдносно добутку мiри Лебега та двох лiчних мiр, а отже шу-
каний iнтеграл з допомогою теореми Фубiнi перетвориться у такий вираз:

1 =

�
[0;1]×{0,1}×{0,1}

𝑐𝑥1+𝑥2+𝑥3
1 (1− 𝑥1)

3−𝑥2−𝑥3

× 1 {0 < 𝑥1 < 1} · 1 {𝑥2, 𝑥3 ∈ {0, 1}} 𝜆(𝑑𝑥1)#(𝑑𝑥2)#(𝑑𝑥3)

=
∑︁

𝑥3∈{0,1}

∑︁
𝑥2∈{0,1}

� 1

0

𝑐𝑥1+𝑥2+𝑥3
1 (1− 𝑥1)

3−𝑥2−𝑥3 𝑑𝑥1 .

На перший вигляд може здатися, що це складний iнтеграл на кшталт
Бета-функцiї, проте потрiбно помiтити, що 𝑥2 та 𝑥3 набувають тiльки два
значення кожна. Зокрема, якщо 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0, ми маємо

� 1

0

𝑐𝑥1(1− 𝑥1)
3 𝑑𝑥1 =

� 1

0

𝑐𝑡3(1− 𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑐

4
− 𝑐

5
=

𝑐

20
.

Якщо 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 1 або 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0, ми маємо

� 1

0

𝑐𝑥21(1− 𝑥1)
2 𝑑𝑥1 =

� 1

0

𝑐
(︀
𝑥21 − 2𝑥31 + 𝑥41

)︀
=

𝑐

3
− 2𝑐

4
+

𝑐

5
=

𝑐

30
.



284 Умовнi розподiли

Нарештi, для випадку 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 ми маємо

� 1

0

𝑐𝑥31(1− 𝑥1) 𝑑𝑥1 =
𝑐

4
− 𝑐

5
=

𝑐

20
.

Сума всiх цих значень дорiвнює

1 =
𝑐

20
+

𝑐

30
+

𝑐

30
+

𝑐

20
,

звiдки 𝑐 = 6.
Щоб дiстати маржинальну функцiю ймовiрности (𝑋2, 𝑋3)

⊤, ми повиннi
пiдставити 𝑐 у вищевказанi результати обчислення вiдповiдних iнтегралiв:

𝑝𝑋2,𝑋3
(𝑥2, 𝑥3) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

6

20
, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0

6

30
, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 1

6

30
, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0

6

20
, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1

.

Умовну щiльнiсть можемо дiстати, подiливши спiльну щiльнiсть на мар-
жинальну функцiю ймовiрности. Для 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1 дiлити треба на 6/20:

𝑓𝑋1|𝑋2,𝑋3
(𝑥1 | 1, 1) =

6𝑥1+𝑥2+𝑥3
1 (1− 𝑥1)

3−𝑥2−𝑥3 · 1 {0 < 𝑥1 < 1}
6
20

= 20𝑥31(1− 𝑥1) · 1 {0 < 𝑥1 < 1} .

14.3 Умовнi щiльностi

Вправа 14.3.1. Виробничий процес складається з двох етапiв. Перший
етап триває 𝑌 одиниць часу, а загальний час на виконання всього процесу —
𝑋 одиниць. Нехай 𝑋 та 𝑌 мають спiльний розподiл зi щiльнiстю

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} .

Нехай ми знаємо, що перший етап зайняв 𝑌 = 4 одиниць часу. Чому тодi
дорiвнює ймовiрнiсть, що загальний час перевищить 9?

Розв’язання. Для обчислення потрiбно дiстати умовну щiльнiсть 𝑋 | 𝑌 :

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌 (𝑦)
.
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Але для цього спочатку потрiбно знати щiльнiсть маржинальну, яку можна
дiстати шляхом iнтегрування спiльної щiльности за змiнною 𝑥:

𝑓𝑌 (𝑦) =

� ∞

−∞
𝑒−𝑥·1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} 𝑑𝑥 =

� ∞

𝑦

𝑒−𝑥 𝑑𝑥·1 {0 ≤ 𝑦} = 𝑒−𝑦·1 {0 ≤ 𝑦} .

Отже

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑒−𝑥 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥}
𝑒−𝑦 · 1 {0 ≤ 𝑦}

=

{︃
𝑒𝑦−𝑥 · 1 {𝑦 ≤ 𝑥} , 𝑦 ≥ 0

𝜉(𝑦) , 𝑦 < 0
.

де, за Твердженням КЛ12.4.1, ми поклали, що там, де знаменник оберта-
ється в нуль (𝑦 < 0), щiльнiсть дорiвнює деякiй довiльнiй (i нiкому непо-
трiбнiй) щiльностi 𝜉. Оскiльки на практицi нiколи не може так бути, щоб
перша частина процесу закiнчилася за вiд’ємну кiлькiсть часу, це уточне-
ння має суто формально теоретичний сенс.
Звернiть увагу, що ми не можемо написати, як зазвичай, вiдповiдний

вираз через iндикатор, наприклад, як

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑒𝑦−𝑥 · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} ,

адже тодi склалося б враження, що для, скажiмо, 𝑦 = −1, умовна щiльнiсть
дорiвнює 0, тобто це була б зовсiм не щiльнiсть.
Отже шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P𝑋|𝑌 (𝑋 ≥ 9 | 𝑌 = 4) =

� ∞

9

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 4) 𝑑𝑥 =

� ∞

9

𝑒4−𝑥 · 1 {4 ≤ 𝑥} 𝑑𝑥

=

� ∞

9

𝑒4−𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒−5 ≈ 0.0067 .

Варто зазначити, що, як було сказано в Зауваженнi КЛ12.2.10, ми не об-
умовлюємо подiєю 𝑌 = 4, яка вочевидь має ймовiрнiсть 0. Ми обумовлюємо
цiлою 𝜎-алгеброю, яку породжує величина 𝑌 . Тому P𝑋|𝑌 (𝑋 ≥ 9 | 𝑌 = 4) —
це просто зручне позначення, за яким, у неформальному сенсi, стоїть гра-
ниця ймовiрностей P𝑋|𝑌 (𝑋 ≥ 9 | 𝑌 ∈ (4− ℎ𝑛; 4 + ℎ𝑛)), ℎ𝑛 ↓ 0.

Вправа 14.3.2. Нехай𝑋 — час, який потрiбно прождати в черзi до деякого
клерка. Звiсно, що швидше працює клерк, то менший буде час очiкування.
Нехай 𝑌 — швидкiсть роботи клерка. Тодi 𝑋 | 𝑌 матиме умовний розподiл,
який доречно моделювати як експоненцiйний: 𝑋 | 𝑌 = 𝑦 ∼ Exp (𝑦). Чому
дорiвнює спiльна щiльнiсть 𝑋 та 𝑌 , якщо 𝑌 ∼ Exp (1)?

Розв’язання. Умовна щiльнiсть — це вiдношення щiльностей спiльної й
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маржинальної, тому спiльна щiльнiсть є добуток умовної й маржинальної:

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) · 𝑓𝑌 (𝑦) .

З урахуванням виразiв для щiльностей експоненцiйного розподiлу маємо

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒−𝑥𝑦·1 {𝑥 > 0}·𝑒−𝑦·1 {𝑦 > 0} = 𝑦𝑒−𝑦(𝑥+1)·1 {𝑥 > 0}·1 {𝑦 > 0} .

Вправа 14.3.3. Нехай у випадковий спосiб обирають точку з одиничного
iнтервалу: 𝑋 ∼ U ((0; 1]). Нехай пiсля цього вибирають, також у випад-
ковий спосiб, точку 𝑌 iз iнтервалу (𝑥; 1], де 𝑥 — реалiзоване значення 𝑋.
Чому дорiвнює (маржинальна) щiльнiсть розподiлу 𝑌 ?

Розв’язання. За суттю задачi цiлком очевидно, що умовно 𝑌 має рiвно-
мiрний розподiл: 𝑌 | 𝑋 = 𝑥 ∼ U ((𝑥; 1]), тобто для 𝑥 ≥ 0

𝑓𝑌 |𝑋(𝑦 | 𝑥) = 1

1− 𝑥
· 1 {𝑥 < 𝑦 < 1} .

Маржинальну щiльнiсть 𝑌 можна дiстати як iнтеграл вiдповiдної спiль-
ної щiльности за змiнною 𝑥, яку в свою чергу можна дiстати добутком
умовної щiльности 𝑌 | 𝑋 та маржинальної щiльности 𝑋:

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌 |𝑋(𝑦 | 𝑥) · 𝑓𝑋(𝑥) =
1

1− 𝑥
· 1 {𝑥 < 𝑦 < 1} · 1 {0 < 𝑥 < 1} .

Отже

𝑓𝑌 (𝑦) =

� ∞

−∞

1

1− 𝑥
· 1 {𝑥 < 𝑦 < 1} · 1 {0 < 𝑥 < 1} 𝑑𝑥

= 1 {0 < 𝑦 < 1} ·
� 𝑦

0

1

1− 𝑥
𝑑𝑥

= 1 {0 < 𝑦 < 1} ·
(︂
− ln |1− 𝑥|

⃒⃒⃒⃒𝑦
0

)︂
= − ln(1− 𝑦) · 1 {0 < 𝑦 < 1} .

Вправа 14.3.4. Розгляньмо чергу в деякiй органiзацiї. Нехай у черзi до
одного клерка стоять 𝑛 клiєнтiв i нехай𝑋𝑖 =«час, потрiбний на опрацюван-
ня клiєнта 𝑖», 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Нехай 𝑋𝑖 | 𝑍 = 𝑧 ∼ Exp (𝑧) для деякої випадко-
вої швидкости опрацювання клiєнтiв 𝑍. Нехай 𝑍 ∼ Exp (2). Вважатимемо,
що 𝑋1 ⊥⊥ 𝑋2 | 𝑍, тобто час очiкування для одного клiєнта не залежить вiд
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часу очiкування iншого для деякого фiксованого 𝑧. Чому дорiвнює умов-
ний розподiл 𝑍 | 𝑋1, 𝑋2, тобто чому дорiвнює розподiл швидкости роботи
клерка, якщо ми побачили, як швидко вiн упорався з першими двома клi-
єнтами? Чому дорiвнює P𝑍|𝑋1,𝑋2

(𝑍 ≤ 1 | 𝑋1 = 1, 𝑋2 = 4)?

Розв’язання. За формулою Беєса маємо

𝑓𝑍|𝑋1,𝑋2
(𝑧 | 𝑥1, 𝑥2) =

𝑓𝑋1,𝑋2|𝑍(𝑥1, 𝑥2 | 𝑧)𝑓𝑍(𝑧)
𝑓𝑋1,𝑋2

(𝑥1, 𝑥2)
.

Через умовну незалежнiсть вiдразу маємо, для 𝑧 > 0:

𝑓𝑋1,𝑋2|𝑍(𝑥1, 𝑥2 | 𝑧) = 𝑓𝑋1|𝑍(𝑥1 | 𝑧)𝑓𝑋2|𝑍(𝑥2 | 𝑧)
= 𝑧2𝑒−𝑧(𝑥1+𝑥2) · 1 {𝑥1 > 0} · 1 {𝑥2 > 0} .

(Для 𝑧 ≤ 0 маємо деяку абсолютно довiльну щiльнiсть 𝜉, але ми на цьо-
му не акцентуємо уваги, оскiльки вона нiде не використовується, бо 𝑍 на
практицi не може бути нульова або вiд’ємна.)

Маржинальну щiльнiсть у знаменнику можна дiстати як iнтеграл вiдпо-
вiдної спiльної щiльности в чисельнику:

𝑓𝑋1,𝑋2
(𝑥1, 𝑥2) =

�
R
𝑓𝑋1,𝑋2|𝑍(𝑥1, 𝑥2 | 𝑧)𝑓𝑍(𝑧) 𝑑𝑧

= 1 {𝑥1 > 0} · 1 {𝑥2 > 0} ·
� ∞

0

2𝑧2𝑒−𝑧(2+𝑥1+𝑥2) 𝑑𝑧 .

Пiдiнтегральна функцiя вiдповiдає щiльностi Gamma (3, 2 + 𝑥1 + 𝑥2), проте
повнiстю така щiльнiсть повинна бути

1

Γ(3)
· (2 + 𝑥1 + 𝑥2)

3𝑧2𝑒−𝑧(2+𝑥1+𝑥2) .

Тому якщо ми помножимо пiдiнтегральну функцiю на вiдповiднi коефiцi-
єнти, її iнтеграл буде одиниця. Остаточно,

𝑓𝑋1,𝑋2
(𝑥1, 𝑥2) =

2Γ(3)

(2 + 𝑥1 + 𝑥2)3
· 1 {𝑥1 > 0} · 1 {𝑥2 > 0}

=
4

(2 + 𝑥1 + 𝑥2)3
· 1 {𝑥1 > 0} · 1 {𝑥2 > 0} .

Отже для 𝑥1 > 0 та 𝑥2 > 0 маємо (для iнших значень можна покласти
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якусь щiльнiсть 𝜉 i забути):

𝑓𝑍|𝑋1,𝑋2
(𝑧 | 𝑥1, 𝑥2) =

𝑧2𝑒−𝑧(𝑥1+𝑥2) · 1 {𝑥1 > 0} · 1 {𝑥2 > 0} · 2𝑒−2𝑧 · 1 {𝑧 > 0}
4

(2+𝑥1+𝑥2)3
· 1 {𝑥1 > 0} · 1 {𝑥2 > 0}

=
1

2
(2 + 𝑥1 + 𝑥2)

3𝑧2𝑒−𝑧(2+𝑥1+𝑥2) · 1 {𝑧 > 0} .

Шукану ймовiрнiсть тодi можна обчислити, наприклад, iнтегруванням:

P𝑍|𝑋1,𝑋2
(𝑍 ≤ 1 | 𝑋1 = 1, 𝑋2 = 4) =

� 1

0

1

2
(2 + 1 + 4)3𝑧2𝑒−𝑧(2+1+4) 𝑑𝑧

=
343

2

� 1

0

𝑧2𝑒−7𝑧 𝑑𝑧 ≈ 0.9704 .

Вправа 14.3.5. Нехай 𝑋 та 𝑌 мають спiльний рiвномiрний розподiл на
крузi 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1. Чому дорiвнює умовне сподiвання E [𝑋 | 𝑌 ]?

Розв’язання. Для пiдрахунку умовного сподiвання потрiбно мати умовну
щiльнiсть. Для рiвномiрного розподiлу спiльна щiльнiсть 𝑋 та 𝑌 має запис

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
· 1
{︀
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}︀
.

Маржинальна щiльнiсть 𝑌 для 𝑦2 ≤ 1 дорiвнює

𝑓𝑌 (𝑦) =

�
R
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 =

1

𝜋

�
R
1
{︀
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}︀
𝑑𝑥

=
1

𝜋

� √
1−𝑦2

−
√

1−𝑦2
𝑑𝑦 =

2

𝜋

√︀
1− 𝑦2 ,

а, вiдповiдно, для всiх 𝑦2 > 1 маємо 0.
Тодi умовна щiльнiсть 𝑋 | 𝑌 дорiвнює, для 𝑦2 ≤ 1:

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌 (𝑦)
=

1
𝜋 · 1

{︀
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}︀
2
𝜋

√︀
1− 𝑦2 · 1 {𝑦2 ≤ 1}

=
1
{︀
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}︀
2
√︀

1− 𝑦2
.

Отже умовне сподiвання дорiвнює iнтегралу вiд непарної функцiї:

E [𝑋 | 𝑌 ] =

� ∞

−∞
𝑥𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) 𝑑𝑥 =

� √
1−𝑦2

−
√

1−𝑦2

𝑥

2
√︀

1− 𝑦2
𝑑𝑥 = 0 .
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14.4 Умовнi сподiвання й медiана як

найлiпшi предиктори

Вправа 14.4.1. Нехай (стандартизованi) оцiнки студентiв iз математики
та iсторiї України позначено через 𝑋 та 𝑌 вiдповiдно. Спiльна щiльнiсть
розподiлу оцiнок для студентiв iз деякої популяцiї дорiвнює

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
2

5
(2𝑥+ 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} .

Чому дорiвнює найлiпший (у розумiннi мiнiмiзацiї середньоквадратичної
похибки) прогноз оцiнки з iсторiї України у випадковий спосiб вибраного
студента? Чому дорiвнює найлiпший (у розумiннi мiнiмiзацiї середньої аб-
солютної похибки) прогноз його оцiнки з математики?
Якщо ми спостерiгаємо його оцiнку з математики 𝑋 = 0.8, чому до-

рiвнює найлiпший (у розумiннi мiнiмiзацiї середньоквадратичної похибки)
прогноз його оцiнки з iсторiї України?
Якщо ми спостерiгаємо його оцiнку з iсторiї України 𝑌 = 1

3 , чому до-
рiвнює найлiпший (у розумiннi мiнiмiзацiї середньої абсолютної похибки)
прогноз його оцiнки з математики?

Розв’язання. Для вiдповiдей на питання потрiбно знати маржинальнi та
умовнi щiльностi. Спочатку обчислiмо вiдповiднi щiльностi маржинальнi:

𝑓𝑋(𝑥) =

� 1

0

2

5
(2𝑥+ 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑦 =

1

5
(4𝑥+ 3) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} ,

𝑓𝑌 (𝑦) =

� 1

0

2

5
(2𝑥+ 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} 𝑑𝑥 =

2

5
(1 + 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} .

Отже умовнi щiльностi дорiвнюють, для 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 та 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 вiдповiдно:

𝑓𝑌 |𝑋(𝑦 | 𝑥) =
2
5 (2𝑥+ 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1}

1
5(4𝑥+ 3) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1}

=
2(2𝑥+ 3𝑦)

4𝑥+ 3
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} ,

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) =
2
5 (2𝑥+ 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1}

2
5(1 + 3𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1}

=
2𝑥+ 3𝑦

1 + 3𝑦
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} .

Найлiпший (безумовний) прогноз значення величини 𝑌 в розумiннi мiнi-
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мiзацiї середньоквадратичної похибки є її (безумовне) сподiвання:

E [𝑌 ] =

� ∞

−∞
𝑦𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 =

� 1

0

𝑦 · 2
5
(1 + 3𝑦) 𝑑𝑦 =

2

5
·
(︂
1

2
+ 1

)︂
=

3

5
.

Найлiпший (безумовний) прогноз значення величини 𝑋 в розумiннi мiнi-
мiзацiї середньої абсолютної похибки є її (безумовна) медiана 𝑀𝑋 , тобто
число, що розв’язує рiвняння

� 𝑀𝑋

0

1

5
(4𝑥+ 3) 𝑑𝑥 =

1

2
,

тобто
1

5
(2𝑀 2

𝑋 + 3𝑀𝑋) =
1

2
,

звiдки

𝑀𝑋 =

√
29− 3

4
≈ 0.596 .

Найлiпший прогноз значення величини 𝑌 за умови 𝑋 = 0.8 в розумiннi
мiнiмiзацiї середньоквадратичної похибки є її умовне сподiвання:

E [𝑌 | 𝑋 = 0.8] =

� 1

0

𝑦·2(2 · 0.8 + 3𝑦)

4 · 0.8 + 3
𝑑𝑦 =

� 1

0

𝑦(1.6 + 3𝑦)

3.1
𝑑𝑦 =

18

31
≈ 0.581 .

Найлiпший прогноз значення величини 𝑋 за умови 𝑌 = 1
3 в розумiннi

мiнiмiзацiї середньої абсолютної похибки є її умовна медiана𝑀𝑋|𝑌= 1
3
, тобто

число, що розв’язує рiвняння

� 𝑀
𝑋|𝑌=1

3

0

2𝑥+ 3 · 1
3

1 + 3 · 1
3

𝑑𝑥 =
1

2
,

тобто � 𝑀
𝑋|𝑌=1

3

0

2𝑥+ 1

2
𝑑𝑥 =

1

2
,

звiдки

𝑀𝑋|𝑌= 1
3
=

√
5− 1

2
≈ 0.618 .

Вправа 14.4.2. Значення сигналу 𝑆 потрiбно передати з клiєнта на сервер.
Число 𝑅, що прийде на сервер, з урахуванням можливих похибок у мережi,
має розподiл 𝑅 | 𝑆 = 𝑠 ∼ 𝑁(𝑠, 1). Якщо апрiорний розподiл 𝑆 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2),
чому дорiвнює найлiпша (у розумiннi мiнiмiзацiї середньоквадратичної по-
хибки) оцiнка значення 𝑆, якщо на сервер надiйшло число 𝑅 = 𝑟?
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Розв’язання. Маємо справу з беєсiвським виведенням. Для початку зна-
йдiмо умовну щiльнiсть 𝑆 | 𝑅. Її можна знайти за формулою Беєса:

𝑓𝑆|𝑅(𝑠 | 𝑟) =
𝑓𝑅|𝑆(𝑟 | 𝑠)𝑓𝑆(𝑠)

𝑓𝑅(𝑟)
∝ 𝑒−

(𝑟−𝑠)2

2 · 𝑒−
(𝑠−𝜇)2

2𝜎2 ,

де ми вирiшили не обчислювати знаменник, який є просто мультиплiка-
тивною константою, яка не залежить вiд 𝑠, та взагалi вирiшили позбутися
всiх констант, якi не залежать вiд 𝑠.
Пiсля розкриття всiх дужок та групування доданкiв маємо

−(𝑟 − 𝑠)2

2
− (𝑠− 𝜇)2

2𝜎2
= 𝑠2

(︂
1

2𝜎2
+

1

2

)︂
− 𝑠

(︁ 𝜇

𝜎2
+ 𝑟
)︁
+

(︂
𝜇2

𝜎2
+

𝑟2

2

)︂
= 𝑠2

(︂
1

2𝜎2
+

1

2

)︂
− 𝑠

(︁ 𝜇

𝜎2
+ 𝑟
)︁
+ 𝐶1 ,

де ми знову позбулися частини виразу, яка не залежить вiд 𝑠, позначивши
її через 𝐶1. Видiливши повний квадрат, маємо

1 + 𝜎2

2𝜎2

(︂
𝑠− 𝜇+ 𝑟𝜎2

1 + 𝜎2

)︂2

+ 𝐶2 ,

де 𝐶2 — чергова константа, яка не залежить вiд 𝑠. Отже бачимо, що

𝑓𝑆|𝑅(𝑠 | 𝑟) ∝ 𝑒
−

(︃
𝑠−𝜇+𝑟𝜎2

1+𝜎2

)︃2

2( 𝜎2

1+𝜎2 ) ,

тобто 𝑆 | 𝑅 = 𝑟 ∼ 𝑁
(︁
𝜇+𝑟𝜎2

1+𝜎2 ,
𝜎2

1+𝜎2

)︁
. Отже ми бачимо, що якщо апрiорний

розподiл 𝑆 є нормальний, i умовний розподiл 𝑅 | 𝑆 також є нормальний,
то апостерiорний розподiл 𝑆 | 𝑅 також буде нормальний. Кажуть, що нор-
мальний розподiл є спряженим апрiорним розподiлом (conjugate prior)
для нормального ж розподiлу1.
Тодi найлiпшим (у розумiннi мiнiмiзацiї середньоквадратичної похибки)

предиктором значення 𝑆 | 𝑅 = 𝑟 буде умовне сподiвання, яке дорiвнює

E [𝑆 | 𝑅 = 𝑟] =
𝜇+ 𝑟𝜎2

1 + 𝜎2
=

1

1 + 𝜎2
𝜇+

𝜎2

1 + 𝜎2
𝑟 =

1
𝜎2

1 + 1
𝜎2

𝜇+
1

1 + 1
𝜎2

𝑟 .

Як можна бачити, це умовне сподiвання є зваженим середнiм апрiорного
сподiвання 𝜇 та отриманого значення 𝑟. Ваговими коефiцiєнтами є вирази,
пропорцiйнi до значень, обернених до вiдповiдних дисперсiй (тобто фа-

1Варто зазначити, що ми припустили, що дисперсiя розподiлу 𝑅 | 𝑆 вiдома i дорiвнює 1. Якби ця
дисперсiя також була невiдома, то виведення було б трiшки iншим, адже ми мали би оцiнювати
обидва невiдомi параметри: сподiвання 𝜇𝑅|𝑆 ≡ 𝑠 i дисперсiю 𝜎2

𝑅|𝑆 .
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ктично наскiльки концентрованим є розподiл): 1 є (умовною) дисперсiєю
отриманого сигналу, а 𝜎2 є апрiорною дисперсiєю сигналу.

14.5 Додатковi вправи

Вправа 14.5.1. Нехай маємо схему Бернуллi з 𝑛 випробувань та ймовiр-
нiстю успiху 𝑝. Покажiть, що за умови, що сталося 𝑘 успiхiв, усi можливi
впорядкованi результати випробувань рiвноймовiрнi.

Розв’язання. Розгляньмо деякий конкретний упорядкований результат (𝑥1,
𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), де 𝑥𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Умовна ймовiрнiсть такого резуль-
тату за умови 𝑋 = 𝑘, де 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), за теоремою Беєса дорiвнює

P𝑋1,...,𝑋𝑛|𝑋 (𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛 | 𝑋 = 𝑘)

=
P𝑋|𝑋1,...,𝑋𝑛

(𝑋 = 𝑘 | 𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛)P𝑋1,...,𝑋𝑛
(𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛)

P𝑋 (𝑋 = 𝑘)

=
1 · 𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

=
1(︀
𝑛
𝑘

)︀ .
Ця ймовiрнiсть не залежить вiд 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, тому всi такi впорядкованi ре-
зультати умовно рiвноймовiрнi.

Вправа 14.5.2. Гравець у баскетбол планує здiйснити 𝑁 = Pois (𝜆) кидкiв
у завтрашнiй грi. Нехай 𝑋𝑗 =«гравець влучив на 𝑗-ому кидку». Тодi 𝑋 =
𝑋1 + . . . + 𝑋𝑁 є загальним числом влучень у завтрашнiй грi (зокрема,
𝑋 = 0, якщо 𝑁 = 0).
Для моделювання невизначености стосовно успiшности кидка вважати-

мемо, що ймовiрнiсть влучення дорiвнює 𝑝 ∼ Beta (𝑎, 𝑏). Вважатимемо, що
успiшностi рiзних кидкiв (умовно) незалежнi для деякого фiксованого 𝑝, i
що 𝑁 не залежить вiд 𝑝, 𝑋1, 𝑋2 тощо.
Чому дорiвнює (умовний) розподiл 𝑋 для деяких фiксованих 𝑝 = 𝑝0 та

𝑁 = 𝑛? Чому дорiвнює (умовний) розподiл 𝑋 для деякого фiксованого
𝑝 = 𝑝0? Чому дорiвнює (умовний) розподiл 𝑋 для деякого фiксованого
𝑁 = 𝑛 для 𝑎 = 𝑏 = 1? Чому дорiвнює умовний розподiл 𝑝 для деяких
фiксованих 𝑋 = 𝑥 та 𝑁 = 𝑛?

Розв’язання. Якщо 𝑝 та 𝑁 фiксованi, то 𝑋 має бiномний розподiл 𝑋 | 𝑁 =
𝑛, 𝑝 = 𝑝0 ∼ Binom (𝑛, 𝑝0).
Якщо 𝑁 не є фiксоване, але 𝑝 фiксоване, то ми маємо ситуацiю, анало-

гiчну Вправi 14.2.3, а отже 𝑋 | 𝑝 = 𝑝0 ∼ Pois (𝜆𝑝0).
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Якщо𝑁 = 𝑛, 𝑝 не фiксоване, то за формулою повної ймовiрности (КЛ12.3.7)

P𝑋|𝑁 (𝑋 = 𝑘 | 𝑁 = 𝑛) =

� ∞

−∞
P𝑋|𝑁,𝑝 (𝑋 = 𝑘 | 𝑁 = 𝑛, 𝑝) · 𝑓𝑝(𝑝) 𝑑𝑝

=

� 1

0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑝𝑘(1− 𝑝𝑛−𝑘) 𝑑𝑝 =

1

𝑛+ 1
.

Нарештi, 𝑝 | 𝑋 = 𝑥,𝑁 = 𝑛 ∼ Beta (𝑎+ 𝑥, 𝑏+ 𝑛− 𝑥) через спряженiсть
бiномного та Бета-розподiлiв.

Вправа 14.5.3. Нехай 𝑋 та 𝑌 мають спiльну щiльнiсть

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
21

4
𝑥2𝑦 · 1

{︀
𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1

}︀
.

Чому дорiвнює умовна щiльнiсть 𝑌 | 𝑋 = 𝑥? Чому дорiвнює ймовiрнiсть,
що 𝑌 ≥ 0.75, якщо 𝑋 = 0.5?

Розв’язання. Для пiдрахунку умовної щiльности спочатку потрiбно мати
вираз для щiльности маржинальної:

𝑓𝑋(𝑥) =

� ∞

−∞
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

� ∞

−∞

21

4
𝑥2𝑦 · 1

{︀
𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1

}︀
𝑑𝑦

=
21

4
𝑥2 · 1

{︀
𝑥2 ≤ 1

}︀
·
� 1

𝑥2

𝑦 𝑑𝑦 =
21

8
𝑥2(1− 𝑥4) · 1

{︀
𝑥2 ≤ 1

}︀
.

Остаточно для 𝑥2 ≤ 1 маємо

𝑓𝑌 |𝑋(𝑦 | 𝑥) =
21
4 𝑥

2𝑦 · 1
{︀
𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1

}︀
21
8 𝑥

2(1− 𝑥4) · 1 {𝑥2 ≤ 1}
=

2𝑦

1− 𝑥4
· 1
{︀
𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1

}︀
.

(Для 𝑥2 > 1 формально маємо деяку довiльну щiльнiсть 𝜉(𝑦), яка нiде не
використовується.)
Шукану умовну ймовiрнiсть можна дiстати як iнтеграл умовної щiльно-

сти за вiдповiдною множиною:

P𝑌 |𝑋

(︂
𝑌 ≥ 3

4
| 𝑋 =

1

2

)︂
=

� 1

3
4

2𝑦

1−
(︀
1
2

)︀4 𝑑𝑦 =
1− 9/16

1− 1/16
=

7

15
.

Вправа 14.5.4. Нехай спiльна щiльнiсть розподiлу 𝑋 та 𝑌 дорiвнює

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} .
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Чому дорiвнюють E [𝑌 | 𝑋] та Var (𝑌 | 𝑋)? Якщо 𝑋 = 1
2 , чому дорiвнює

прогнозне значення 𝑌 , яке мiнiмiзує середньоквадратичну похибку? Яке
буде значення цiєї похибки?

Розв’язання. Для пiдрахунку умовного сподiвання потрiбно мати вираз
умовної щiльности. Вона дорiвнює вiдношенню спiльної та маржинальної
щiльностей. Маржинальна щiльнiсть дорiвнює

𝑓𝑋(𝑥) =

� 1

0

(𝑥+ 𝑦) · 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑦 =

(︂
𝑥+

1

2

)︂
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} .

Отже умовна щiльнiсть дорiвнює, для 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1},

𝑓𝑌 |𝑋(𝑦 | 𝑥) = 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
=

𝑥+ 𝑦
1
2 + 𝑥

· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1}

=
2(𝑥+ 𝑦)

2𝑥+ 1
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} · 1 {0 ≤ 𝑦 ≤ 1} .

Отже

E [𝑌 | 𝑋] =

� 1

0

𝑦 · 2(𝑥+ 𝑦)

2𝑥+ 1
1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑦 =

𝑥+ 2
3

2𝑥+ 1
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} ,

E
[︀
𝑌 2 | 𝑋

]︀
=

� 1

0

𝑦2 · 2(𝑥+ 𝑦)

2𝑥+ 1
1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} 𝑑𝑦 =

2
3𝑥+ 1

2

2𝑥+ 1
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} ,

Var (𝑌 | 𝑋) = E
[︀
𝑌 2 | 𝑋

]︀
− (E [𝑌 | 𝑋])2

=

(︃
4𝑥+ 3

6(2𝑥+ 1)
−
(︂

3𝑥+ 2

3(2𝑥+ 1)

)︂2
)︃

· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1}

=
1

36

(︂
3− 1

(2𝑥+ 1)2

)︂
· 1 {0 ≤ 𝑥 ≤ 1} .

Середньоквадратичну похибку для 𝑋 = 1
2 мiнiмiзує умовне сподiвання

E
[︂
𝑌 | 𝑋 =

1

2

]︂
=

1
2 +

2
3

2 · 1
2 + 1

=
7

12
,

i тодi середньоквадратична похибка дорiвнює

MSE(𝑌 | 𝑋) = E

[︃(︂
𝑌 − E

[︂
𝑌 | 𝑋 =

1

2

]︂)︂2
]︃
= Var

(︂
𝑌 | 𝑋 =

1

2

)︂

=
1

36

(︃
3− 1(︀

2 · 1
2 + 1

)︀2
)︃

=
11

144
.
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15 Умовнi сподiвання

15.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ12.
Розгляньмо деякий випадковий вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘) : (Ω,𝒜,P) →

R𝑘. Вiн буде вимiрний вiдносно деякої iншої 𝜎-алгебри 𝒜′ ⊂ 𝒜, якщо
{𝜔 : X(𝜔) ∈ 𝐻} ∈ 𝒜′ для всiх 𝐻 ∈ ℬ𝑘.

Визначення (КЛ12.2.8). Казатимемо, що 𝜎-алгебру 𝒜(X) породжує ве-
ктор X (𝜎-algebra is generated by X), якщо вона є найменшою 𝜎-алгеброю,
вiдносно якої вiн є вимiрний.
Аналогiчно, казатимемо, що 𝜎-алгебру 𝒜({X1, . . . ,X𝑛}) породжує мно-

жина випадкових векторiв, якщо вона є найменшою серед усiх, вiдносно
яких кожний iз них є вимiрний.

Тодi умовну ймовiрнiсть можна визначити так.

Визначення (КЛ12.2.9). Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜) i випадко-
ву величину 𝑋 : (Ω,𝒜) → R, яка породжує 𝜎-алгебру 𝒜(𝑋). Тодi умовною
ймовiрнiстю (подiї 𝐴) за умови 𝑋 (conditional probability given 𝑋) є ви-
падкова величина P (𝐴 | 𝒜(𝑋)) ≡ P (𝐴 | 𝑋).

Iншими словами, за умови 𝑋 ми, хоча й не знаємо конкретного 𝜔, зна-
ємо, яким множинам {𝜔′ : 𝑋(𝜔′) = 𝑥} воно належить, тобто ми фактично
знаємо значення 𝑋(𝜔). Тобто можна казати, що ми шукаємо ймовiрнiсть
деякої подiї за умови, що 𝑋 = 𝑥.
Аналогiчне визначення можна запропонувати для випадкового вектора

X ∈ R𝑘 i дiстати P (𝐴 | X).
Ключовим результатом вiдповiдної формальної побудови умовної ймо-

вiрности, обумовленої 𝜎-алгеброю, є уможливлення обчислення умовних
iмовiрностей деяких подiй за умови, що деяка випадкова величина набула
деякого значення 𝑋(𝜔). Оскiльки для неперервних випадкових величини
подiя P (𝑋 = 𝑥) = 0, використання (КЛ3.1.1) було б просто неможливим.
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Зауваження (КЛ12.2.10). Потрiбно розумiти, що коли ми, наприклад, хо-
чемо порахувати ймовiрнiсть, що деяка випадкова величина 𝑋, скажiмо,
менша 0, за умови, що iнша (неперервна) випадкова величина 𝑌 , скажiмо,
дорiвнює 1, ми не можемо обчислити це за визначенням умовної ймовiр-
ности, адже P𝑌 (𝑌 = 1) = 0. Проте, обумовлюючи цiлою 𝜎-алгеброю, яку
породжує 𝑌 , ми можемо обчислити цю ймовiрнiсть як границю ймовiрно-
стей P𝑋|𝑌 (𝑋 ≤ 0 | 𝑌 ∈ (1− ℎ𝑛; 1 + ℎ𝑛)), де ℎ𝑛 ↓ 0.
Тому до позначень на кшталт P𝑋|𝑌 (𝑋 ≤ 0 | 𝑌 = 1) потрiбно ставитися

акуратно, розумiючи, що насправдi за ними ховається.

Визначення (КЛ12.3.1). Нехай𝑋 : (Ω,𝒜,P) → R — iнтегровна випадкова
величина, а𝒜′ ⊆ 𝒜. Тодi iснує випадкова величина E [𝑋 | 𝒜′], яка має назву
умовного сподiвання 𝑋 за умови 𝒜′ (conditional expectation of 𝑋 given 𝒜′),
якщо:

(i) E [𝑋 | 𝒜′] вимiрна вiдносно 𝒜′ та iнтегровна;

(ii) її iнтеграл дорiвнює
�
𝐺

E [𝑋 | 𝒜′] 𝑑P =

�
𝐺

𝑋 𝑑P , 𝐺 ∈ 𝒜′ . (КЛ12.3.1)

Фактично справа стоїть iнтеграл випадкової величини 𝑋 за деякою мно-
жиною 𝐺, тобто неформально можна стверджувати, що це «сподiвання»
величини 𝑋, якщо звузити простiр до однiєї множини 𝐺.
Можна зазначити таке:

� E [𝑋 | {∅,Ω}] = E [𝑋] майже напевно;

� E [𝑋 | 𝒜] = 𝑋 майже напевно;

� якщо 𝑋 незалежна вiд 𝜎-алгебри 𝒜′, то E [𝑋 | 𝒜′] = E [𝑋] майже
напевно;

� умова (i) iз Визначення КЛ12.3.1 стверджує, що ми можемо пiдра-
хувати умовне сподiвання, навiть не знаючи 𝜔, а тiльки знаючи, для
кожної подiї 𝐺 ∈ 𝒜′, належить їй 𝜔 чи не належить.

Нехай подiї 𝐵1, 𝐵2, . . . утворюють не бiльш нiж злiченне розбиття Ω, яке
породжує 𝜎-алгебру 𝒜′. Оскiльки ми знаємо, якiй подiї 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . ., з
розбиття належить 𝜔, найлiпшим прогнозним значенням 𝑋 повинно бути
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середнє значення 𝑋 на вiдповiднiй 𝐵𝑖. Iншими словами, умовне сподiвання
E [𝑋 | 𝒜′] як функцiя вiд 𝜔 повинно бути сталим для 𝜔 ∈ 𝐵𝑖 i дорiвнювати

E [𝑋 | 𝒜′] =
1

P (𝐵𝑖)

�
𝐵𝑖

𝑋 𝑑P , 𝜔 ∈ 𝐵𝑖 , P (𝐵𝑖) > 0 . (КЛ12.3.2)

Якщо P (𝐵𝑖) = 0, то (стале) значення E [𝑋 | 𝒜′] може бути довiльне. У
зв’язку з цим потрiбно бути дуже обережним, обумовлюючи нульовою подi-
єю, адже результат вiдповiдних обчислень не має практичної iнтерпретацiї,
через що виникають рiзнi парадокси.
Кажучи трiшки неформально, ми показали, що умовне сподiвання «за

умови, що сталася подiя 𝐵», дорiвнює

E [𝑋 | 𝐵] =
1

P (𝐵)

�
𝐵

𝑋 𝑑P .

Iз розгляду сподiвання за умови подiй iз деякого розбиття безпосередньо
випливає дуже важливе правило обчислення безумовних сподiвань через
сподiвання умовнi.

Твердження (Закон повного сподiвання (Law of total expectation), КЛ12.3.4).
Якщо подiї 𝐵1, 𝐵2, . . . утворюють не бiльш нiж злiченне розбиття Ω, яке
породжує 𝜎-алгебру 𝒜′, то безумовне сподiвання випадкової величини 𝑋
дорiвнює

E [𝑋] =
∑︁
𝑖

E [𝑋 | 𝐵𝑖]P (𝐵𝑖) . (КЛ12.3.3)

Для iндикаторної функцiї 1𝐴(𝜔) справедливо E [1𝐴(𝜔) | 𝒜′] = P (𝐴 | 𝒜′)
майже напевно. Звiдси випливає, що закон повної ймовiрности iз Теоре-
ми КЛ3.3.2 є частковим випадком Твердження КЛ12.3.4.

Визначення (КЛ12.3.7). Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜) i випадко-
ву величину 𝑋 : (Ω,𝒜) → R, яка породжує 𝜎-алгебру 𝒜(𝑋). Тодi для ви-
падкової величини 𝑌 умовним сподiванням за умови 𝑋 (conditional expec-
tation given 𝑋) є випадкова величина E [𝑌 | 𝒜(𝑋)] ≡ E [𝑌 | 𝑋].

Використовуючи вiдповiднi визначення, а також властивостi iнтегралу,
можна довести такi очевиднi властивостi умовного сподiвання.

Теорема (КЛ12.3.9). Нехай випадковi величини 𝑋, 𝑌 i 𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .
iнтегровнi. Тодi

(i) якщо 𝑋 = 𝑎 майже напевно, то E [𝑋 | 𝒜′] = 𝑎 майже напевно;

(ii) для деяких 𝑎, 𝑏 ∈ R, E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 | 𝒜′] = 𝑎E [𝑋 | 𝒜′]+𝑏E [𝑌 | 𝒜′] майже
напевно;
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(iii) якщо𝑋 ≤ 𝑌 майже напевно, то E [𝑋 | 𝒜′] ≤ E [𝑌 | 𝒜′] майже напевно;

(iv) якщо lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 = 𝑋 майже напевно, |𝑋𝑛| < 𝑌 майже напевно, 𝑌 iнте-

гровна, тодi майже напевно lim
𝑛→∞

E [𝑋𝑛 | 𝒜′] = E [𝑋 | 𝒜′];

(v) якщо 𝜑 — опукла, то E [𝜑(𝑋) | 𝒜′] ≥ 𝜑(E [𝑋 | 𝒜′]) майже напевно.

Зауваження (КЛ12.3.10). Надзвичайно важливо пам’ятати, що лiнiйнiсть
застосовна тiльки для випадкових величин, сподiвання яких шукаємо, а не
для обумовлювальних величин. У загальному випадку E [𝑌 | 𝑋1 +𝑋2] ̸=
E [𝑌 | 𝑋1] + E [𝑌 | 𝑋2].

Твердження (КЛ12.3.11). Якщо 𝑋 вимiрна вiдносно 𝒜′, а величини 𝑌 i
𝑋𝑌 iнтегровнi, то

E [𝑋𝑌 | 𝒜′] = 𝑋E [𝑌 | 𝒜′] (КЛ12.3.4)

майже напевно. Звернiть увагу, що 𝑋 сама по собi не обов’язково повинна
бути iнтегровною.

Умовне сподiвання (як i звичайне сподiвання) можна розглядати як зва-
жене середнє. Iнтуїцiя пiдказує, що якщо спочатку взяти середнє вiдносно
𝒜2, а потiм — вiдносно меншої 𝒜1, то результат повинен бути той же, що
й усереднення вiдносно 𝒜1 з самого початку.

Теорема (КЛ12.3.14, Закон iтерованих сподiвань (Law of iterated expectati-
ons)). Якщо 𝑋 iнтегровна, а 𝒜1 i 𝒜2 — 𝜎-алгебри такi, що 𝒜1 ⊂ 𝒜2, то

E [E [𝑋 | 𝒜2] | 𝒜1] = E [𝑋 | 𝒜1] . (КЛ12.3.5)

Зокрема, якщо 𝒜1 = {∅,Ω}, а 𝒜2 = 𝒜, то

E [E [𝑋 | 𝒜2] | 𝒜1] = E [E [𝑋 | 𝒜]] = E [𝑋] . (КЛ12.3.6)

Оскiльки P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴) = E [1 {𝑋 ∈ 𝐴}], закон iтерованих сподiвань дає
пiдстави вивести формулу повної ймовiрности для неперервного випадку:

P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴) = E [1 {𝑋 ∈ 𝐴}] = E [E [1 {𝑋 ∈ 𝐴} | 𝑌 ]]

= E
[︀
P𝑋|𝑌 (𝑋 ∈ 𝐴 | 𝑌 )

]︀
=

� ∞

−∞
P𝑋|𝑌 (𝑋 ∈ 𝐴 | 𝑌 = 𝑦) · 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 .

(КЛ12.3.7)

Варто звернути увагу на умову iнтегровности 𝑋 для (КЛ12.3.6). Напри-
клад, для розподiлу Кошi E [𝑋] не iснує, хоча сподiвання E [𝑋 | 𝑋 > 0] та
E [𝑋 | 𝑋 < 0] iснують i дорiвнюють ∞ i −∞ вiдповiдно.
Для умовних дисперсiй справедлива така властивiсть.
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Теорема (Закон повної дисперсiї (Law of total variance), КЛ12.3.18). Нехай
𝑋 та 𝑍 — двi випадковi величини. Тодi дисперсiю Var (𝑋), якщо вона iснує,
можна розписати так:

Var (𝑋) = E [Var (𝑋 | 𝑍)] + Var (E [𝑋 | 𝑍]) . (КЛ12.3.11)

Приклад (КЛ12.4.3). Розгляньмо нормальний випадковий вектор X =
(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)

⊤ ∼ 𝑁(𝜇,Σ). Його особливiстю є не тiльки той факт, що будь-
яка пiдмножина його координат має багатовимiрний нормальний розподiл,
а й те, що умовнi розподiли одних координат за умови iнших також є нор-
мальними. Так, зокрема, нехай

X =

(︂
X1

X2

)︂
∼ 𝑁

(︂(︂
𝜇1

𝜇2

)︂
,

(︂
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)︂)︂
,

де X1 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
⊤, X2 = (𝑋𝑘+1, . . . , 𝑋𝑛)

⊤, 𝜇1 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑘)
⊤, 𝜇2 =

(𝜇𝑘+1, . . . , 𝜇𝑛)
⊤, а Σ𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 — це вiдповiднi блоки матрицi Σ.

Тодi простими, але тривалими алгебричними манiпуляцiями спiльної та
маржинальної щiльностей можна показати, що

X2 | X1 = x1 ∼ 𝑁
(︀
𝜇2 + Σ21Σ

−1
11 (x1 − 𝜇1),Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12

)︀
.

15.2 Обумовлення подiями з розбиття

Вправа 15.2.1. Нехай 𝑇 ∼ Exp (𝜆). Чому дорiвнює сподiване значення
𝑇 , якщо 𝑇 > 1? Наприклад, нас може цiкавити сподiваний час (у годинах)
очiкування настання подiї за умови, що ми вже ждемо бiльше 1 години.

Розв’язання. Маємо обумовлення однiєю з двох подiй, що утворюють роз-
биття Ω = {{𝜔 : 𝑇 (𝜔) > 1} , {𝜔 : 𝑇 (𝜔) ≤ 1}}, тому застосуймо (КЛ12.3.2):

E [𝑇 | 𝑇 > 1] =
1

P𝑇 (𝑇 > 1)

�
𝑇>1

𝑡𝑓𝑇 (𝑡) 𝑑𝑡

=
1�∞

1 𝜆𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡
·
� ∞

1

𝑡𝜆𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡

= 𝑒𝜆
(︂
−𝑡𝑒−𝜆𝑡

⃒⃒⃒⃒∞
1

+

� ∞

1

𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡

)︂
= 𝑒𝜆

(︂
𝑒−𝜆 +

1

𝜆
𝑒−𝜆

)︂
= 1 +

1

𝜆
= 1 + E [𝑇 ] .
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Вiдповiдний результат не повинен бути неочiкуваним, адже ми знаємо,
що експоненцiйний розподiл не має пам’яти, тому сподiвання залишатиме-
ться однаковим для будь-якої множини 𝑇 > 𝑎, 𝑎 > 0.

Приклад 15.2.2. Нехай нам на вибiр пропонують два iдентичнi конверти,
у кожному з яких мiститься деяка додатна сума грошей, але в одному сума
вдвiчi бiльша. Який конверт вибрати — перший або другий?
Позначмо суми грошей в обох конвертах через 𝑋 та 𝑌 . Згiдно з мiрку-

ваннями симетрiї, E [𝑋] = E [𝑌 ], i жодної рiзницi мiж конвертами немає
й бути не може. Проте можна розглянути такi мiркування. Нехай 𝑋 = 𝑥.
Тодi в другому конвертi може бути або 𝑌 = 2𝑥, або 𝑌 = 0.5𝑥. Сподiванням
𝑌 у цьому випадку, згiдно з законом повного сподiвання (КЛ12.3.3), буде

E [𝑌 ] = E [𝑌 | 𝑌 = 2𝑋] · 1
2
+ E

[︂
𝑌 | 𝑌 =

𝑋

2

]︂
· 1
2
.

Звiдси випливає доволi дивний результат:

E [𝑌 ] =
1

2

(︂
E [2𝑋] + E

[︂
𝑋

2

]︂)︂
=

5

4
E [𝑋] ,

який повнiстю суперечить мiркуванням про симетрiю!
Насправдi перехiд вiд виразу E [𝑌 | 𝑌 = 2𝑋] до виразу E [2𝑋] є невмоти-

вованим, адже 𝑌 не є незалежною вiд𝑋. Насправдi умова 𝑌 = 2𝑋 означає,
що𝑋 обов’язково дорiвнює меншiй iз двох сум, i за цiєї умови E [𝑌 ] повинно
дорiвнювати бiльшiй iз двох сум. Конкретнiше, позначмо менше значення
з двох конвертiв через 𝑎. Тодi в iншому конвертi повинно бути 2𝑎. Тодi
E [𝑌 | 𝑌 = 2𝑋] = 2𝑎 i аналогiчно E

[︀
𝑌 | 𝑌 = 𝑋

2

]︀
= 𝑎, звiдки E [𝑌 ] = 3

2𝑎.
Альтернативне пояснення таке: значення𝑋 та 𝑌 повиннi реалiзовуватися

одночасно, тобто (𝑋, 𝑌 )⊤ як вектор має спiльну функцiю ймовiрности

P𝑋,𝑌 (𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2
, 𝑥 = 𝑎 , 𝑦 = 2𝑎

1

2
, 𝑥 = 2𝑎 , 𝑦 = 𝑎

.

Тодi, вочевидь, маємо

E [𝑋] =
𝑎

2
+

2𝑎

2
=

3𝑎

2
,

а для 𝑌 можна порахувати сподiвання через закон повного сподiвання так:

E [𝑌 ] = E [𝑌 | 𝑋 = 𝑎]P𝑋 (𝑋 = 𝑎) + E [𝑌 | 𝑋 = 2𝑎]P𝑋 (𝑋 = 2𝑎)

=
1

2
(2𝑎+ 𝑎) =

3𝑎

2
,
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тобто сподiвання дорiвнюють одне одному, i жодного парадоксу не виникає.

Вправа 15.2.3. Нехай нам пропонують зiграти в гру, у якiй потенцiйно
можна виграти грошовий приз, розмiр якого (у тисячах гривень) невiдо-
мий i є випадковою величиною 𝑉 ∼ U ((0; 1]). За правилами гри, спочатку
потрiбно зробити ставку 𝑏 (у тисячах гривень). Якщо 𝑏 < 2𝑉

3 , то ставку
вiдхиляють, i ми нiчого не виграємо, але й не програємо. Натомiсть якщо
𝑏 ≥ 2𝑉

3 , то ми одержуємо виграш 𝑉 − 𝑏. Яким повинна бути оптимальна
ставка з погляду максимiзацiї сподiваного виграшу?

Розв’язання. Для обчислення сподiваного виграшу E [𝑊 ] застосуймо закон
повного сподiвання:

E [𝑊 ] = E
[︂
𝑊 | 𝑏 ≥ 2𝑉

3

]︂
P𝑉

(︂
𝑏 ≥ 2𝑉

3

)︂
+ E

[︂
𝑊 | 𝑏 < 2𝑉

3

]︂
P𝑉

(︂
𝑏 <

2𝑉

3

)︂
= E

[︂
𝑉 − 𝑏 | 𝑏 ≥ 2𝑉

3

]︂
P𝑉

(︂
𝑏 ≥ 2𝑉

3

)︂
+ 0

=

(︂
E
[︂
𝑉 | 𝑉 ≤ 3𝑏

2

]︂
− 𝑏

)︂
P𝑉

(︂
𝑉 ≤ 3𝑏

2

)︂
.

Якщо 𝑏 ≥ 2
3 , то подiя 𝑉 ≤ 3𝑏

2 має ймовiрнiсть 1. Тодi маємо

E [𝑊 ] = E [𝑉 | 𝑉 ≤ 1]− 𝑏 =
1

2
− 𝑏 < 0 .

Якщо ж 𝑏 < 2
3 , то 𝑉 | 𝑉 ≤ 3𝑏

2 ∼ U

(︂(︂
0;

3𝑏

2

]︂)︂
. Тому для цього випадку

E [𝑊 ] =

(︂
3𝑏

4
− 𝑏

)︂
· 3𝑏
2

= −3𝑏2

8
< 0 .

Отже 𝑏 = 0 є оптимальною ставкою в будь-якому випадку (iнакше сподi-
ваний виграш вiд’ємний), тобто вiд такої гри лiпше утриматися.
Ця задача iлюструє так зване прокляття переможця (winner’s curse),

згiдно з яким переможець в аукцiонi з неповною iнформацiєю дiстає менше
вигоди, нiж сподiвалося. Це пов’язано з тим, що в багатьох випадках сподi-
вана вартiсть виграного товару за умови виграшу є нижчою вiд безумовної
сподiваної вартости. Як у нашому прикладi, E [𝑉 ] = 0.5, проте сподiвана
вартiсть за умови 𝑉 ≤ 3𝑏

2 виявилася 3𝑏
4 < 0.5 для 𝑏 < 2

3 .
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Вправа 15.2.4. Мандрiвник перебуває в печерi, iз якої є три виходи. Пер-
ший вихiд веде в тунель, яким можна вибратися на поверхню за 3 години.
Другий вихiд веде в тунель, яким можна повернутися в цю ж печеру за 5
годин. Третiй вихiд веде в тунель, яким також можна повернутися в цю ж
печеру, але вже за 7 годин.
Якщо мандрiвник постiйно вибиратиме один iз трьох виходiв навмання,

за який сподiваний час вiн вибереться на поверхню?

Розв’язання. Позначмо через 𝑋 час (у годинах) до виходу на поверхню.
Якщо мандрiвник вибере перший вихiд, то E [𝑋 | вихiд 1] = 3. Якщо ж вiн
вибере iнший вихiд, то сподiваний час буде дорiвнювати сумi гарантованого
часу блукання в тунелi та початкового сподiвання. Конкретнiше,

E [𝑋 | вихiд 2] = 5 + E [𝑋] ,

E [𝑋 | вихiд 3] = 7 + E [𝑋] ,

адже мандрiвник повертається в печеру, i все починається спочатку.
Тодi за законом повного сподiвання маємо

E [𝑋] =
1

3
E [𝑋 | вихiд 1] + 1

3
E [𝑋 | вихiд 2] + 1

3
E [𝑋 | вихiд 3]

=
1

3
(3 + (5 + E [𝑋]) + (7 + E [𝑋])) .

Звiдси E [𝑋] = 15.

Вправа 15.2.5. Нехай пiдкидають правильну монетку. Позначмо випад
герба через 1, а числа — через 0. Чому дорiвнює сподiване число пiдкидань
до першої появи шаблону 10? До першої появи шаблону 11?

Розв’язання. Позначмо 𝑊10 =«число пiдкидань до першої появи шаблону
10». Можна помiтити, що для появи шаблону 10 повинна мати мiсце послi-
довнiсть спочатку з 𝑊0 нулiв, а потiм — iз 𝑊1 одиниць. Iншого варiанту
бути не може. Обидвi цi величини мають розподiл FS(0.5), адже вони вiд-
повiдають кiлькостi невдач включно з першим успiхом кожна (тiльки для
𝑊0 невдачею є 0, а для 𝑊1 невдачею є 1). Тодi маємо

E [𝑊10] = E [𝑊0] + E [𝑊1] = 2 + 2 = 4 .

Аналiз величини 𝑊11 =«число пiдкидань до першої появи шаблону 11»
трiшки складнiший. Очевидно, що перед першою 11 будуть стояти нулi.
Проте серед цих нулiв можуть мати мiсце одиницi. Адже якщо з’явиться
одиниця, а вiдразу за нею — нуль, то вiдлiк доводиться починати спочатку.
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Це спостереження можна використати для обчислення шуканого E [𝑊11],
здiйснивши обумовлення тим фактом, що перший випад була одиниця:

E [𝑊11] =
1

2
E [𝑊11 | перша була 1] +

1

2
E [𝑊11 | перший був 0] .

У цьому випадку

E [𝑊11 | перший був 0] = 1 + E [𝑊11]

з урахуванням незалежности пiдкидань: ми починаємо вiдлiк спочатку.
Що стосується E [𝑊11 | перша була 1], то можна продовжувати обумов-

лення результатом другого пiдкидання:

E [𝑊11 | перша була 1] =
1

2
E [𝑊11 | перша й друга були 1]

+
1

2
E [𝑊11 | перша була 1, а другий — 0] .

Як i вище, E [𝑊11 | перша була 1, а другий — 0] = 2 +E [𝑊11], оскiльки ми
починаємо вiдлiк спочатку. Але E [𝑊11 | перша й друга були 1] = 2, адже
на цьому наш пiдрахунок завершується: шаблон 11 знайдено.
Остаточно

E [𝑊11] =

(︂
2 · 1

2
+ (2 + E [𝑊11]) ·

1

2

)︂
+ (1 + E [𝑊11]) ·

1

2
.

Розв’язком цього рiвняння є E [𝑊11] = 6.
Рiзниця в значеннi двох сподiвань тiльки на перший погляд може здати-

ся дивною. Насправдi жодної симетрiї мiж шаблонами 10 i 11 немає, адже
ждати шаблона 11 потрiбно в певному сенсi довше, як було помiтно з ви-
щевикладеного аналiзу: шаблон 10 «утворити» легше вiд шаблона 11.

15.3 Обумовлення випадковими

величинами

Приклад 15.3.1. Нехай нам послiдовно пропонують деякi об’єкти з на-
бору в 𝑛 штук, якi становлять для нас рiзну цiннiсть. По ознайомленню з
черговим об’єктом ми повиннi вирiшити, забрати його чи продовжити пе-
регляд. Якщо ми вiдмовляємося вiд об’єкта, ми його втрачаємо назавжди.
Єдине, що ми можемо сказати про черговий об’єкт — чи лiпший вiн вiд
усiх попереднiх, чи нi. Наша задача полягає в максимiзацiї ймовiрности дi-
стати найлiпший об’єкт iз-помiж 𝑛 наявних. Вважатимемо, що всi можливi
перестановки об’єктiв є рiвноймовiрнi, а серед об’єктiв немає рiвноцiнних.
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Ця задача належить до класу навчання з пiдкрiпленням (reinforcement
learning). Популярним пiдходом до розв’язання задач такого класу є поєд-
нання етапiв розвiдки (exploration), коли ми перебираємо рiзнi варiанти в
пошуках найлiпшого, та експлуатацiї (exploitation), коли ми максимально
використовуємо розвiдану iнформацiю замiсть пошуку нової.
Розгляньмо значення 0 ≤ 𝑘 < 𝑛 таке, що ми перебираємо 𝑘 об’єктiв, пiсля

чого обираємо перший об’єкт, лiпший вiд цих 𝑘. Наприклад, якщо 𝑘 = 3, то
ми спочатку переглядаємо першi 3 об’єкти, а потiм вибираємо той об’єкт,
який першим виявиться лiпшим за першi 3. Це може бути, наприклад,
об’єкт номер 6, якщо об’єкти 4 i 5 були гiршi вiд перших 3. Звiсно, може
таке статися, що серед перших трьох об’єктiв був найлiпшим з усiх 𝑛. Тодi
нам доведеться змиритися з тим об’єктом, який буде останнiй.
Розгляньмо ймовiрнiсть P𝑘 (𝐴) дiстати найлiпший об’єкт iз-помiж 𝑛 за

такої стратегiї. Виконаймо обумовлення подiями 𝑋 = 𝑖, де 𝑋 =«номер
найлiпшого об’єкта», 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi за формулою повної ймовiрности

P𝑘 (𝐴) =
𝑛∑︁

𝑖=1

P𝑘 (𝐴 | 𝑋 = 𝑖)P𝑋 (𝑋 = 𝑖) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

P𝑘 (𝐴 | 𝑋 = 𝑖) .

Як зазначалося вище, якщо найлiпший об’єкт був серед перших 𝑘, то ми
його втратили назавжди: P𝑘 (𝐴 | 𝑋 = 𝑖) = 0 для 𝑖 ≤ 𝑘.
Якщо ж 𝑖 > 𝑘, то ймовiрнiсть дiстати найлiпший об’єкт на позицiї 𝑖 дорiв-

нює ймовiрностi того, що до позицiї 𝑖−1 включно не буде жодного об’єкта,
лiпшого вiд перших 𝑘. За умови, що 𝑋 = 𝑖, усi перестановки об’єктiв у ре-
штi позицiй залишаються рiвноймовiрнi, i найлiпший об’єкт серед перших
𝑘 може опинитися на будь-якiй позицiї. Отже

P𝑘 (𝐴 | 𝑋 = 𝑖) =
𝑘

𝑖− 1
.

Тодi

P𝑘 (𝐴) =
𝑘

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

1

𝑖− 1
.

Максимiзувати вираз можна чисельно, але наближення можна дiстати з

𝑘

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

1

𝑖− 1
≈ 𝑘

𝑛

� 𝑛

𝑘+1

𝑑𝑥

𝑥− 1
=

𝑘

𝑛
ln

𝑛− 1

𝑘
≈ 𝑘

𝑛
ln

𝑛

𝑘
.

Для функцiї 𝑔(𝑥) = 𝑥
𝑛 ln

𝑛
𝑥 умовою першого порядку є

1

𝑛
ln

𝑛

𝑥
− 𝑥

𝑛
· 𝑥
𝑛
· 𝑛

𝑥2
= 0 ,

i точка максимуму 𝑥 = 𝑛
𝑒 . Що це точка максимуму, перевiрте самостiйно.
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Отже найлiпша стратегiя полягає в переглядi перших 𝑛
𝑒 об’єктiв та виборi

першого об’єкта, що буде лiпший вiд перших 𝑛
𝑒 . Понад те, iмовiрнiсть дiста-

ти найлiпший об’єкт у цьому випадку є приблизно 𝑔
(︀
𝑛
𝑒

)︀
= 1

𝑒 ≈ 0.368.

Вправа 15.3.2. Нехай 𝑋1 i 𝑋2 мають спiльний двовимiрний нормальний
розподiл такий, що E [𝑋1] = 0. Чому дорiвнює E

[︀
𝑋1𝑋

2
2

]︀
?

Розв’язання. За законом iтерованих сподiвань,

E
[︀
𝑋1𝑋

2
2

]︀
= E

[︀
E
[︀
𝑋1𝑋

2
2 | 𝑋1

]︀]︀
= E

[︀
𝑋1E

[︀
𝑋2

2 | 𝑋1

]︀]︀
.

Iз визначення умовної дисперсiї випливає, що

E
[︀
𝑋2

2 | 𝑋1

]︀
= Var (𝑋2 | 𝑋1) + (E [𝑋2 | 𝑋1])

2 .

За Прикладом КЛ12.4.3, якщо (X⊤
1 ,X

⊤
2 )

⊤ багатовимiрний нормальний,

X2 | X1 = x1 ∼ 𝑁
(︀
𝜇2 + Σ21Σ

−1
11 (x1 − 𝜇1),Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12

)︀
.

У нашому випадку з урахуванням 𝜇1 = 0 маємо

𝑋2 | 𝑋1 = 𝑥1 ∼ 𝑁

(︂
𝜇2 +

𝜎12
𝜎2
1

𝑥1 , 𝜎2
2 −

𝜎2
12

𝜎2
1

)︂
.

Помiтивши, що коефiцiєнт кореляцiї є 𝜌 = 𝜎12

𝜎1𝜎2
, спростiмо цей вираз:

𝑋2 | 𝑋1 = 𝑥1 ∼ 𝑁

(︂
𝜇2 + 𝜌

𝜎2
𝜎1

𝑥1 , (1− 𝜌2)𝜎2
2

)︂
.

Отже

E
[︀
𝑋2

2 | 𝑋1

]︀
= (1− 𝜌2)𝜎2

2 +

(︂
𝜇2 + 𝜌

𝜎2
𝜎1

𝑋1

)︂2

.

Остаточно

E
[︀
𝑋1E

[︀
𝑋2

2 | 𝑋1

]︀]︀
= (1− 𝜌2)𝜎2

2E [𝑋1] + 𝜇2
2E [𝑋1] + 2𝜌𝜇2

𝜎2
𝜎1

E
[︀
𝑋2

1

]︀
+

(︂
𝜌
𝜎2
𝜎1

)︂2

E
[︀
𝑋3

1

]︀
.

Оскiльки 𝑋1 ∼ 𝑁(0, 𝜎2
1), вiдразу маємо, що E

[︀
𝑋2

1

]︀
= Var (𝑋1) = 𝜎2

1, а
E
[︀
𝑋3

1

]︀
= 0 за симетрiєю. Остаточно E

[︀
𝑋1𝑋

2
2

]︀
= 2𝜌𝜇2𝜎1𝜎2.
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Вправа 15.3.3. Оцiнки студентiв за тест 𝑋 та екзамен 𝑌 мають двовимiр-
ний нормальний розподiл з 𝜇𝑋 = 65, 𝜇𝑌 = 60, 𝜎𝑋 = 18, 𝜎𝑌 = 20, 𝜌 = 0.75.
Чому дорiвнює сподiвана (середня) оцiнка за екзамен для студентiв, чия

оцiнка за МКР вища вiд середньої? Лежить мiж 60 i 80?

Розв’язання. В обох випадках нас цiкавить E [𝑌 | 𝑋 ∈ (𝑎; 𝑏)]. Виведiмо вiд-
повiдну формулу, перейшовши до стандартних нормальних величин:(︂

𝑍
𝑊

)︂
=

(︂ 1
𝜎𝑋

0

0 1
𝜎𝑌

)︂
·
(︂(︂

𝑋
𝑌

)︂
−
(︂
𝜇𝑋

𝜇𝑌

)︂)︂
.

Новоутворений вектор буде нормальний як лiнiйна комбiнацiя нормальних
величин. Можна обчислити його характеристики:

E [𝑍] = E
[︂
𝑋 − 𝜇𝑋

𝜎𝑋

]︂
= 0 , Var (𝑍) = Var

(︂
𝑋 − 𝜇𝑋

𝜎𝑋

)︂
= 1 ,

E [𝑊 ] = E
[︂
𝑌 − 𝜇𝑌

𝜎𝑌

]︂
= 0 , Var (𝑊 ) = Var

(︂
𝑌 − 𝜇𝑌

𝜎𝑌

)︂
= 1 ,

Cov (𝑍,𝑊 ) = E
[︂
𝑋 − 𝜇𝑋

𝜎𝑋
· 𝑌 − 𝜇𝑌

𝜎𝑌

]︂
=

1

𝜎𝑋𝜎𝑌
Cov (𝑋, 𝑌 ) = 𝜌 .

Тобто маємо вектор стандартних нормальних величин з коварiацiєю 𝜌.
Тодi з попередньої вправи ми знаємо, що𝑊 | 𝑍 = 𝑧 ∼ 𝑁

(︀
𝜌𝑧,
(︀
1− 𝜌2

)︀)︀
, а

тому E [𝑊 | 𝑍] = 𝜌𝑍. Нас цiкавить E [𝑊 | 𝑍 ∈ (𝑎; 𝑏)]. Оскiльки ми можемо
утворити розбиття всього простору на ненульовi подiї 𝑍 ≤ 𝑎, 𝑍 ∈ (𝑎; 𝑏) та
𝑍 ≥ 𝑏, застосовний вираз сподiвання за умови деякої подiї:

E [𝑊 | 𝑍 ∈ (𝑎; 𝑏)] =
1

P𝑍 (𝑍 ∈ (𝑎; 𝑏))

�
𝑧∈(𝑎;𝑏)

𝑤𝑓𝑍,𝑊 (𝑧, 𝑤) 𝑑𝑤𝑑𝑧

=
1

Φ(𝑏)− Φ(𝑎)

� 𝑏

𝑎

� ∞

−∞
𝑤𝑓𝑊 |𝑍(𝑤, 𝑧)𝑓𝑍(𝑧)𝑑𝑤𝑑𝑧

=
1

Φ(𝑏)− Φ(𝑎)

� 𝑏

𝑎

� ∞

−∞

𝑤√︀
2𝜋 (1− 𝜌2)

𝑒
− (𝑤−𝜌𝑧)2

2(1−𝜌2) · 𝑒
− 𝑧2

2

√
2𝜋

𝑑𝑤𝑑𝑧 .

Iнтеграл � ∞

−∞

𝑤√︀
2𝜋 (1− 𝜌2)

𝑒
− (𝑤−𝜌𝑧)2

2(1−𝜌2) 𝑑𝑤 = 𝜌𝑧 ,

оскiльки це просто сподiвання випадкової величини 𝑊 | 𝑍, яке ми встано-
вили, що дорiвнює 𝜌𝑧. Тодi остаточно маємо

E [𝑊 | 𝑍 ∈ (𝑎; 𝑏)] =
𝜌

Φ(𝑏)− Φ(𝑎)

� 𝑏

𝑎

𝑧
1√
2𝜋

𝑒−
𝑧2

2 𝑑𝑧
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=
𝜌√

2𝜋(Φ(𝑏)− Φ(𝑎))

(︁
𝑒−

1
2𝑎

2 − 𝑒−
1
2𝑏

2
)︁

.

У нашiй задачi 𝑊 | 𝑍 ∼ 𝑁
(︀
0.75𝑧, 1− 0.752

)︀
. Для питання про сподiван-

ня 𝑊 серед усiх студентiв, для яких оцiнка за МКР вище середньої, тобто
для яких 𝑍 > 0, маємо

E [𝑊 | 𝑍 > 0] = E [𝑊 | 𝑍 ∈ (0;∞)] =
0.75√

2𝜋(Φ(∞)− Φ(0))

(︀
𝑒0 − 𝑒−∞)︀

=
1.5√
2𝜋

≈ 0.6 .

Перейдiмо в початковi одиницi вимiру:

E [𝑌 | 𝑋 > 65] = 60 + 20 · 0.6 = 72 .

Аналогiчно для другого питання маємо

E [𝑌 | 𝑋 ∈ (60; 80)] = E
[︂
𝑊 | 𝑍 ∈

(︂
60− 65

18
;
80− 65

18

)︂]︂
≈ E [𝑊 | 𝑍 ∈ (−0.27; 0.83)]

=
0.75√

2𝜋(Φ(0.83)− Φ(−0.27))

(︂
𝑒−

(−0.27)2

2 − 𝑒−
(0.83)2

2

)︂
≈ 0.19 .

Перейдiмо в початковi одиницi вимiру:

E [𝑌 | 𝑋 ∈ (60; 80)] = 60 + 20 · 0.19 = 63.8 .

Вправа 15.3.4. Нехай станом на момент часу 𝑡 число 𝑁(𝑡) пасажирiв, що
прибули на станцiю метро для руху в конкретному напрямку, має розпо-
дiл Пуассона Pois (𝜆𝑡). Перший потяг прибуває на станцiю, незалежно вiд
пасажирiв, у рiвномiрно розподiлений на (0; 𝑠] момент часу 𝑌 . Чому дорiв-
нюють сподiвання та дисперсiя числа пасажирiв, якi зайдуть у потяг?

Розв’язання. За умови 𝑌 = 𝑡 випадкова величина𝑁(𝑌 ) | 𝑌 = 𝑡 ∼ Pois (𝜆𝑡).
Нас цiкавить E [𝑁(𝑌 )], яке обчислiмо за законом iтерованих сподiвань:

E [𝑁(𝑌 )] = E [E [𝑁(𝑌 ) | 𝑌 ]] = E [𝜆𝑌 ] = 𝜆E [𝑌 ] =
𝜆𝑠

2
.

Для обчислення дисперсiї застосуймо закон повної дисперсiї:

Var (𝑁(𝑌 )) = E [Var (𝑁(𝑌 ) | 𝑌 )] + Var (E [𝑁(𝑌 ) | 𝑌 ]) .
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Умовна дисперсiя для розподiлу Пуассона є Var (𝑁(𝑌 ) | 𝑌 ) = 𝜆𝑌 , тому

Var (𝑁(𝑌 )) = E [𝜆𝑌 ] + Var (𝜆𝑌 ) = 𝜆
𝑠

2
+ 𝜆2 𝑠

2

12
.

Вправа 15.3.5. Нехай 𝑈1, 𝑈2, . . . — послiдовнiсть незалежних стандартних
рiвномiрних величин. Чому дорiвнює сподiвання випадкової величини

𝑁 = min

{︃
𝑛 :

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑈𝑖 > 1

}︃
?

Розв’язання. Розгляньмо випадкову величину

𝑁(𝑥) = min

{︃
𝑛 :

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑈𝑖 > 𝑥

}︃
, 𝑥 ∈ [0; 1] ,

яка вiдповiдає числу незалежних стандартних рiвномiрних величин, якi
потрiбно додати, щоб їх сума перевищила 𝑥. Виконаймо обумовлення ви-
падковою величиною 𝑈1. Тодi за законом iтерованих сподiвань маємо

E [𝑁(𝑥)] = E [E [𝑁(𝑥) | 𝑈1]] =

� ∞

−∞
E [𝑁(𝑥) | 𝑈1 = 𝑢] · 𝑓𝑈1

(𝑢) 𝑑𝑢

=

� 1

0

E [𝑁(𝑥) | 𝑈1 = 𝑢] 𝑑𝑢 .

Якщо 𝑢 > 𝑥, то вже 𝑈1 достатньо, щоб перевищити 𝑥: E [𝑁(𝑥) | 𝑈1 = 𝑢] =
1. Якщо ж 𝑢 ≤ 𝑥, то можна звести задачу до попередньої: першої величини
немає, а замiсть 𝑥 новим пороговим значенням є 𝑥− 𝑢. Остаточно

E [𝑁(𝑥) | 𝑈1 = 𝑢] =

{︃
1 , 𝑢 > 𝑥

1 + E [𝑁(𝑥− 𝑢)] , 𝑢 ≤ 𝑥
.

Тодi шукане сподiвання дорiвнює

E [𝑁(𝑥)] =

� 1

0

1 · 1 {𝑢 > 𝑥} 𝑑𝑢+

� 1

0

(1 + E [𝑁(𝑥− 𝑢)]) · 1 {𝑢 ≤ 𝑥} 𝑑𝑢

= 1 +

� 𝑥

0

E [𝑁(𝑥− 𝑢)] 𝑑𝑢 = 1 +

� 𝑥

0

E [𝑁(𝑦)] 𝑑𝑦 .

Беручи похiдну, дiстаємо

𝑑

𝑑𝑥
E [𝑁(𝑥)] = E [𝑁(𝑥)] .
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Вочевидь, єдина функцiя, яка це задовольняє — E [𝑁(𝑥)] = 𝑒𝑥 ·𝐶 для де-
якого 𝐶 ∈ R. Але оскiльки E [𝑁(0)] = 1, бачимо, що 𝐶 = 1, тому остаточно
E [𝑁(𝑥)] = 𝑒𝑥, i тодi вiдповiдно E [𝑁(1)] = 𝑒.

15.4 Додатковi вправи

Вправа 15.4.1. Нехай 𝑋 та 𝑌 — двi незалежнi випадковi величини зi
щiльностями 𝑓𝑋 та 𝑓𝑌 вiдповiдно. Обчислiть P𝑋,𝑌 (𝑋 < 𝑌 ).

Розв’язання. Для обчислення такої ймовiрности потрiбно обчислити iнте-
грал вiд спiльної щiльности, яка в нашому випадку дорiвнює 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =
𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦), за множиною 𝑋 < 𝑌 . Проте цю ж задачу можна розглянути
через призму формули повної ймовiрности в неперервному випадку:

P𝑋,𝑌 (𝑋 < 𝑌 ) =

� ∞

−∞
P𝑋|𝑌 (𝑋 < 𝑌 | 𝑌 = 𝑦) 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞
P𝑋 (𝑋 < 𝑦) 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞
𝐹𝑋(𝑦)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 ,

де ми використали незалежнiсть 𝑋 та 𝑌 .

Вправа 15.4.2. Нехай у вазi мiстяться 𝑛 червоних та 𝑚 синiх куль. Iз
вази у випадковий спосiб вибирають 𝑋 куль, 1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑛. Чому дорiвнює
ймовiрнiсть, що всi 𝑋 куль — червонi?

Розв’язання. Виведiмо результат за iндукцiєю. Нехай 𝑛 = 1, тобто у вазi
мiстяться 1 червона й 𝑚 синiх куль. Тодi, вочевидь, шукана ймовiрнiсть
дорiвнює просто P (𝐴) = 1

𝑚+1 .
Нехай тепер вiдповiдний результат виконується для 𝑛 − 1 червоних i 𝑚

синiх куль. Тодi за формулою повної ймовiрности маємо

P (𝐴) = P (𝐴 | 𝑋 = 1)P𝑋 (𝑋 = 1) + P (𝐴 | 𝑋 > 1)P𝑋 (𝑋 > 1)

=
𝑛

𝑛+𝑚
· 1
𝑛
+ P (𝐴 | 𝑋 > 1) · 𝑛− 1

𝑛
,

де ймовiрнiсть P (𝐴 | 𝑋 = 1) обчислено за правилами класичної ймовiрно-
сти.
Для того, щоб усi кулi були червонi, коли 𝑋 > 1, потрiбно, щоб червона

була перша куля, що станеться з iмовiрнiстю 𝑛
𝑛+𝑚 , а також щоб червонi
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були всi iншi кулi з-посеред 𝑋 − 1 решти. Але ймовiрнiсть цього дорiвнює
1

𝑚+1 за iндукцiйним припущенням. Отже

P (𝐴 | 𝑋 > 1) =
𝑛

𝑛+𝑚
· 1

𝑚+ 1
,

i остаточно

P (𝐴) =
1

𝑛+𝑚
+

𝑛

𝑛+𝑚
· 1

𝑚+ 1
· 𝑛− 1

𝑛
=

1

𝑚+ 1
.

Вправа 15.4.3. Нехай 𝑋 та 𝑌 — незалежнi неперервнi величини зi щiль-
ностями 𝑓𝑋 та 𝑓𝑌 вiдповiдно. Чому дорiвнює розподiл 𝑋 + 𝑌 ?

Розв’язання. Вiдповiдь на це питання, звiсно, добре вiдома: розподiл су-
ми двох незалежних випадкових величин можна обчислити за формулою
згортки (КЛ9.5.1). Проте вивести її можна в альтернативний спосiб, за
допомогою неперервного аналогу формули повної ймовiрности:

P𝑋+𝑌 (𝑋 + 𝑌 < 𝑎) =

� ∞

−∞
P𝑋+𝑌 |𝑌 (𝑋 + 𝑌 < 𝑎 | 𝑌 = 𝑦) · 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞
P𝑋 (𝑋 < 𝑎− 𝑦) · 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞
𝐹𝑋(𝑎− 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 ,

де ми врахували, що

P𝑋+𝑌 |𝑌 (𝑋 + 𝑌 < 𝑎 | 𝑌 = 𝑦) = P𝑋+𝑌 |𝑌 (𝑋 + 𝑦 < 𝑎 | 𝑌 = 𝑦)

= P𝑋 (𝑋 + 𝑦 < 𝑎)

через незалежнiсть 𝑋 та 𝑌 .
Щiльнiсть розподiлу можна дiстати як похiдну:

𝑓𝑋+𝑌 (𝑎) =
𝑑

𝑑𝑎

� ∞

−∞
𝐹𝑋(𝑎− 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 =

� ∞

−∞

𝑑

𝑑𝑎
𝐹𝑋(𝑎− 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦

=

� ∞

−∞
𝑓𝑋(𝑎− 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑦 .

Ця формула повнiстю дорiвнює виразу (КЛ9.5.1).
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Вправа 15.4.4. Розгляньмо 𝑛 незалежних випробувань, кожний iз яких
може завершитися одним iз 𝑘 результатiв iз вiдповiдною ймовiрнiстю 𝑝𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑝𝑖 = 1. Нехай 𝑁𝑖 =«число випробувань, результатом

яких був результат 𝑖». Чому, для 𝑖 ̸= 𝑗, дорiвнює E [𝑁𝑗 | 𝑁𝑖 > 0]?

Розв’язання. Згiдно з законом повного сподiвання,

E [𝑁𝑗] = E [𝑁𝑗 | 𝑁𝑖 = 0]P𝑁𝑖
(𝑁𝑖 = 0) + E [𝑁𝑗 | 𝑁𝑖 > 1]P𝑁𝑖

(𝑁𝑖 > 1) .

Бачимо, що результат описаного експерименту, вектор (𝑁1, . . . , 𝑁𝑘)
⊤, має

мультиномний розподiл Mult𝑘
(︀
𝑛, (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘)

⊤)︀. Отже 𝑁𝑗 ∼ Binom (𝑛, 𝑝𝑗), i
тому безумовно E [𝑁𝑗] = 𝑛𝑝𝑗.
За умови, що 𝑁𝑖 = 𝑟, iмовiрнiсть, що випробування завершиться резуль-

татом 𝑗, за формулою умовної ймовiрности дорiвнює 𝑝𝑗 | 𝑁𝑖 = 𝑟 =
𝑝𝑗

1−𝑝𝑖
.

Отже умовний розподiл 𝑁𝑗 | 𝑁𝑖 = 𝑟 ∼ Binom
(︁
𝑛− 𝑟,

𝑝𝑗
1−𝑝𝑖

)︁
. З урахуванням

того, що P𝑁𝑖
(𝑁𝑖 = 0) = (1− 𝑝𝑖)

𝑛, остаточно маємо

𝑛𝑝𝑗 = 𝑛
𝑝𝑗

1− 𝑝𝑖
(1− 𝑝𝑖)

𝑛 + E [𝑁𝑗 | 𝑁𝑖 > 0] (1− (1− 𝑝𝑖)
𝑛) ,

звiдки

E [𝑁𝑗 | 𝑁𝑖 > 0] = 𝑛𝑝𝑗
1− (1− 𝑝𝑖)

𝑛−1

1− (1− 𝑝𝑖)𝑛
.

Вправа 15.4.5. Нехай зрiст сина деякого чоловiка зi зростом 𝑥 має нор-
мальний розподiл зi сподiванням 1 + 𝑥 та дисперсiєю 4. Чому дорiвнює
найлiпший (з погляду мiнiмiзацiї середньоквадратичної похибки) прогноз
зросту сина для чоловiка зi зростом 170?

Розв’язання. Як ми знаємо, найлiпший прогноз у цьому випадку буде умов-
не сподiвання E [𝑌 | 𝑋], де 𝑋 — зрiст батька, а 𝑌 — зрiст сина. За умовами
задачi видно, що

𝑌 | 𝑋 = 𝑥 ∼ 𝑁(1 + 𝑥, 4) ,

а тому E [𝑌 | 𝑋 = 170] = 1 + 170 = 171.
Цю модель також можна записати у формi простої регресiї

𝑌 = 1 +𝑋 + 𝜀 , 𝜀 ∼ 𝑁(0, 4) , 𝜀 ⊥⊥ 𝑋 .

У цьому випадку вiдповiдь буде аналогiчна:

E [𝑌 | 𝑋] = 1 + E [𝑋 | 𝑋] + E [𝜀 | 𝑋] = 1 +𝑋 + 0 ,

де ми врахували незалежнiсть 𝜀 та 𝑋.
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Вправа 15.4.6. Обчислiть дисперсiю величини з геометричним розподi-
лом 𝑁 ∼ Geom (𝑝) обумовленням результатом першого випробування.

Розв’язання. Нехай 𝑌 = 1, якщо перше випробування було успiх, i 0 — у
протилежному випадку. Обчислiмо E

[︀
𝑁 2
]︀
за допомогою закону iтерованих

сподiвань та закону повного сподiвання:

E
[︀
𝑁 2
]︀
= E

[︀
E
[︀
𝑁 2 | 𝑌

]︀]︀
= E

[︀
E
[︀
𝑁 2 | 𝑌 = 1

]︀
P𝑌 (𝑌 = 1) + E

[︀
𝑁 2 | 𝑌 = 0

]︀
P𝑌 (𝑌 = 0)

]︀
.

З одного боку, E
[︀
𝑁 2 | 𝑌 = 1

]︀
= 0, адже якщо перше випробування завер-

шилося успiхом, то було 0 невдач. З iншого, E
[︀
𝑁 2 | 𝑌 = 0

]︀
= E

[︀
(1 +𝑁)2

]︀
,

адже через властивiсть геометричного розподiлу не мати пам’яти ми мо-
жемо почати вiдлiк спочатку.
Остаточно

E
[︀
𝑁 2
]︀
= 0 + E

[︀
(1 +𝑁)2

]︀
(1− 𝑝) = (1− 𝑝)

(︀
1 + 2E [𝑁 ] + E

[︀
𝑁 2
]︀)︀

.

Оскiльки вiдомо, що E [𝑁 ] = 1−𝑝
𝑝 , маємо

E
[︀
𝑁 2
]︀
= (1− 𝑝)

(︂
1 + 2

1− 𝑝

𝑝
+ E

[︀
𝑁 2
]︀)︂

,

звiдки

E
[︀
𝑁 2
]︀
=

1− 𝑝

𝑝
+ 2

(1− 𝑝)2

𝑝2
.

Тодi дисперсiя дорiвнює

Var (𝑁) = E
[︀
𝑁 2
]︀
− (E [𝑁 ])2 =

1− 𝑝

𝑝
+ 2

(1− 𝑝)2

𝑝2
− (1− 𝑝)2

𝑝2
=

1− 𝑝

𝑝2
.

Вправа 15.4.7. У рамках дослiдження поширення деякого захворювання
в декiлькох мiстах регiону спочатку у випадковий спосiб обирають саме
мiсто, а потiм — вибiрку з 𝑛 жителiв цього мiста. Такого роду вибiрки
називають кластерними вибiрками (cluster sampling).
Нехай 𝑄 — частка хворих в обраному мiстi, а 𝑋 — число хворих у ви-

бiрцi. Для рiзних мiст ступiнь поширення захворювання рiзний, тому 𝑄 є
випадковою. Нехай 𝑄 ∼ U ((0; 1]). Вважатимемо, що за умови 𝑄 = 𝑞 кожна
особа у вибiрцi може бути хворою з iмовiрнiстю 𝑞 незалежно вiд iнших.
Чому дорiвнюють E [𝑋] i Var (𝑋)?
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Розв’язання. Згiдно з нашими припущеннями, 𝑋 | 𝑄 = 𝑞 ∼ Binom (𝑛, 𝑞).
Для бiномного розподiлу вiдомо, що E [𝑋 | 𝑄 = 𝑞] = 𝑛𝑞, Var (𝑋 | 𝑄 = 𝑞) =
𝑛𝑞(1− 𝑞). Також нам вiдомо, що для стандартного рiвномiрного розподiлу
E [𝑄] = 1

2 , Var (𝑄) = 1
12 . Тодi за законом iтерованих сподiвань маємо

E [𝑋] = E [E [𝑋 | 𝑄]] = E [𝑛𝑄] =
𝑛

2
.

За законом повної дисперсiї маємо

Var (𝑋) = E [Var (𝑋 | 𝑄)] + Var (E [𝑋 | 𝑄])

= E [𝑛𝑄(1−𝑄)] + Var (𝑛𝑄)

= 𝑛E [𝑄]− 𝑛E
[︀
𝑄2
]︀
+ 𝑛2Var (𝑄)

=
𝑛

6
+

𝑛2

12
.

Понад те, можна помiтити, що ця задача є iзоморфна ситуацiї з Заува-
ження КЛ8.2.2, отже ми знаємо не просто сподiвання й дисперсiю 𝑋, а
навiть її розподiл: 𝑋 ∼ U ({0, 1, . . . , 𝑛}). Разом iз тим, пiдхiд iз застосуван-
ням закону iтерованих сподiвань працює i в iнших, складнiших, випадках.
Такими можуть бути ситуацiї, наприклад, коли розподiл 𝑄 нерiвномiрний
або коли iснують декiлька рiвнiв єрархiї (мiсто, область, країна), i розподiл
𝑋 визначити не так просто.
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16 Збiжнiсть послiдовностей

випадкових величин.

Закон великих чисел

16.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ13–КЛ14.
За аналогiєю з числовими послiдовностями (Визначення КЛ7.3.11) мо-

жна визначити поняття границь деякої послiдовности подiй.

Визначення (КЛ13.1.1). Нехай маємо деяку послiдовнiсть подiй𝐴1, 𝐴2, . . .
у деякому ймовiрнiсному просторi (Ω,𝒜,P).Нижньою границею (limit inferi-
or) цiєї послiдовности є подiя

lim inf
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞⋃︁
𝑛=1

∞⋂︁
𝑘=𝑛

𝐴𝑘 . (КЛ13.1.1)

Аналогiчно, верхньою границею (limit superior) цiєї послiдовности є

lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞⋂︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑘=𝑛

𝐴𝑘 . (КЛ13.1.2)

Словесна iнтерпретацiя вiдповiдних граничних подiй така:

� ми кажемо, що 𝜔 ∈ lim inf
𝑛→∞

𝐴𝑛, якщо 𝜔 ∈ 𝐴𝑛 рано чи пiзно (eventually).

Iншими словами, iснує таке 𝑛, що для всiх 𝑚 ≥ 𝑛 матимемо 𝜔 ∈ 𝐴𝑚,
тобто елемент належатиме всiм множинам послiдовности, починаючи
з деякої;

� ми кажемо, що 𝜔 ∈ lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛, якщо 𝜔 ∈ 𝐴𝑛 нескiнченно часто

(infinitely often). Iншими словами, для будь-якого 𝑛, яке б велике
воно не було, iснує таке 𝑚 ≥ 𝑛, що 𝜔 ∈ 𝐴𝑚, тобто 𝜔 належить
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нескiнченному числу множин iз послiдовности. Часто позначають
lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛 = {𝜔 : 𝜔 ∈ 𝐴𝑛 н.ч.}.

Нижня й верхня границi послiдовности подiй вкладенi одна в одну:

lim inf
𝑛→∞

𝐴𝑛 ⊆ lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛 .

Це випливає з вiдповiдної iнтерпретацiї: якщо елемент 𝜔 належить усiм
множинам рано чи пiзно, то зрозумiло, що вiн належить нескiнченному
числу подiй. Зворотне вкладення в загальному випадку не є справедливе:
якщо елемент 𝜔 належить нескiнченному числу подiй, немає жодної гаран-
тiї, що вiн належатиме усiм iз них, окрiм перших 𝑚 штук.
Ми кажемо, що iснує границя подiй 𝐴, якщо нижня й верхня границi

дорiвнюють одна однiй:

𝐴 = lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = lim inf
𝑛→∞

𝐴𝑛 = lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛 . (КЛ13.1.3)

Для спрощення позначень писатимемо 𝐴𝑛 → 𝐴.
Можемо розглянути двi дуже важливi властивостi послiдовностей подiй,

якi мають назви лем Бореля-Кантеллi.

Теорема (КЛ13.1.5, Перша лема Бореля-Кантеллi (First Borel-Cantelli le-
mma)1). Нехай маємо деяку послiдовнiсть подiй 𝐴1, 𝐴2, . . . у деякому ймо-

вiрнiсному просторi (Ω,𝒜,P). Якщо ряд
∞∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑛) збiжний, то маємо, що

P ({𝐴𝑛 н.ч.}) ≡ P
(︂
lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛

)︂
= 0.

Суть цiєї леми полягає в тому, що якщо ймовiрностi подiй наближаються
до нуля, i вiдповiдний ряд збiжний, то подiї 𝐴𝑛 обов’язково припиняться.

Теорема (КЛ13.1.8, Друга лема Бореля-Кантеллi (Second Borel-Cantelli
lemma)). Нехай маємо деяку послiдовнiсть незалежних подiй 𝐴1, 𝐴2, . . . у

деякому ймовiрнiсному просторi (Ω,𝒜,P). Тодi якщо ряд
∞∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑛) розбi-

жний, то P ({𝐴𝑛 н.ч.}) ≡ P
(︂
lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛

)︂
= 1.

Розгляньмо послiдовностi випадкових величин. Якщо границею число-
вої послiдовности є число, а границею послiдовности подiй — подiя, то в
контекстi випадкових величин можна говорити про рiзнi види збiжностей.

1Франческо Кантеллi (Francesco Paolo Cantelli, 1875–1966) — iталiйський математик.
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Визначення (КЛ13.2.3). Послiдовнiсть випадкових величин 𝑋𝑛 збiгає-
ться до випадкової величини 𝑋 майже напевно (converges almost surely)
або з iмовiрнiстю 1 (with probability 1), що позначають як 𝑋𝑛

м.н.→ 𝑋, якщо

P
(︁{︁

𝜔 ∈ Ω : lim
𝑛→∞

𝑋𝑛(𝜔) = 𝑋(𝜔)
}︁)︁

= 1 , (КЛ13.2.2)

або, що те ж саме,

P ({𝜔 ∈ Ω : ∃𝜀 > 0 ∀𝑁 ∈ N ∃𝑛 ≥ 𝑁 |𝑋𝑛(𝜔)−𝑋(𝜔)| ≥ 𝜀}) = 0 .
(КЛ13.2.3)

Для послiдовности випадкових векторiв X1,X2, . . . маємо X𝑛
м.н.→ X,

якщо виконується покоординатна збiжнiсть майже напевно.

Зауваження (КЛ13.2.4). Можна помiтити, що якщо 𝑋𝑛
м.н.→ 𝑋, то це те

саме, нiби 𝑋𝑛−𝑋
м.н.→ 0. Це ж мiркування справедливе для всiх iнших видiв

збiжности, якi розглядатимемо нижче.

Окрiм збiжности майже напевно можна також розглянути варiант збi-
жности, за якого ми мiняємо мiсцями взяття границi та обчислення ймо-
вiрности.

Визначення (КЛ13.2.8). Послiдовнiсть випадкових величин 𝑋𝑛 збiгає-
ться до випадкової величини 𝑋 за ймовiрнiстю (converges in probability),
що позначають як 𝑋𝑛

𝑝→ 𝑋, якщо виконується

∀𝜀 > 0 lim
𝑛→∞

P ({𝜔 ∈ Ω : |𝑋𝑛(𝜔)−𝑋(𝜔)| > 𝜀}) = 0 . (КЛ13.2.4)

Для послiдовности випадкових векторiв X1,X2, . . . маємо X𝑛
𝑝→ X,

якщо виконується покоординатна збiжнiсть за ймовiрнiстю.

Ключову вiдмiннiсть збiжности за ймовiрнiстю вiд збiжности майже на-
певно можна проiлюструвати так. Нехай маємо деяке фiксоване 𝜀 > 0.
Тодi збiжнiсть майже напевно гарантує, що для кожної точки 𝜔 (окрiм як
iз множини мiри нуль) знайдеться таке 𝑛, починаючи з якого випадкова
величина вiдхилятиметься вiд своєї границi менше вiд 𝜀.
Натомiсть збiжнiсть за ймовiрнiстю нiчого такого не гарантує. Вона га-

рантує, що ймовiрностi вiдповiдних вiдхилень прямуватимуть до нуля. Тоб-
то множина таких 𝜔, для яких випадкова величина вiдхиляється вiд своєї
границi бiльше вiд 𝜀, зi збiльшенням 𝑛 стає все менш iмовiрною, проте вона
в загальному випадку матиме ненульову ймовiрнiсть для будь-якого 𝑛.
Можна розглянути корисну теорему, яка дає змогу зберiгати збiжнiсть

випадкових величин пiд дiєю неперервної функцiї.
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Теорема (Теорема про неперервне вiдображення (Continuous mapping the-
orem), КЛ13.2.12). Нехай маємо послiдовнiсть випадкових векторiв X𝑛

𝑝→
X. Нехай 𝑔 : R𝑘 → R𝑛 неперервна майже напевно. Тодi 𝑔(X𝑛)

𝑝→ 𝑔(X).
Аналогiчний висновок справедливий для збiжности майже напевно.

Однiєю з мотивацiй розгляду збiжности майже напевно було спостереже-
ння, що iнтеграли двох функцiй, якi вiдрiзняються тiльки на деякiй мно-
жинi мiри нуль, однаковi. Вiдповiдно, можемо розглянути вид збiжности
випадкових величин, визначений через їх iнтеграли.

Визначення (КЛ13.2.14). Послiдовнiсть випадкових величин 𝑋𝑛 збiгає-
ться до випадкової величини 𝑋 у середньому порядку 𝑝 (збiгається за 𝐿𝑝,

converges in 𝑝th mean, converges in 𝐿𝑝), що позначають як 𝑋𝑛
𝐿𝑝

→ 𝑋, якщо
виконується

lim
𝑛→∞

E [|𝑋𝑛 −𝑋|𝑝] = 0 , (КЛ13.2.6)

якщо кожна випадкова величина належить простору 𝐿𝑝: E [|𝑋|𝑝] < ∞,
E [|𝑋𝑛|𝑝] < ∞, 𝑛 ∈ N.
Для послiдовности випадкових векторiв X1,X2, . . . маємо X𝑛

𝐿𝑝

→ X,
якщо виконується покоординатна збiжнiсть за у середньому порядку 𝑝.

Особливої ваги має випадок 𝑝 = 2. Тодi кажуть, що послiдовнiсть ви-
падкових величин збiгається в середньому квадратичному, вiдтак можна
стверджувати, що випадковi величини «близькi одна до одної», якщо ква-
драт їхньої рiзницi, у середньому, малий. Якщо ж 𝑝 = 1, просто кажуть,
що послiдовнiсть збiгається в середньому.
Мiж рiзними видами збiжности iснують такi зв’язки:

� якщо 𝑋𝑛
м.н.→ 𝑋, то 𝑋𝑛

𝑝→ 𝑋. Якщо 𝑋𝑛
𝑝→ 𝑋, то iснує пiдпослiдовнiсть

𝑛𝑘 така, що 𝑋𝑛𝑘

м.н.→ 𝑋 за 𝑘 → ∞ (Твердження КЛ13.3.1);

� якщо 𝑋𝑛
𝐿𝑝

→ 𝑋, то 𝑋𝑛
𝑝→ 𝑋 (Твердження КЛ13.3.3);

� мiж збiжнiстю майже напевно та збiжнiстю в середньому прямого
зв’язку немає. Якщо виконуються умови теорем про монотонну збi-
жнiсть КЛ11.1.2 та про мажоровану збiжнiсть КЛ11.1.3, то збiжнiсть
майже напевно має наслiдком збiжнiсть у середньому для 𝑝 = 1.

Середнє вибiркове 𝑋 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖, розглянуте в Прикладi КЛ9.4.16, є чи

не найважливiшою числовою характеристикою деякої вибiрки даних. Сере-
днє вибiркове значення подiбне до сподiвання випадкової величини в тому
розумiннi, що як перше, так i друге дають уявлення про певне «найбiльш
репрезентативне» значення вибiрки та випадкової величини вiдповiдно.
Виявляється, для цього спостереження є фундаментальне теоретичне

пiдґрунтя. Розгляньмо найпростiше його формулювання.
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Теорема ((Слабкий) Закон великих чисел2 ((Weak) Law of large numbers),
КЛ14.1.1). Нехай маємо послiдовнiсть незалежних випадкових величин𝑋1,
𝑋2, . . . таких, що їхнi сподiвання iснують, скiнченнi й дорiвнюють E [𝑋𝑖] =
𝜇𝑖, 𝑖 ∈ N, а дисперсiї також iснують, скiнченнi й рiвномiрно обмеженi, тобто
Var (𝑋𝑖) ≤ 𝐶 < ∞, 𝑖 ∈ N. Тодi

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 − E [𝑋𝑖])
𝑝→ 0 . (КЛ14.1.1)

Зауваження (КЛ14.1.2). Випадковi величини насправдi необов’язково по-
виннi бути незалежнi. Достатньо вимагати їхньої некорельованости.
Також нескладно бачити, що за умов Теореми КЛ14.1.1 можна довести не

тiльки збiжнiсть за ймовiрнiстю, а й збiжнiсть у середньоквадратичному.
Справдi, оскiльки

E
[︂
1

𝑛2
(𝑆𝑛 − E [𝑆𝑛])

2

]︂
=

1

𝑛2
Var (𝑆𝑛) ≤

𝐶

𝑛
→ 0 ,

маємо збiжнiсть у середньоквадратичному.
Нарештi, можна завжди розглянути центрованi величини 𝑋*

𝑖 = 𝑋𝑖 −
E [𝑋𝑖], 𝑖 ∈ N, такi, що E [𝑋*

𝑖 ] = 0, i розглянути ЗВЧ, у якому 𝑆*
𝑛

𝑛

𝑝→ 0. Тому
часто ЗВЧ формулюють для випадкових величин з однаковим сподiванням.

Розгляньмо тепер посилений закон великих чисел (ПЗВЧ).

Теорема (Посилений закон великих чисел (Strong law of large numbers),
КЛ14.2.1). Нехай маємо послiдовнiсть незалежних величин 𝑋1, 𝑋2, . . . та-
ких, що вони мають однаковий розподiл зi скiнченним сподiванням E [𝑋𝑖] =
𝜇, 𝑖 ∈ N. Тодi

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜇)
м.н.→ 0 . (КЛ14.2.1)

Зауваження (КЛ14.2.2). Для доведення Теореми КЛ14.2.1 достатньо, щоб
величини 𝑋𝑖, 𝑖 ∈ N, будуть усього лише попарно незалежними.

Зауваження (КЛ14.2.3). Iз Твердження КЛ13.3.1 вiдразу випливає, що за
умов Теореми КЛ14.2.1 виконується не тiльки ПЗВЧ, а й ЗВЧ. На практи-
цi в бiльшостi випадкiв збiжности за ймовiрнiстю цiлком достатньо, проте

2ЗВЧ в такому формулюваннi також називають теоремою Чебишова.
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приємно усвiдомлювати, що збiжнiсть майже напевно для однаково роз-
подiлених випадкових величин не вимагає додаткових посилених вимог до
вiдповiдної послiдовности.

16.2 Послiдовностi випадкових величин

Вправа 16.2.1. Нехай 𝑋 ∼ Exp (1). Розгляньмо послiдовнiсть випадкових
величин 𝑌1, 𝑌2, . . ., де 𝑌𝑛 = 𝑋

𝑛 , 𝑛 ∈ N.
До чого прямує така послiдовнiсть за ймовiрнiстю?

Розв’язання. За визначенням, нам потрiбно показати, що P𝑌𝑛
(|𝑌𝑛 − 𝑌 | > 𝜀)

прямує до 0 для будь-якого 𝜀 > 0. Але для цього спочатку потрiбно знати,
чому дорiвнює гранична випадкова величина 𝑌 . У нашому випадку можна
зробити iнтуїтивне припущення, що 𝑌 = 0. Перевiрмо, чи ми правi:

P𝑌𝑛
(|𝑌𝑛 − 𝑌 | > 𝜀) = P𝑌𝑛

(|𝑌𝑛| > 𝜀) = P𝑋 (𝑋 > 𝑛𝜀) = 𝑒−𝑛𝜀 .

Цiлком очевидно, що цей вираз прямує до 0, коли 𝑛 → ∞, для будь-якого
𝜀 > 0. Отже ми показали, що 𝑌𝑛

𝑝→ 0.

Вправа 16.2.2. Нехай маємо послiдовнiсть випадкових величин

𝑋𝑛 ∼ U

(︂(︂
− 1

𝑛
;
1

𝑛

]︂)︂
, 𝑛 ∈ N .

До чого прямує така послiдовнiсть за ймовiрнiстю?

Розв’язання. Iнтуїтивно можна очiкувати, що границя послiдовности 𝑋 =
0. Отже потрiбно розглянути для деякого 𝜀 > 0 ймовiрнiсть, що |𝑋𝑛−𝑋| =
|𝑋𝑛| > 𝜀, i показати, що вона прямує до 0. Справдi,

P𝑋𝑛
(|𝑋𝑛| > 𝜀) = 1− P𝑋𝑛

(−𝜀 ≤ 𝑋𝑛 ≤ 𝜀) .

Якщо 𝜀 ≥ 1
𝑛 , вочевидь вiдразу матимемо 0. Якщо ж 𝜀 < 1

𝑛 , то будемо мати

P𝑋𝑛
(|𝑋𝑛| > 𝜀) = 1−

(︃
𝜀−

(︀
− 1

𝑛

)︀
1
𝑛 −

(︀
− 1

𝑛

)︀ − −𝜀−
(︀
− 1

𝑛

)︀
1
𝑛 −

(︀
− 1

𝑛

)︀ )︃ = 1− 𝜀𝑛 .

Може здатися, що цей вираз не прямує до 0, проте потрiбно помiтити, що
яке б не було 𝜀 > 0, завжди знайдеться таке велике 𝑛, що буде 𝜀 ≥ 1

𝑛 . Отже

випадок 𝜀 < 1
𝑛 взагалi нi на що не впливає, i тому 𝑋𝑛

𝑝→ 0.
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Вправа 16.2.3. Нехай маємо послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин 𝑋1, 𝑋2, . . . ∼ U ((−1; 1]).
Розгляньмо послiдовнiсть випадкових величин 𝑌𝑛 = 𝑋1 · . . . ·𝑋𝑛, 𝑛 ∈ N.
До чого прямує така послiдовнiсть за ймовiрнiстю?
Що можна сказати про послiдовнiсть 𝑍𝑛 = max {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛}, 𝑛 ∈ N?

Розв’язання. З урахуванням незалежности𝑋𝑛, згiдно з Теоремою КЛ9.4.12,
сподiвання та дисперсiї величин 𝑌𝑛 дорiвнюють

E [𝑌𝑛] = E [𝑋1 · . . . ·𝑋𝑛] = E [𝑋1] . . .E [𝑋𝑛] = 0 ,

Var (𝑌𝑛) = E
[︀
𝑌 2
𝑛

]︀
= E

[︀
𝑋2

1 · . . . ·𝑋2
𝑛

]︀
= E

[︀
𝑋2

1

]︀
. . .E

[︀
𝑋2

𝑛

]︀
= (Var (𝑋1))

𝑛 =

(︂
4

12

)︂𝑛

.

Можемо застосувати нерiвнiсть Чебишова:

P𝑌𝑛
(|𝑌𝑛 − E [𝑌𝑛] | > 𝜀) = P𝑌𝑛

(|𝑌𝑛| > 𝜀) ≤ Var (𝑌𝑛)

𝜀2
=

(︂
4

12

)︂𝑛

· 1

𝜀2
→ 0 .

Iншими словами, ми показали, що послiдовнiсть 𝑌𝑛
𝑝→ 0.

Такий спосiб доведення збiжности за ймовiрнiстю (показати, що дис-
персiї прямують до 0) є зручним, якщо послiдовнiсть прямує до деякого
значення 𝜇, яке є спiльним сподiванням для всiх 𝑌𝑛, 𝑛 ∈ N.
Що стосується 𝑍𝑛, то iнтуїцiя пiдказує, що така послiдовнiсть повин-

на прямувати до 1. Тому потрiбно показати, що до 0 прямує ймовiрнiсть
P𝑍𝑛

(|𝑍𝑛 − 1| > 𝜀) (для будь-якого 𝜀 > 0). Ми не можемо застосувати не-
рiвнiсть Чебишова, адже E [𝑍𝑛] ̸= 1 для жодного 𝑛. Пiдемо iншим шляхом:

P𝑍𝑛
(|𝑍𝑛 − 1| > 𝜀) = P𝑋1,...,𝑋𝑛

(max {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ≥ 1 + 𝜀)

+ P𝑋1,...,𝑋𝑛
(max {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛} ≤ 1− 𝜀)

= P𝑋1,...,𝑋𝑛
(𝑋1 ≤ 1− 𝜀, . . . , 𝑋𝑛 ≤ 1− 𝜀)

= (P𝑋1
(𝑋1 ≤ 1− 𝜀))𝑛 =

(︁
1− 𝜀

2

)︁𝑛
.

Ми використали незалежнiсть 𝑋𝑛, а також очевидний факт, що величина
з носiєм (−1; 1] не може перевищувати 1, а тим бiльше 1 + 𝜀.
Отже ми бачимо, що коли 𝑛 → ∞, шукана ймовiрнiсть прямує до 0,

пiдтверджуючи той факт, що 𝑍𝑛
𝑝→ 1.
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Вправа 16.2.4. Нехай маємо послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин 𝑌1, 𝑌2, . . ., де

P𝑌𝑛
(𝑌𝑛 = 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1− 1

𝑛
, 𝑦 = 0

1

𝑛
, 𝑦 = 𝑛2

0 , iнакше

, 𝑛 ∈ N .

До чого прямує така послiдовнiсть за ймовiрнiстю? Чи прямує вона до
цiєї ж граничної величини майже напевно? До чого прямує послiдовнiсть
зi сподiвань таких величин?

Розв’язання. Iнтуїцiя пiдказує, що така послiдовнiсть може прямувати до
0. Справдi, для деякого 𝜀 > 0 завжди можна пiдiбрати достатньо велике 𝑛
таке, що 𝜀 < 𝑛2. Позначмо його 𝑛𝜀. Отже

P𝑌𝑛
(|𝑌𝑛| > 𝜀) = P𝑌𝑛

(︀
𝑌𝑛 = 𝑛2

)︀
=

1

𝑛
→ 0 ,

i 𝑌𝑛
𝑝→ 0.

Також можна проаналiзувати, чи 𝑌𝑛
м.н.→ 0. Справдi, оскiльки кожна ве-

личина 𝑌𝑛 дискретна, це означає, що прообразами значень iз її носiя є деякi
множини {𝜔 : 𝑌𝑛(𝜔) = 0} i

{︀
𝜔 : 𝑌𝑛(𝜔) = 𝑛2

}︀
, що мають iмовiрностi 1− 1

𝑛 та
1
𝑛 вiдповiдно. Iншими словами, P

(︀{︀
𝜔 : 𝑌𝑛(𝜔) /∈

{︀
0, 𝑛2

}︀}︀)︀
= 0.

Нехай 𝐴𝑛 =
{︀
𝜔 : 𝑌𝑛(𝜔) = 𝑛2

}︀
. Тодi верхня границя такої послiдовности

множин дорiвнює

𝐴 = lim sup
𝑛

𝐴𝑛 =
∞⋂︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑘=𝑛

𝐴𝑘

i мiстить усi такi точки 𝜔 ∈ Ω з початкового абстрактного простору, для
яких 𝑌𝑛(𝜔) не збiгається до 0. Це випливає з iнтерпретацiї множини 𝐴 як
множини точок, для яких 𝐴𝑛 стається нескiнченно часто, тобто для яких
нескiнченне число елементiв послiдовности дорiвнює не 0, а 𝑛2.
Нескладно бачити, що для будь-якого 𝜀 > 0

∞∑︁
𝑛=1

P ({𝜔 : 𝑌𝑛(𝜔) ≥ 𝜀}) =
∞∑︁
𝑛=1

P𝑌𝑛
(𝑌𝑛 ≥ 𝜀) =

∞∑︁
𝑛=𝑛𝜀

1

𝑛
= ∞ .

Оскiльки всi величини в послiдовностi незалежнi, згiдно з другою лемою
Бореля-Кантеллi маємо, що

P ({𝜔 : 𝑌𝑛(𝜔) ≥ 𝜀 н.ч.}) = 1 ,

тобто множина точок 𝜔, у яких 𝑌𝑛(𝜔) не прямує до 0 (тому що нескiнченно
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часто вiдповiдна вiдстань |𝑌𝑛(𝜔) − 0| перевищує 𝜀) має одиничну ймовiр-
нiсть. Отже не можна стверджувати, що 𝑌𝑛

м.н.→ 0.
Що стосується сподiвань, то

E [𝑌𝑛] =

(︂
1− 1

𝑛

)︂
· 0 + 𝑛2

𝑛
= 𝑛 .

Тобто послiдовнiсть зi сподiвань не те що не прямує до 0, а є розбiжною.
Отже збiжности в середньому (до 0) в цьому випадку не спостерiгається.

Вправа 16.2.5. Нехай маємо послiдовнiсть випадкових величин𝑋1, 𝑋2, . . ..
Покажiть, що ця послiдовнiсть збiгається в середньоквадратичному до де-
якого 𝑏 ∈ R тодi й тiльки тодi, коли

lim
𝑛→∞

E [𝑋𝑛] = 𝑏 , lim
𝑛→∞

Var (𝑋𝑛) = 0 .

Нехай для 𝑛 ∈ N

P𝑋𝑛

(︂
𝑋𝑛 =

1

𝑛

)︂
= 1− 1

𝑛2
, P𝑋𝑛

(𝑋𝑛 = 𝑛) =
1

𝑛2
.

До якої константи прямує ця послiдовнiсть за ймовiрнiстю? Чи прямує вона
до цiєї ж константи в середньоквадратичному?

Розв’язання. Нам потрiбно показати, що для того, щоб виконувалося

lim
𝑛→∞

E
[︀
(𝑋𝑛 − 𝑏)2

]︀
= 0 ,

повиннi виконуватися вiдповiднi граничнi переходи для сподiвань та дис-
персiй. Можна помiтити, що

E
[︀
(𝑋𝑛 − 𝑏)2

]︀
= E

[︀
𝑋2

𝑛

]︀
− 2𝑏E [𝑋𝑛] + 𝑏2

= (E [𝑋𝑛])
2 − 2𝑏E [𝑋𝑛] + 𝑏2 + E

[︀
𝑋2

𝑛

]︀
− (E [𝑋𝑛])

2

= (E [𝑋𝑛]− 𝑏)2 + Var (𝑋𝑛) .

Щоб лiва частина прямувала до 0, потрiбно, щоб обидва доданки справа
прямували до 0 (вони невiд’ємнi). Звiдси випливає шуканий результат.
Розгляньмо тепер конкретну наведену послiдовнiсть. Iнтуїцiя пiдказує,

що така послiдовнiсть може прямувати за ймовiрнiстю до 𝑏 = 0. Справдi,
для будь-якого 𝜀 > 0 можна пiдiбрати таке велике 𝑛, що 𝜀 > 1

𝑛 , i тодi

P𝑋𝑛
(|𝑋𝑛| > 𝜀) = P𝑋𝑛

(𝑋𝑛 = 𝑛) =
1

𝑛2
→ 0 ,
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отже 𝑋𝑛
𝑝→ 0.

Також можна бачити, що

E [𝑋𝑛] =
1

𝑛
·
(︂
1− 1

𝑛2

)︂
+

𝑛

𝑛2
=

2

𝑛
− 1

𝑛3
,

отже E [𝑋𝑛] → 0. Тому якби послiдовнiсть прямувала в середньоквадрати-
чному до деякої константи, це могла б бути тiльки 𝑏 = 0. Але тодi

E
[︀
𝑋2

𝑛

]︀
=

1

𝑛2
·
(︂
1− 1

𝑛2

)︂
+

𝑛2

𝑛2
= 1 +

1

𝑛2
− 1

𝑛4
,

i тодi

Var (𝑋𝑛) = 1 +
1

𝑛2
− 1

𝑛4
−
(︂
2

𝑛
− 1

𝑛3

)︂2

→ 1 ,

тобто збiжнiсть у середньоквадратичному до 𝑏 = 0 не виконується.

Вправа 16.2.6. Нехай 𝜆𝑛 = 1
𝑛 , 𝑛 ∈ N, i нехай 𝑋𝑛 ∼ Pois (𝜆𝑛). До чого

прямує за ймовiрнiстю послiдовнiсть 𝑋𝑛? Послiдовнiсть 𝑛𝑋𝑛?

Розв’язання. Iнтуїцiя пiдказує, що 𝑋𝑛 повинна прямувати до 0, адже що-
разу iнтенсивнiсть стає все меншою. Можна розглянути P𝑋𝑛

(|𝑋𝑛| > 𝜀) для
довiльного 𝜀 > 0, проте в цьому випадку простiше пiти за доведенням збi-
жности в середньоквадратичному. Справдi,

E
[︀
(𝑋𝑛 − 0)2

]︀
= E

[︀
𝑋2

𝑛

]︀
= Var (𝑋𝑛) + (E [𝑋𝑛])

2 = 𝜆𝑛 + 𝜆2
𝑛 =

1

𝑛
+

1

𝑛2
→ 0 ,

звiдки випливає, що 𝑋𝑛
𝑝→ 0.

На жаль, iз величинами 𝑛𝑋𝑛 такий пiдхiд не працює:

E
[︀
(𝑛𝑋𝑛)

2
]︀
= 𝑛2 ·

(︂
1

𝑛
+

1

𝑛2

)︂
= 𝑛+ 1 .

Тому можна пiти за визначенням. Для деякого 𝜀 > 0 завжди можна
пiдiбрати достатньо велике 𝑛 таке, щоб 𝜀

𝑛 < 1. Тодi

P𝑋𝑛
(𝑛𝑋𝑛 ≥ 𝜀) = P𝑋𝑛

(︁
𝑋𝑛 ≥ 𝜀

𝑛

)︁
= 1− P𝑋𝑛

(𝑋𝑛 = 0)

= 1− 𝑒−𝜆𝑛 = 1− 𝑒−
1
𝑛 → 0 ,

отже 𝑛𝑋𝑛
𝑝→ 0.

За такою схемою можна довести 𝑛𝑘𝑋𝑛
𝑝→ 0 для будь-якого 𝑘 > 0. Iншими

словами, 𝑋𝑛 прямує до 0 швидше, нiж 𝑛𝑘 прямує до нескiнченности.
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Вправа 16.2.7. Нехай P𝑋 (𝑋 = 1) = P𝑋 (𝑋 = −1) = 0.5. Нехай маємо
послiдовнiсть 𝑋1, 𝑋2, . . ., де кожна 𝑋𝑛, 𝑛 ∈ N, може дорiвнювати 𝑒𝑛 з iмо-
вiрнiстю 1

𝑛 i дорiвнювати 𝑋 з iмовiрнiстю 1− 1
𝑛 .

Чи прямує 𝑋𝑛 до 𝑋 за ймовiрнiстю? У середньоквадратичному?

Розв’язання. Як завжди, для будь-якого 𝜀 > 0 потрiбно обчислити ймо-
вiрнiсть P𝑋𝑛,𝑋 (|𝑋𝑛 −𝑋| > 𝜀). Може здатися, що цю ймовiрнiсть непросто
обчислити, хоча насправдi потрiбно помiтити, що 𝑋𝑛 − 𝑋 може набувати
всього двох значень, одне з яких — 0. За формулою повної ймовiрности

P𝑋𝑛,𝑋 (|𝑋𝑛 −𝑋| > 𝜀) = P𝑋𝑛,𝑋 (|𝑋𝑛 −𝑋| > 𝜀 | 𝑋𝑛 = 𝑋)P𝑋𝑛,𝑋 (𝑋𝑛 = 𝑋)

+ P𝑋𝑛,𝑋 (|𝑋𝑛 −𝑋| > 𝜀 | 𝑋𝑛 = 𝑒𝑛)P𝑋𝑛
(𝑋𝑛 = 𝑒𝑛)

=
1

𝑛
P𝑋𝑛,𝑋 (|𝑋𝑛 −𝑋| > 𝜀 | 𝑋𝑛 = 𝑒𝑛)

=
1

𝑛
P𝑋 (|𝑒𝑛 −𝑋| > 𝜀) .

Ми змогли позбутися першого доданку, оскiльки якщо 𝑋𝑛 = 𝑋, то подiя
|𝑋𝑛 −𝑋| = 0 > 𝜀 є неймовiрною. Також ми використали незалежнiсть 𝑋𝑛

та 𝑋, пiдставивши 𝑋𝑛 = 𝑒𝑛 у вираз злiва вiд | та позбувшися обумовлення.
Для будь-якого 𝜀 > 0 можна знайти достатньо велике 𝑛 таке, що |𝑒𝑛 −

𝑋| > 𝜀, оскiльки |𝑋| ≤ 1. Отже для всiх 𝜀 > 0 шукана ймовiрнiсть буде
рано чи пiзно дорiвнювати 1

𝑛 , що у свою чергу прямує до 0. Отже 𝑋𝑛
𝑝→ 𝑋.

Щоправда, збiжности в середньоквадратичному не буде. Суто формаль-
но можемо покласти, що𝑋𝑛 дорiвнює 𝑒𝑛 або𝑋 вiдповiдно до значень деякої
величини 𝑊 ∼ Bern

(︀
1
𝑛

)︀
. Тодi можна використати закон iтерованих сподi-

вань та закон повного сподiвання:

E
[︀
(𝑋𝑛 −𝑋)2

]︀
= E

[︀
E
[︀
(𝑋𝑛 −𝑋)2 | 𝑊

]︀]︀
= E

[︀
E
[︀
(𝑋𝑛 −𝑋)2 | 𝑊 = 0

]︀
P𝑊 (𝑊 = 0)

+E
[︀
(𝑋𝑛 −𝑋)2 | 𝑊 = 1

]︀
P𝑊 (𝑊 = 1)

]︀
= 0 ·

(︂
1− 1

𝑛

)︂
+
(︀
E
[︀
(𝑒𝑛 −𝑋)2 | 𝑊 = 1

]︀)︀
· 1
𝑛

= 0 ·
(︂
1− 1

𝑛

)︂
+
(︀
E
[︀
(𝑒𝑛 −𝑋)2

]︀)︀
· 1
𝑛

=
(︀
𝑒2𝑛 − 2𝑒𝑛E [𝑋] + E

[︀
𝑋2
]︀)︀

· 1
𝑛

=
(︀
𝑒2𝑛 + 1

)︀
· 1
𝑛
→ ∞ .

Ми знову використали незалежнiсть 𝑋 | 𝑊 , щоб позбутися обумовлення.
Отже не можемо казати, що 𝑋𝑛 прямує до 𝑋 у середньоквадратичному.
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16.3 Закон великих чисел

Вправа 16.3.1. Нехай𝑋1, 𝑋2, . . . — незалежнi додатнi випадковi величини
з однаковим розподiлом зi сподiванням 2, а 𝑌1, 𝑌2, . . . — незалежнi дода-
тнi випадковi величини з однаковим розподiлом зi сподiванням 3. До чого
(майже напевно) прямує послiдовнiсть

𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛

𝑌1 + 𝑌2 + . . .+ 𝑌𝑛
?

Розв’язання. Оскiльки обидвi послiдовностi мiстять незалежнi однаково
розподiленi величини зi скiнченними сподiваннями, для кожної з них ви-
конуються умови ПЗВЧ (Теорема КЛ14.2.1):

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑛
м.н.→ 2 ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑌𝑛
м.н.→ 3 .

Спочатку можемо привести вiдношення до потрiбного вигляду, домно-
живши чисельник i знаменник на 1

𝑛 :

𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛

𝑌1 + 𝑌2 + . . .+ 𝑌𝑛
=

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖

.

Отже за Теоремою про неперервне вiдображення КЛ13.2.12 (у застосу-
ваннi до функцiї дiлення двох чисел) маємо

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖

м.н.→ 2

3
.

Вправа 16.3.2. Нехай𝑋1, 𝑋2, . . . — незалежнi додатнi випадковi величини
з однаковим розподiлом зi сподiванням 𝜇. Нехай 𝑊𝑛 = 𝑋1

𝑋1+...+𝑋𝑛
. До чого

прямує послiдовнiсть 𝑛𝑊𝑛, 𝑛 ∈ N, майже напевно?

Розв’язання. Для послiдовности𝑋𝑛 виконуються умови Теореми КЛ14.2.1,
i тому 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

м.н.→ 𝜇. Також цiлком очевидно, що тривiально 𝑋1
м.н.→ 𝑋1.

Випадкову величину 𝑊𝑛 можна подати як

𝑊𝑛 =
𝑋1/𝑛

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

,
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звiдки за Теоремою про неперервне вiдображення КЛ13.2.12 маємо

𝑛𝑊𝑛 =
𝑋1

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

м.н.→ 𝑋1

𝜇
.

Границею послiдовности є випадкова величина, проте для конкретної
реалiзацiї границею є нормоване значення першого члена послiдовности.

Вправа 16.3.3. Згiдно з ПЗВЧ, середнє вибiркове 𝑋𝑛 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 для ви-

бiрки𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 незалежних однаково розподiлених величин зi скiнченним
сподiванням 𝜇 прямує до 𝜇 майже напевно. Якщо додатково цi величини
мають скiнченну дисперсiю 𝜎2, то її оцiнкою буде випадкова величина

𝑆2
𝑛 =

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑋𝑖 −𝑋𝑛

)︀2
.

Покажiть, що E
[︀
𝑆2
𝑛

]︀
= 𝜎2, що 𝑆2

𝑛
м.н.→ 𝜎2, i що

√︀
𝑆2
𝑛
м.н.→ 𝜎.

Розв’язання. Цiлком очевидно, що

𝑋𝑖 −𝑋𝑛 = 𝑋𝑖 − 𝜇−
(︀
𝑋𝑛 − 𝜇

)︀
≡ 𝑌𝑖 − 𝑌 𝑛 ,

де E [𝑌𝑖] = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, i тодi E
[︀
𝑌 2
𝑖

]︀
= E

[︀
(𝑋𝑖 − 𝜇)2

]︀
= Var (𝑋𝑖). Оскiль-

ки 𝑌𝑖 є функцiями вiд 𝑋𝑖, вони також є незалежнi мiж собою.
Пiдрахуймо вiдповiдне сподiвання:

E
[︀
𝑆2
𝑛

]︀
=

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
E
[︀
𝑌 2
𝑖

]︀
− 2E

[︀
𝑌𝑖𝑌 𝑛

]︀
+ E

[︁(︀
𝑌 𝑛

)︀2]︁)︁

=
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝E
[︀
𝑌 2
𝑖

]︀
− 2

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

E [𝑌𝑖𝑌𝑗] +
1

𝑛2
E

⎡⎣(︃ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑌𝑗

)︃2
⎤⎦⎞⎠

=
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝E
[︀
𝑌 2
𝑖

]︀
− 2

𝑛
E
[︀
𝑌 2
𝑖

]︀
− 2

𝑛

𝑛∑︁
𝑗 ̸=𝑖

E [𝑌𝑖]E [𝑌𝑗]

+
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑗=1

E
[︀
𝑌 2
𝑗

]︀
+

2

𝑛2

∑︁
𝑗>𝑖

E [𝑌𝑖]E [𝑌𝑗]

)︃

=
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝜎2 − 2

𝑛
𝜎2 +

1

𝑛
𝜎2

)︂
=

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝑛− 1

𝑛
𝜎2

)︂
= 𝜎2 .
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Що стосується збiжности за ймовiрнiстю, то це випливає з ПЗВЧ та
теореми про неперервне вiдображення. Справдi,

𝑆2
𝑛 =

𝑛

𝑛− 1
· 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑋𝑖 −𝑋𝑛

)︀2
=

𝑛

𝑛− 1
· 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑋2

𝑖 − 2𝑋𝑖𝑋𝑛 +
(︀
𝑋𝑛

)︀2)︁
.

Оскiльки 𝑋2
𝑖 незалежнi, мають однаковий розподiл i скiнченнi сподiвання,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋2
𝑖
м.н.→ E

[︀
𝑋2

𝑖

]︀
= Var (𝑋𝑖) + (E [𝑋𝑖])

2 = 𝜎2 + 𝜇2 .

Також маємо

−2

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖𝑋𝑛 = −2
(︀
𝑋𝑛

)︀2 м.н.→ −2(E [𝑋𝑖])
2

за теоремою про неперервне вiдображення в застосуваннi до функцiї пiд-
несення до квадрату. Аналогiчно й

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑋𝑛

)︀2
=
(︀
𝑋𝑛

)︀2 м.н.→ (E [𝑋𝑖])
2 .

Остаточно маємо

𝑆2
𝑛
м.н.→ 1 ·

(︀
𝜎2 + 𝜇2 − 2𝜇2 + 𝜇2

)︀
= 𝜎2 .

Нарештi, за тiєю ж таки теоремою про неперервне вiдображення маємо√︀
𝑆2
𝑛
м.н.→

√
𝜎2 = 𝜎 .

Вправа 16.3.4. Нехай 𝑋1, 𝑋2, . . . ∼ Bern (𝑝) незалежнi. До чого прямують
у середньоквадратичному (а отже й за ймовiрнiстю) випадковi величини
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋

2
𝑖 , 𝑛 ∈ N?

Розв’язання. Вiдповiдно до Зауваження КЛ14.1.2, за умовами з Теоре-
ми КЛ14.1.1, якщо послiдовнiсть мiстить незалежнi величини зi скiнчен-
ними сподiваннями та рiвномiрно обмеженими дисперсiями, то для них ви-
конується не тiльки слабкий ЗВЧ, а й збiжнiсть у середньоквадратичному.
Нашi 𝑋2

𝑖 незалежнi, мають скiнченнi сподiвання E
[︀
𝑋2

𝑖

]︀
= 𝑝 та рiвномiрно

обмеженi дисперсiї Var
(︀
𝑋2

𝑖

)︀
= E

[︀
𝑋4

𝑖

]︀
− (E

[︀
𝑋2

𝑖

]︀
)2 = 𝑝− 𝑝2 ≤ 1

4 , тому

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑋2

𝑖 − E
[︀
𝑋2

𝑖

]︀)︀ 𝑝→ 0 ,
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або ж
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑝→ 𝑝 ,

i аналогiчно для збiжности в середньоквадратичному.
Понад те, виконуються всi умови Теореми КЛ14.2.1, тому маємо навiть

збiжнiсть майже напевно.

16.4 Додатковi вправи

Вправа 16.4.1. Нехай випадкова величина 𝑋 має щiльнiсть

𝑓(𝑥) =
ln 𝑎

𝑥(ln𝑥)2
· 1 {𝑥 ≥ 𝑎} , 𝑎 > 1 .

Нехай маємо послiдовнiсть випадкових величин 𝑋𝑛 = 𝑋
𝑛 , 𝑛 ∈ N. Покажiть,

що ця послiдовнiсть прямує до 0 за ймовiрнiстю, проте не прямує до 0 в
середньому порядку 𝑝 для будь-якого 𝑝 > 0.

Розв’язання. Для деякого 𝜀 > 0 маємо

P𝑋𝑛
(|𝑋𝑛| > 𝜀) = P𝑋 (𝑋 > 𝑛𝜀)

=

� ∞

𝑛𝜀

ln 𝑎

𝑥(ln𝑥)2
𝑑𝑥 =

ln 𝑎

ln𝑛𝜀
→ 0 ,

звiдки безпосередньо випливає 𝑋𝑛
𝑝→ 0.

З iншого боку, для будь-якого 𝑝 > 0 маємо

E [|𝑋|𝑝] = E
[︂(︂

𝑋

𝑛

)︂𝑝]︂
=

ln 𝑎

𝑛𝑝

� ∞

𝑎

𝑑𝑥

𝑥1−𝑝(ln𝑥)2
= ∞ ,

i 𝑋𝑛 не прямує до 0 в середньоквадратичному жодного порядку 𝑝 > 0.

Вправа 16.4.2. Нехай 𝑋 має щiльнiсть 𝑓 . Нехай iснує послiдовнiсть щiль-
ностей 𝑓1, 𝑓2, . . . така, що 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥) поточково. Нехай маємо послiдов-
нiсть випадкових величин 𝑋𝑛 = 𝑓𝑛(𝑋)

𝑓(𝑋) , 𝑛 ∈ N. Покажiть, що 𝑋𝑛
м.н.→ 1.

Розв’язання. Нескладно бачити, що

𝑓𝑛(𝑥)

𝑓(𝑥)
→ 1
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поточково, окрiм тих точок, де 𝑓(𝑥) = 0. Тодi

P𝑋𝑛

(︁{︁
𝜔 : lim

𝑛→∞
𝑋𝑛(𝜔) = 1

}︁)︁
≥ P𝑋 (𝑓(𝑋) > 0) = 1− P𝑋 (𝑓(𝑋) = 0)

= 1−
�
𝑓(𝑥)=0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 1− 0 = 1 .

Вправа 16.4.3. Нехай маємо послiдовнiсть 𝑋1, 𝑋2, . . ., де 𝑋𝑛 ∼ 𝑁
(︀
1
𝑛 ,

1
𝑛

)︀
,

𝑛 ∈ N. До чого прямує така послiдовнiсть за ймовiрнiстю?

Розв’язання. Iнтуїцiя пiдказує, що така послiдовнiсть повинна прямувати
до нуля, оскiльки i сподiвання, i дисперсiя прямують до нуля. Справдi, для
будь-якого 𝜀 > 0 маємо

P𝑋𝑛
(|𝑋𝑛| > 𝜀) = 1− P𝑋𝑛

(|𝑋𝑛| ≤ 𝜀) = 1− P𝑋𝑛

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑋𝑛 − 1

𝑛
1√
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀− 1

𝑛
1√
𝑛

)︃

= 1−
(︂
Φ

(︂√
𝑛

(︂
𝜀− 1

𝑛

)︂)︂)︂
− Φ

(︂
−
√
𝑛

(︂
𝜀− 1

𝑛

)︂)︂
,

що прямує до 1− (1− 0) = 0, коли 𝑛 → ∞, тобто 𝑋𝑛
𝑝→ 0.
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17 Твiрнi функцiї моментiв

17.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Детальний огляд понять, потрiбний для розв’язання задач на цьому занят-
тi, наведено в Курсi лекцiй, Розд. КЛ15.

Визначення (КЛ15.1.1). Твiрною функцiєю моментiв (moment generating
function) деякої випадкової величини 𝑋 є

𝑀𝑋(𝑡) = E
[︀
𝑒𝑡𝑋
]︀
=

�
𝑒𝑡𝑋 𝑑P , (КЛ15.1.1)

яку визначено в усiх точках 𝑡, де 𝑀𝑋(𝑡) < ∞.

Аргумент 𝑡 у цьому визначеннi не має самостiйного значення.
Якщо з контексту зрозумiло, про яку саме величину 𝑋 мова, то вiдпо-

вiдний iндекс опускатимемо. Можна помiтити, що твiрна функцiя моментiв
для рiзних випадкових величин з однаковим розподiлом однакова, оскiльки

це сподiвання, яке для величин 𝑋
𝑑
= 𝑌 однакове. Вiдтак можна говорити

про твiрну функцiю моментiв не окремої випадкової величини, а цiлого
розподiлу.
Нескладно бачити, що 𝑀𝑋(0) = 1 < ∞, тобто в точцi 0 твiрна функцiя

моментiв завжди визначена.
Iснує дуже простий результат для обчислення твiрної функцiї моментiв

деякого лiнiйного перетворення випадкової величини.

Твердження (КЛ15.1.2). Нехай 𝑀𝑋 — твiрна функцiя моментiв деякої
величини 𝑋. Тодi для довiльних 𝑎, 𝑏 ∈ R для випадкової величини 𝑌 =
𝑎𝑋 + 𝑏 iснує твiрна функцiя моментiв, яка дорiвнює 𝑀𝑌 (𝑡) = 𝑒𝑡𝑏𝑀𝑋(𝑎𝑡),
якщо 𝑀𝑋 визначена в точцi 𝑎𝑡.

Апарат твiрних функцiй моментiв дає змогу суттєво спростити обчисле-
ння розподiлiв сум незалежних випадкових величин.

Твердження (КЛ15.1.3). Нехай 𝑋 та 𝑌 — двi незалежнi випадковi вели-
чини. Тодi в усiх точках 𝑡, де вiдповiднi твiрнi функцiї моментiв визначенi,
маємо

𝑀𝑋+𝑌 (𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌 (𝑡) . (КЛ15.1.2)
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Цiлком очевидно, що за iндукцiєю можна довести вiдповiдний результат
для суми 𝑛 незалежних величин:

𝑀𝑋1+...+𝑋𝑛
(𝑡) = 𝑀𝑋1

(𝑡) . . .𝑀𝑋𝑛
(𝑡) .

Можна обчислити твiрнi функцiї моментiв для окремих вiдомих розпо-
дiлiв.

Твердження 17.1.1 (КЛ15.1.4). Твiрнi функцiї моментiв деяких вiдомих
розподiлiв дорiвнюють:

(i) якщо 𝑋 ∼ Bern (𝑝), то 𝑀𝑋(𝑡) = 1 + 𝑝 (𝑒𝑡 − 1) для всiх 𝑡 ∈ R;

(ii) якщо 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), то 𝑀𝑋(𝑡) = (1 + 𝑝 (𝑒𝑡 − 1))
𝑛 для всiх 𝑡 ∈ R;

(iii) якщо 𝑋 ∼ Geom (𝑝), то 𝑀𝑋(𝑡) =
𝑝

1−(1−𝑝)𝑒𝑡 для всiх 𝑡 ∈
(︁
−∞; ln 1

1−𝑝

)︁
;

(iv) якщо 𝑋 ∼ Pois (𝜆), то 𝑀𝑋(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑒
𝑡−1) для всiх 𝑡 ∈ R;

(v) якщо 𝑋 ∼ U ((𝑎; 𝑏]), то 𝑀𝑋(𝑡) =
𝑒𝑡𝑏−𝑒𝑡𝑎

𝑡(𝑏−𝑎) для 𝑡 ̸= 0 i 𝑀𝑋(0) = 1;

(vi) якщо 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2), то 𝑀𝑋(𝑡) = 𝑒𝑡𝜇+
1
2𝜎

2𝑡2 для всiх 𝑡 ∈ R;

(vii) якщо 𝑋 ∼ Exp (𝜆), то 𝑀𝑋(𝑡) =
𝜆

𝜆−𝑡 для 𝑡 < 𝜆.

Мiж твiрною функцiєю моментiв деякої величини та її моментами iснує
тiсний зв’язок. Зокрема, якщо твiрна функцiя моментiв визначена на мно-
жинi з певними характеристиками, то iснують моменти всiх порядкiв, а їх
обчислення суттєво спрощується.

Теорема (КЛ15.2.1). Нехай твiрна функцiя моментiв 𝑀𝑋 випадкової ве-
личини 𝑋 визначена на вiдкритому iнтервалi (−𝑠0; 𝑠0), що мiстить 0. Тодi
моменти 𝑋 довiльного порядку є скiнченнi, i вони дорiвнюють

𝑀
(𝑘)
𝑋 (0) = E

[︀
𝑋𝑘
]︀
. (КЛ15.2.1)

Теорема КЛ15.2.1 дає змогу швидко встановити, чи iснують моменти
деякої випадкової величини 𝑋. За принципом контрапозицiї, якщо хоча б
один момент не iснує, то твiрна функцiя моментiв не може бути визначена
на вiдкритому iнтервалi навколо 0.
Проте потрiбно розумiти, що Теорема КЛ15.2.1 дає тiльки достатнi, але

не неодмiннi умови iснування моментiв.
У Розд. КЛ11.1.4 ми розглядали нерiвностi Маркова й Чебишова i за-

значали, що друга значно точнiша вiд першої, оскiльки окрiм iснування
сподiвання вона також вимагає iснування дисперсiї. Виявляється, можна
вивести ще точнiшу оцiнку ймовiрности, що випадкова величина вiдхиля-
ється вiд свого сподiвання, якщо знати твiрну функцiю моментiв.
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Теорема (Оцiнка Черноффа1 (Chernoff bound), КЛ15.3.1). Нехай випад-
кова величина 𝑋 має твiрну функцiю моментiв 𝑀𝑋 . Тодi для будь-якого
𝑡 ∈ R справедливо

P𝑋 (𝑋 ≥ 𝑡) ≤ min
𝑠>0

𝑒−𝑠𝑡𝑀𝑋(𝑠) . (КЛ15.3.1)

Виявляється, якщо виконуються певнi умови, твiрна функцiя моментiв
однозначно вiдповiдає деякому розподiлу. Приймiмо спочатку без доведе-
ння таку теорему.

Теорема (КЛ15.4.1). Нехай випадкова величина 𝑋 має розподiл P𝑋 , а всi
її моменти довiльних порядкiв iснують i є скiнченнi. Якщо ступеневий ряд
(вiдносно 𝑟)

∞∑︁
𝑘=1

E
[︀
𝑋𝑘
]︀
𝑟𝑘

𝑘!

має додатний радiус збiжности, то P𝑋 — це єдиний розподiл, який має
моменти E

[︀
𝑋𝑘
]︀
, 𝑘 = 1, 2, . . ..

Розподiл, який задовольняє умови Теореми КЛ15.4.1, має назву роз-
подiлу, який визначають його моменти (distribution determined by its
moments).

Теорема (КЛ15.4.3). Якщо твiрнi функцiї моментiв двох випадкових ве-
личин 𝑋 та 𝑌 є скiнченнi та дорiвнюють одна однiй на деякому вiдкритому

iнтервалi (−𝑠0; 𝑠0), що мiстить 0, то 𝑋
𝑑
= 𝑌 .

17.2 Вправи

Вправа 17.2.1. Правильну гральну кiсточку викидають двiчi. Нехай ре-
зультати обох викидiв позначено через 𝑋 та 𝑌 вiдповiдно. Чому дорiвнює
твiрна функцiя моментiв випадкової величини 𝑋+𝑌 ? Використайте її для
обчислення сподiвання 𝑋 + 𝑌 .

Розв’язання. Очевидно, що 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 , тому за Твердженням КЛ15.1.3

𝑀𝑋+𝑌 (𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌 (𝑡) = E
[︀
𝑒𝑡𝑋
]︀
E
[︀
𝑒𝑡𝑌
]︀
.

У свою чергу, за законом несвiдомого статистика з урахування рiвномiр-
ного розподiлу результатiв випаду гральної кiсточки маємо

E
[︀
𝑒𝑡𝑋
]︀
=

1

6

6∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘𝑡 ,

1Герман Чернофф (Herman Chernoff, нар. 1923) — американський математик.
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звiдки остаточно

𝑀𝑋+𝑌 (𝑡) =

(︃
1

6

6∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘𝑡

)︃2

.

Оскiльки така твiрна функцiя скiнченна для всiх 𝑡 ∈ R, можемо обчи-
слити моменти з Теореми КЛ15.2.1:

E [𝑋 + 𝑌 ] =

⎛⎝(︃1

6

6∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘𝑡

)︃2
⎞⎠′ ⃒⃒⃒⃒

𝑡=0

=
2

6

(︃
6∑︁

𝑘=1

𝑒𝑘𝑡

)︃
·

(︃
1

6

6∑︁
𝑘=1

𝑘𝑒𝑘𝑡

)︃ ⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
1

18

(︃
6∑︁

𝑘=1

1

)︃
·

(︃
6∑︁

𝑘=1

𝑘

)︃
= 7 .

Це вiдповiдає нашим очiкуванням вiд лiнiйности сподiвання:

E [𝑋 + 𝑌 ] = E [𝑋] + E [𝑌 ] = 3.5 + 3.5 = 7 .

Вправа 17.2.2. Нехай твiрна функцiя моментiв деякої випадкової вели-
чини 𝑋 дорiвнює

𝑀𝑋(𝑡) = 𝑒𝑡
2+3𝑡 .

Чому дорiвнюють сподiвання та дисперсiя 𝑋?

Розв’язання. Оскiльки 𝑀𝑋(𝑡) < ∞ для всiх 𝑡 ∈ R, тобто в тому числi в
деякому вiдкритому околi 0, до неї застосовна Теорема КЛ15.2.1:

E [𝑋] =
(︁
𝑒𝑡

2+3𝑡
)︁′ ⃒⃒⃒⃒

𝑡=0

= 𝑒𝑡
2+3𝑡 (2𝑡+ 3)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 3 ,

E
[︀
𝑋2
]︀
=
(︁
𝑒𝑡

2+3𝑡
)︁′′ ⃒⃒⃒⃒

𝑡=0

= 2𝑒𝑡
2+3𝑡 (2𝑡+ 3) + 𝑒𝑡

2+3𝑡 (2𝑡+ 3)2
⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 11 ,

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2
]︀
− (E [𝑋])2 = 11− 9 = 2 .

Цей результат не є дивним, адже ця твiрна функцiя моментiв вiдповiдає
розподiлу 𝑁(3, 2).

Вправа 17.2.3. Нехай твiрна функцiя моментiв деяких незалежних ви-
падкових величин 𝑋 та 𝑌 дорiвнює

𝑀𝑋(𝑡) = 𝑀𝑌 (𝑡) = 𝑒𝑡
2+3𝑡 .

Чому дорiвнює твiрна функцiя моментiв величини 𝑍 = 2𝑋 − 3𝑌 + 4?
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Розв’язання. З урахуванням Тверджень КЛ15.1.2–КЛ15.1.3 маємо

𝑀𝑍(𝑡) = 𝑒4𝑡𝑀2𝑋−3𝑌 (𝑡) = 𝑒4𝑡𝑀2𝑋(𝑡)𝑀−3𝑌 (𝑡)

= 𝑒4𝑡𝑒𝑡·0𝑀𝑋(2𝑡)𝑒
𝑡·0𝑀𝑌 (−3𝑡)

= 𝑒4𝑡𝑒4𝑡
2+6𝑡𝑒9𝑡

2−9𝑡 = 𝑒13𝑡
2+𝑡 .

Оскiльки твiрнi функцiї моментiв 𝑀𝑋 та 𝑀𝑌 вiдповiдають розподiлу
𝑁(3, 2), цей результат є цiлком очiкуваним. Справдi, iз виразу 𝑀𝑍 робимо
висновок, що 𝑍 ∼ 𝑁(1, 26), але саме такi параметри повинна мати й вели-
чина 2𝑋 − 3𝑌 +4 як лiнiйна комбiнацiя незалежних нормальних величин:

2𝑋 − 3𝑌 + 4 ∼ 𝑁(2 · 3− 3 · 3 + 4, 22 · 2 + (−3)2 · 2) = 𝑁(1, 26) .

Вправа 17.2.4. Нехай 𝑋, 𝑌 ∼ Pois (𝜆), 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Чи має величина 𝑋 + 2𝑌
розподiл Пуассона?

Розв’язання. Через незалежнiсть величин вiзьмiмо Твердження КЛ15.1.3:

𝑀𝑋+2𝑌 (𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀2𝑌 (𝑡) .

Iз Твердження КЛ15.1.4 вiдомо, що

𝑀𝑋(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑒
𝑡−1) .

З урахуванням Твердження КЛ15.1.2 маємо

𝑀2𝑌 (𝑡) = 𝑒𝑡·0𝑀𝑌 (2𝑡) = 𝑒𝜆(𝑒
2𝑡−1) .

Отже
𝑀𝑋+2𝑌 (𝑡) = 𝑒𝜆(𝑒

𝑡−1) · 𝑒𝜆(𝑒
2𝑡−1) = 𝑒𝜆(𝑒

𝑡+𝑒2𝑡−2) .

Твiрна функцiя моментiв для розподiлу Пуассона завжди скiнченна, тому
за Теоремою КЛ15.4.3 її твiрна функцiя моментiв може вiдповiдати тiльки
розподiлу Пуассона. Твiрна функцiя моментiв, яку ми щойно дiстали, не
вкладається у функцiйну форму твiрних функцiй моментiв для розподiлу
Пуассона, тому робимо висновок, що 𝑋 + 2𝑌 не має розподiлу Пуассона.

Вправа 17.2.5. Нехай твiрна функцiя моментiв деякої випадкової вели-
чини 𝑋 дорiвнює

𝑀𝑋(𝑡) =
1

5
𝑒𝑡 +

2

5
𝑒4𝑡 +

2

5
𝑒8𝑡 .

Який розподiл має 𝑋?
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Розв’язання. Якщо ми маємо три рiзнi доданки у твiрнiй функцiї момен-
тiв, усi з яких є експонентами, випадкова величина 𝑋 повинна бути дис-
кретною, а її носiй повинен складатися з трьох елементiв. Справдi, нехай
supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, а функцiя ймовiрности дорiвнює 𝑝𝑋(𝑥𝑖) = 𝑝𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тодi

𝑀𝑋(𝑡) = E
[︀
𝑒𝑡𝑋
]︀
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘𝑡𝑝𝑋(𝑥𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘𝑒
𝑘𝑡 .

У нашому випадку присутнi тiльки експоненти для 𝑘 = 1, 4, 8. Отже бачи-
мо, що 𝑋 має дискретний розподiл, а її функцiя ймовiрности дорiвнює

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

5
, 𝑥 = 1

2

5
, 𝑥 = 4

2

5
, 𝑥 = 8

.

Вправа 17.2.6. Нехай твiрна функцiя моментiв деякої випадкової вели-
чини 𝑋 дорiвнює

𝑀𝑋(𝑡) =
1

6

(︀
4 + 𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡

)︀
.

Який розподiл має 𝑋?

Розв’язання. За аналогiєю з попереднiм випадком, 𝑋 є дискретною випад-
ковою величиною з функцiєю ймовiрности

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

6
, 𝑥 = −1

4

6
, 𝑥 = 0

1

6
, 𝑥 = 1

.

Вправа 17.2.7. Нехай випадкова величина 𝑋 має щiльнiсть

𝑓(𝑥) = 𝑥−2 · 1 {𝑥 > 1} .

На якому промiжку скiнченна її твiрна функцiя моментiв 𝑀𝑋? Що мо-
жна сказати про iснування моментiв 𝑋?



336 Твiрнi функцiї моментiв

Розв’язання. Твiрна функцiя моментiв 𝑋 дорiвнює

𝑀𝑋(𝑡) = E
[︀
𝑒𝑡𝑋
]︀
=

� ∞

1

𝑒𝑡𝑥

𝑥2
𝑑𝑥 .

Цей iнтеграл розбiжний для всiх 𝑡 > 0, але збiжний для всiх 𝑡 ≤ 0.
Теорема КЛ15.2.1 стверджує, що якби 𝑀𝑋 була скiнченна в околi 0, то

iснували б моменти всiх порядкiв. Наша твiрна функцiя моментiв не є скiн-
ченна в околi 0, проте для цього випадку теорема нiчого не каже (згадаймо,
що логнормальний розподiл має всi моменти, проте його твiрна функцiя
моментiв також скiнченна тiльки для 𝑡 ≤ 0).
Проте в нашому випадку моменти справдi не iснують:

E [𝑋𝑛] =

� ∞

1

𝑥𝑛−2 𝑑𝑥 = ∞

для всiх 𝑛 ∈ N.

Вправа 17.2.8. Чому дорiвнює твiрна функцiя моментiв для випадкової
величини 𝑋 ∼ 𝜒2

𝑘?

Розв’язання. Згiдно з Прикладом КЛ10.2.5, 𝑋 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑍
2
𝑖 , де 𝑍𝑖 ∼ 𝑁(0, 1),

𝑖 = 1, . . . , 𝑘, i всi величини незалежнi.
Тодi за Твердженням КЛ15.1.3 маємо

𝑀𝑋(𝑡) =
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑀𝑍2
𝑖
(𝑡) .

Твiрну функцiю моментiв для 𝑍2
𝑖 знайдiмо за визначенням:

𝑀𝑍2
𝑖
(𝑡) = E

[︁
𝑒𝑡𝑍

2
𝑖

]︁
=

1√
2𝜋

� ∞

−∞
𝑒𝑡𝑥

2

𝑒−
𝑥2

2 𝑑𝑥

=
1√
2𝜋

� ∞

−∞
𝑒
− 𝑥2

2· 1
1−2𝑡 𝑑𝑥

=
1√

1− 2𝑡

� ∞

−∞

1√
2𝜋 1√

1−2𝑡

𝑒
− 𝑥2

2· 1
1−2𝑡 𝑑𝑥 =

1√
1− 2𝑡

,

оскiльки пiд iнтегралом стоїть щiльнiсть випадкової величини з розподiлом
𝑁
(︀
0, 1

1−2𝑡

)︀
, i тому iнтеграл дорiвнює 1.

Важливо розумiти, що вiдповiдний iнтеграл буде збiжний тiльки тодi,
коли 1 − 2𝑡 > 0, тобто коли 𝑡 < 1

2 . На iнтуїтивному рiвнi це очiкувано, бо
дисперсiя 1

1−2𝑡 повинна бути додатною. Строго формально, якщо 𝑡 ≥ 1
2 , то
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показник експоненти пiд iнтегралом буде додатний, а отже iнтеграл буде
розбiжний. Остаточно маємо

𝑀𝑋(𝑡) =
1

(1− 2𝑡)
𝑘
2

.

Оскiльки твiрна функцiя моментiв визначена для 𝑡 < 1
2 , вона в тому числi

визначена у вiдкритому околi 0, наприклад, 𝑡 ∈
(︀
−1

2 ;
1
2

)︀
. Отже iснують

моменти довiльних порядкiв.

Вправа 17.2.9. Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 ∼ Bern (0.5), i всi величини незалежнi.
Чому дорiвнює оцiнка Черноффа ймовiрности, що середнє вибiркове не
вiдхилятиметься вiд свого сподiвання бiльше вiд 0.1? Порiвняйте з оцiнкою
з нерiвности Чебишова.

Розв’язання. Оскiльки 𝑋 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖, а

∑︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 ∼ Binom (𝑛, 0.5), сподi-

вання середнього вибiркового дорiвнює 0.5. Отже нас цiкавить iмовiрнiсть

P𝑋

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
≥ 1

10

)︂
= P𝑋

(︂
𝑋 − 1

2
≥ 1

10

)︂
+ P𝑋

(︂
𝑋 − 1

2
≤ − 1

10

)︂
= P𝑋

(︂
𝑋 ≥ 1

2
+

1

10

)︂
+ P𝑋

(︂
𝑋 ≤ 1

2
− 1

10

)︂
= P𝑋

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 ≥
3𝑛

5

)︃
+ P𝑋

(︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 ≥ −2𝑛

5

)︃
.

Для використання оцiнки Черноффа нам потрiбно знати твiрну функцiю
моментiв випадкової величини, iмовiрнiсть якої оцiнюємо. Для бiномної
величини твiрна функцiя моментiв дорiвнює

𝑀(𝑡) =

(︂
1 +

1

2

(︀
𝑒𝑡 − 1

)︀)︂𝑛

=

(︂
1

2
(𝑒𝑡 + 1)

)︂𝑛

.

За нерiвнiстю Черноффа першу ймовiрнiсть можна оцiнити так:

P𝑋

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 ≥
3𝑛

5

)︃
≤ min

𝑠>0
𝑒−

3𝑛𝑠
5

(︂
1

2
(𝑒𝑠 + 1)

)︂𝑛

.

Спочатку прологаритмуймо вираз справа, оскiльки тодi буде простiше
шукати умову першого порядку:

ln

(︂
𝑒−

3𝑛𝑠
5

(︂
1

2
(𝑒𝑠 + 1)

)︂𝑛)︂
= 𝑛

(︂
ln

1

2
+ ln(𝑒𝑠 + 1)− 3𝑠

5

)︂
.
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Умова першого порядку має вид

𝑛

(︂
𝑒𝑠

𝑒𝑠 + 1
− 3

5

)︂
= 0 ,

звiдки 𝑠 = ln 3
2 . Перевiрте, що друга похiдна в цiй точцi буде додатна, отже

це справдi точка мiнiмуму. Пiдставивши в нерiвнiсть Черноффа, дiстаємо

P𝑋

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 ≥
3𝑛

5

)︃
≤ 𝑒−

3𝑛 ln 3
2

5

(︂
1

2

(︁
𝑒ln

3
2 + 1

)︁)︂𝑛

≈ (0.98)𝑛 .

Другу ймовiрнiсть можна оцiнити, помiтивши, що для −
∑︀𝑛

𝑖=1𝑋𝑖 твiрну
функцiю моментiв потрiбно взяти з аргументом −𝑡:

P𝑋

(︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 ≥ −2𝑛

5

)︃
≤ min

𝑠>0
𝑒

2𝑛𝑠
5

(︂
1

2
(𝑒−𝑠 + 1)

)︂𝑛

.

Логаритмуючи, дiстаємо

ln

(︂
𝑒

2𝑛𝑠
5

(︂
1

2
(𝑒−𝑠 + 1)

)︂𝑛)︂
= 𝑛

(︂
ln

1

2
+ ln(𝑒−𝑠 + 1) +

2𝑠

5

)︂
.

Умова першого порядку має вид

𝑛

(︂
−𝑒−𝑠

𝑒−𝑠 + 1
+

2

5

)︂
= 0 ,

звiдки 𝑠 = ln 3
2 . Перевiрте, що друга похiдна в цiй точцi буде додатна, отже

це справдi точка мiнiмуму. Пiдставивши в нерiвнiсть Черноффа, дiстаємо

P𝑋

(︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 ≥ −2𝑛

5

)︃
≤ 𝑒

2𝑛 ln 3
2

5

(︂
1

2

(︁
𝑒− ln 3

2 + 1
)︁)︂𝑛

≈ (0.98)𝑛 .

Отже сумарна оцiнка дорiвнює

P𝑋

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
≥ 1

10

)︂
≤ (0.98)𝑛 + (0.98)𝑛 = 2(0.98)𝑛 .

Оцiнка з нерiвности Чебишова натомiсть дорiвнює

P𝑋

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
≥ 1

10

)︂
≤

Var
(︀
𝑋
)︀

1/102
=

100

4𝑛
=

25

𝑛
,

тобто оцiнка Черноффа значно точнiша.
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Вправа 17.2.10. До цього моменту ми розглядали твiрнi функцiї моментiв
окремих величин. У цiлком схожий спосiб можна розглянути твiрнi фун-
кцiї моментiв випадкових векторiв. Нехай X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)

⊤ має деякий
спiльний розподiл. Тодi його спiльною твiрною функцiєю моментiв (joint
moment generating function) є

𝑀X(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = E
[︀
𝑒𝑡1𝑋1+...+𝑡𝑛𝑋𝑛

]︀
. (17.2.1)

Тодi твiрна функцiя окремої координати 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, дорiвнює

𝑀𝑋𝑖
(𝑡) = 𝑀(0, . . . , 0, 𝑡, 0, . . . , 0) = E

[︀
𝑒0+...+0+𝑡𝑋𝑖+0+...+0

]︀
= E

[︀
𝑒𝑡𝑋𝑖
]︀
.

Вважаємо, що 𝑀X визначена, якщо вiдповiдне сподiвання скiнченне.
Можна показати2, що якщо твiрна функцiя моментiв визначена на деяко-

му околi нуля, то вона однозначно задає вiдповiдний (спiльний) розподiл.
Використайте цей результат для доведення такого твердження.
Випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 незалежнi тодi й тiльки тодi, коли

𝑀X(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = 𝑀𝑋1
(𝑡1) . . .𝑀𝑋𝑛

(𝑡𝑛) , (17.2.2)

якщо твiрнi функцiї моментiв визначенi на деякому околi нуля кожна.

Розв’язання. Нехай величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 незалежнi. Тодi

𝑀X(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = E
[︀
𝑒𝑡1𝑋1+...+𝑡𝑛𝑋𝑛

]︀
= E

[︀
𝑒𝑡1𝑋1 . . . 𝑒𝑡𝑛𝑋𝑛

]︀
= E

[︀
𝑒𝑡1𝑋1

]︀
. . .E

[︀
𝑒𝑡𝑛𝑋𝑛

]︀
= 𝑀𝑋1

(𝑡1) . . .𝑀𝑋𝑛
(𝑡𝑛) .

Нехай тепер виконується (17.2.2). Тодi твiрна функцiя моментiв 𝑀X до-
рiвнює добутку твiрних функцiй моментiв окремих величин 𝑀𝑌𝑖

, 𝑖 = 1, . . .,

𝑛, де 𝑌𝑖
𝑑
= 𝑋𝑖. Оскiльки спiльна твiрна функцiя моментiв однозначно задає

спiльний розподiл, виходить, що 𝑌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, мають спiльний розподiл,
який задає 𝑀X. А отже вони мiж собою незалежнi, як i 𝑋𝑖.

Вправа 17.2.11. Нехай 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 — двi величини з однаковим нормальним
розподiлом 𝑁(𝜇, 𝜎2). Покажiть, використовуючи апарат твiрних функцiй
моментiв, що 𝑋 + 𝑌 ⊥⊥ 𝑋 − 𝑌 .

2Проте це виходить за рамки нашого курсу.
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Розв’язання. Нескладно бачити, що

𝑀𝑋+𝑌,𝑋−𝑌 (𝑠, 𝑡) = E
[︁
𝑒𝑡(𝑋+𝑌 )+𝑠(𝑋−𝑌 )

]︁
= E

[︁
𝑒(𝑡+𝑠)𝑋+(𝑡−𝑠)𝑌

]︁
= E

[︁
𝑒(𝑡+𝑠)𝑋

]︁
E
[︁
𝑒(𝑡−𝑠)𝑌

]︁
= 𝑀𝑋(𝑡+ 𝑠)𝑀𝑌 (𝑡− 𝑠) ,

де ми використали незалежнiсть 𝑋 ⊥⊥ 𝑌 . Згiдно з Твердженням КЛ15.1.4,

𝑀𝑋+𝑌,𝑋−𝑌 (𝑠, 𝑡) = 𝑒𝜇(𝑡+𝑠)+𝜎2 (𝑡+𝑠)2

2 𝑒𝜇(𝑡−𝑠)+𝜎2 (𝑡−𝑠)2

2 = 𝑒2𝜇𝑡+𝜎2𝑡2𝑒𝜎
2𝑠2 .

Цiлком очевидно, що ми маємо добуток двох твiрних функцiй моментiв,
для випадкових величин 𝑁(2𝜇, 2𝜎2) i 𝑁(0, 2𝜎2) вiдповiдно. Але оскiльки це
повинна бути спiльна твiрна функцiя моментiв деякого розподiлу, i оскiль-
ки спiльна твiрна функцiя моментiв однозначно задає розподiл (вона скiн-
ченна на всiй площинi), бачимо, що випадковi величини 𝑋 + 𝑌 ⊥⊥ 𝑋 − 𝑌 ,
адже їхня спiльна твiрна функцiя моментiв дорiвнює добутку двох окре-
мих твiрних функцiй моментiв. Понад те, робимо висновок, що 𝑋 + 𝑌 ∼
𝑁(2𝜇, 2𝜎2), 𝑋 − 𝑌 ∼ 𝑁(0, 2𝜎2).

Вправа 17.2.12. Нехай число подiй 𝑋 має розподiл Пуассона з параме-
тром 𝜆. Нехай кожну з цих подiй можуть, незалежно вiд iнших, у деякий
спосiб помiтити з iмовiрнiстю 𝑝. Покажiть, що число помiчених подiй i
число непомiчених подiй є незалежними пуассонiвськими величинами зi
сподiваннями 𝜆𝑝 i 𝜆(1− 𝑝).

Розв’язання. Позначмо число помiчених подiй через𝑋𝑐. Нас цiкавить спiль-
на твiрна функцiя моментiв для величин 𝑋𝑐 i 𝑋 − 𝑋𝑐 (число непомiче-
них подiй). Якщо ми знаємо загальне число подiй 𝑛, то вочевидь має-
мо ситуацiю зi схемою Бернуллi, у якiй успiхом є помiчена подiя. Тодi
𝑋𝑐 | 𝑋 = 𝑛 ∼ Binom (𝑛, 𝑝) i можна обчислити спiльну твiрну функцiю
моментiв за допомогою закону iтерованих сподiвань:

𝑀𝑋𝑐, 𝑋−𝑋𝑐
(𝑠, 𝑡) = E

[︁
𝑒𝑠𝑋𝑐+𝑡(𝑋−𝑋𝑐)

]︁
= E

[︁
E
[︁
𝑒𝑠𝑋𝑐+𝑡(𝑋−𝑋𝑐) | 𝑋 = 𝑛

]︁]︁
= E

[︁
𝑒𝑡𝑋E

[︁
𝑒(𝑠−𝑡)𝑋𝑐 | 𝑋 = 𝑛

]︁]︁
.

З урахуванням виразу для твiрної функцiї моментiв для бiномного розпо-
дiлу Binom (𝑛, 𝑝) з Твердження КЛ15.1.4, маємо

𝑀𝑋𝑐, 𝑋−𝑋𝑐
(𝑠, 𝑡) = E

[︁
𝑒𝑡𝑋
(︀
1 + 𝑝

(︀
𝑒𝑠−𝑡 − 1

)︀)︀𝑋]︁
= E

[︁(︀
𝑝𝑒𝑠 + (1− 𝑝)𝑒𝑡

)︀𝑋]︁
.
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Оскiльки 𝑋 ∼ Pois (𝜆), вiдповiдно до Твердження КЛ15.1.4 маємо

E
[︁(︀
𝑝𝑒𝑠 + (1− 𝑝)𝑒𝑡

)︀𝑋]︁ ≡ E
[︁
𝑒𝑎𝑋
]︁
= 𝑀𝑋(𝑎) = 𝑒𝜆(𝑒

𝑎−1) ,

отже
𝑀𝑋𝑐, 𝑋−𝑋𝑐

(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝜆((𝑝𝑒
𝑠+(1−𝑝)𝑒𝑡)−1) = 𝑒𝜆𝑝(𝑒

𝑠−1)𝑒𝜆(1−𝑝)(𝑒𝑡−1) .

Як i у Вправi 17.2.11, робимо висновок, що 𝑋𝑐 ∼ Pois (𝑝𝜆), 𝑋 − 𝑋𝑐 ∼
Pois ((1− 𝑝)𝜆), i що 𝑋𝑐 ⊥⊥ 𝑋 −𝑋𝑐.



342

Лiтература

[1] J. K. Blitzstein and J. Hwang, Introduction to Probability, 2nd ed. Boca
Raton: Taylor & Francis Group, LLC, 2019, 636 pp.

[2] M. D. DiSorbo. “Probability!” (2022), [Online]. Available: https : / /

bookdown.org/probability (visited on 09/04/2022).

[3] S. S. Venkatesh, The Theory of Probability: Explorations and Applications.
Cambridge: Cambridge University Press, 2013, 832 pp.

[4] S. Ross, A First Course in Probability, 10th ed. Harlow: Pearson, 2020,
530 pp.

[5] A. Johnson, Geometric Probability. Lexington: COMAP, Inc., 1995, 60 pp.

[6] G. Casella and R. Berger, Statistical Inference, English, 2nd ed. Pacific
Grove: Duxbury Resource Center, 2002, 686 pp.

[7] M. H. DeGroot and M. J. Schervish, Probability and statistics, 4th ed.
London: Pearson, 2014, 911 pp.

[8] J. Pitman, Probability. New York: Springer-Verlag, 1993, 564 pp.

https://bookdown.org/probability
https://bookdown.org/probability


343

Предметний показник

А
абсолютна неперервнiсть вiдносно

мiри, 121
абсолютнi моменти, 253
абсолютнi центральнi моменти,

253
абсолютно неперервна випадкова

величина, 121
𝜎-адитивна мiра, 46
алгебра, 26
𝜎-алгебра, 27
𝜎-алгебра, яку породжує

випадковий вектор, 295
апостерiорна ймовiрнiсть, 65
апрiорна ймовiрнiсть, 65
асоцiативнiсть, 8

Б
багатовимiрний нормальний

розподiл, 227
Беєсiвське виведення, 162
Бета-розподiл, 162
бiномна теорема, 17
бiномний коефiцiєнт, 16
бiномний розподiл, 90
Борелева 𝜎-алгебра, 28
Борелева дiйсна вiсь, 29
Борелева множина, 28
Борелiв простiр, 29

В
вартiсть пiд ризиком, 152
верхня границя послiдовности

подiй, 314
вибiр, 12
вибiр без збереження порядку, 12
вибiр без повторень, 12

вибiр зi збереженням порядку, 12
вибiр iз повтореннями, 12
вимiрна множина, 27
вимiрна функцiя, 85
вимiрний простiр, 27
випадкова величина, 85
випадковий експеримент, 8
випробування Бернуллi, 89
вiд’ємний бiномний розподiл, 106
власна iнформацiя, 256

Г
Гамма-розподiл, 225
геометрична ймовiрнiсть, 10
геометричний розподiл, 104
гiпергеометричний розподiл, 106

Д
де Моргана закони, 9
дискретна випадкова величина, 87
дисперсiя, 88
дистрибутивнiсть, 9
добуток мiр, 185
добуток просторiв, 185
доповнення множини, 9
друга лема Бореля-Кантеллi, 315

Е
експоненцiйний розподiл, 165
елементарна подiя, 8
ентропiя, 256

З
задача Бертрана про вибори, 32
задача зiставлень де Монморта, 52
задача Монтi Голла, 72
задача Ньютона-Пiпса, 18



344 ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЗНИК

задача про голку Бюффона, 37
задача про днi народження, 13
задача про зустрiч, 39
задача про колекцiонера купонiв,

114
задача про розорення гравця, 75
закон iтерованих сподiван, 298
Закон несвiдомого статистика, 88
закон несвiдомого статистика, 124
закон повного сподiвання, 297
закон повної дисперсiї, 299
закон повної ймовiрности, 66
збiжнiсть з iмовiрнiстю 1, 316
збiжнiсть за ймовiрнiстю, 316
збiжнiсть майже напевно, 316
збiжнiсть у середньому порядку 𝑝,

317
згортка, 211

I
iмовiрнiсна мiра, 47
iндекс Джинi, 270
iнтегральне перетворення

ймовiрностей, 161

К
квантиль, 255
квартиль, 255
класична ймовiрнiсть, 9
класичне визначення

ймовiрности, 9
коварiацiя, 190
коефiцiєнт асиметрiї, 254
коефiцiєнт ексцесу, 255
коефiцiєнт кореляцiї, 191
комбiнаторна тотожнiсть Ферма,

42
комутативнiсть, 8
крива Лоренца, 270

Л
логiстичний розподiл, 129

М
маржинальна функцiя розподiлу,

189

маржинальна щiльнiсть
розподiлу, 189

маржинальний розподiл, 188
матриця коварiацiй, 192
медiана, 252
метод вiдбиття, 32
мiра, 46
мiри центральної тенденцiї, 251
мода, 252
моменти, 253
монотонно неспадна мiра, 47
мультиномний розподiл, 226

Н
Названий так на честь

французького математика
П’єра-Симона де Лапласа
(Pierre-Simon, marquis de
Laplace, 1749–1827)., 222

незалежнi подiї, 67
незалежнiсть випадкових

величин, 192
некорельованi випадковi

величини, 194
неможлива подiя, 9
неперервна мiра, 48
неперервнiсть зверху, 48
неперервнiсть знизу, 48
неперервнiсть у порожнiй

множинi, 48
нерiвнiсть Була, 48
нерiвнiсть Єнсена, 250
нерiвнiсть Маркова, 250
нерiвнiсть Чебишова, 251
несумiснi подiї, 9
нижня границя послiдовности

подiй, 314
нормальний розподiл, 146
носiй випадкової величини, 87, 123

О
об’єднання множин, 9
образ мiри, 86
однобiчна нерiвнiсть Чебишова,

259



ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЗНИК 345

опукла функцiя, 249
оцiнка Чернова, 332

П
певна подiя, 9
перестановка, 13
перетворення Бокса-Мюллера, 235
перетворення зсуву та

масштабування, 143
перетин множин, 9
персентиль, 256
перша лема Бореля-Кантеллi, 315
повторний iнтеграл, 186
подвiйний iнтеграл, 186
подiя, 8
породжена алгебра, 28
породжена 𝜎-алгебра, 28
порожня множина, 9
порядковi статистики, 163
посилений закон великих чисел,

318
похiдна Радона-Никодима, 121
правило множення, 11
прирiст iнформацiї, 258
прокляття переможця, 301
прообраз, 85
простiр елементарних подiй, 8
процес Пуассона, 166
Пуассонiвська парадигма, 104

Р
рiвнiсть за розподiлом, 86
рiвномiрний розподiл, 89, 144
рiзниця множин, 9
розбиття, 8
розподiл без пам’яти, 105
розподiл Бернуллi, 89
розподiл випадкової величини, 86
розподiл Лапласа, 222
розподiл Парето, 168
розподiл Пуассона, 103
розподiл Рейлi, 130
розподiл, який визначають його

моменти, 332

розходження Кульбака-Ляйблера,
257

С
середня абсолютна похибка, 279
середньоквадратичне вiдхилення,

88
симетричний розподiл, 254
сiм’я розподiлiв вiдносно

зсуву-масштабування, 143
скiнченна мiра, 46
𝜎-скiнченна мiра, 47
скiнченно-адитивна мiра, 47
слабкий закон великих чисел, 318
спiльна твiрна функцiя моментiв,

339
спiльна функцiя ймовiрности, 188
спiльна функцiя розподiлу, 187
спiльна щiльнiсть розподiлу, 187
спiльний розподiл, 186
сподiвання, 87, 123, 189
спряжений апрiорний розподiл,

163, 237, 291
стандартний нормальний

розподiл, 145
стандартний рiвномiрний

розподiл, 144
стандартний розподiл Кошi, 127
𝜎-субадитивна мiра, 47
схема Бернуллi, 90

Т
твiрна функцiя моментiв, 330
теорема Беєса, 66
теорема Каратеодорi, 48
теорема про добуток мiр, 185
теорема про неперервне

вiдображення, 317
теорема Радона-Никодима, 121
теорема Фубiнi, 185
теорiя iнформацiї, 256

У
умовна дисперсiя, 279
умовна ймовiрнiсть, 65, 295



346 ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЗНИК

умовна медiана, 279
умовна функцiя ймовiрности, 108,

276
умовна функцiя розподiлу, 276,

278
умовна щiльнiсть розподiлу, 277
умовне сподiвання, 296, 297
умовно незалежнi подiї, 67
унiверсальна множина, 9

Ф
формула замiни змiнних, 142
формула замiни змiнних для

випадкових векторiв, 224
функцiя вiд множини, 46
функцiя ймовiрности, 87
функцiя розподiлу, 119

Ц
центральнi моменти, 253

Щ
щiльнiсть розподiлу, 122

A
absolute central moments, 253
absolute moments, 253
absolutely continuity with respect

to measure, 121
absolutely continuous random

variable, 121
𝜎-additive measure, 46
algebra, 26
𝜎-algebra, 27
𝜎-algebra generated by a random

vector, 295
associativity, 8

B
Bayes’ Theorem, 66
Bayesian inference, 162
Bernoulli distribution, 89
Bernoulli scheme, 90
Bernoulli trial, 89
Bertrand’s ballot problem, 32
Beta distribution, 162

binomial coefficient, 16
Binomial distribution, 90
binomial theorem, 17
birthday problem, 13
Boole’s inequality, 48
Borel 𝜎-algebra, 28
Borel real line, 29
Borel set, 28
Borel space, 29
Box-Muller transform, 235
Buffon’s needle problem, 37

C
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kurtosis, 255

L
Laplace distribution, 222
law of iterated expectations, 298
law of total expectation, 297
Law of total probability, 66
law of total variance, 299
Law of unconscious statistician, 88
law of unconscious statistician, 124
limit inferior of a sequence of

events, 314
limit superior of a sequence of

events, 314
location-scale distribution family,

143
location-scale transformation, 143
logistic distribution, 129
Lorenz curve, 270

M
marginal distribution, 188
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marginal distribution function, 189
marginal probability density

function, 189
Markov’s inequality, 250
mean absolute error, 279
measurable function, 85
measurable set, 27
measurable space, 27
measure, 46
measures of central tendency, 251
median, 252
meeting problem, 39
memoryless distribution, 105
mode, 252
moment generating function, 330
moments, 253
monotonically nondecreasing, 47
Monty Hall problem, 72
multinomial distribution, 226
multiplication rule, 11
multivariate normal distribution,

227
mutually exclusive events, 9

N
naive probability, 9
negative Binomial distribution, 106
Newton-Pepys problem, 18
normal distribution, 146

O
one-sided Chebyshev inqeuality, 259
order statistics, 163

P
Pareto distribution, 168
partition, 8
percentile, 256
permutation, 13
Poisson distribution, 103
Poisson paradigm, 104
Poisson process, 166
posterior probability, 65
prior probability, 65
probability density function, 122

probability integral transform, 161
probability mass function, 87
probability measure, 47
product measure, 185
product measure theorem, 185
product space, 185

Q
quantile, 255
quartile, 255

R
Radon-Nikodym derivative, 121
Radon–Nikodym theorem, 121
random experiment, 8
random variable, 85
Rayleigh distribution, 130
reflection method, 32

S
sample, 8
sample space, 8
sampling, 12
sampling with replacement, 12
sampling without replacement, 12
second Borel-Cantelli lemma, 315
self-information, 256
set complement, 9
set difference, 9
set function, 46
set intersection, 9
set union, 9
skewness, 254
standard Cauchy distribution, 127
standard deviation, 88
standard normal distribution, 145
standard uniform distribution, 144
strong law of large numbers, 318
𝜎-subadditive measure, 47
support of a random variable, 87,

123
surprisal value, 256
symmetric distribution, 254

U
uncorrelated random variables, 194



ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЗНИК 349

uniform distribution, 89, 144
universal set, 9

V
value at risk, 152
variance, 88

W
weak law of large numbers, 318
winnder’s curse, 301

Z
Z-score, 147
Z-оцiнка, 147


	Передмова
	1 Обчислення класичної ймовірности
	1.1 Основні теоретичні відомості
	1.2 Обчислення класичних імовірностей для скінченних просторів
	1.2.1 Правило множення
	1.2.2 Вибір

	1.3 Додаткові задачі

	2 Комбінаторні доведення. Геометричні ймовірності. Вимірні множини
	2.1 Основні теоретичні відомості
	2.2 Комбінаторні доведення
	2.3 Метод відбиття
	2.4 Геометричні ймовірності
	2.5 -алгебри подій
	2.6 Додаткові задачі

	3 Властивості ймовірнісної міри
	3.1 Основні теоретичні відомості
	3.2 Застосування властивостей імовірностей
	3.3 Теорема включення-виключення
	3.4 Властивості міри
	3.5 Додаткові задачі

	4 Умовна ймовірність
	4.1 Основні теоретичні відомості
	4.2 Визначення умовної ймовірности
	4.3 Теорема Беєса та повна ймовірність
	4.4 Незалежність подій
	4.5 Додаткові вправи

	5 Дискретні випадкові величини. Схема Бернуллі
	5.1 Основні теоретичні відомості
	5.2 Загальні дискретні випадкові величини
	5.3 Схема Бернуллі
	5.4 Додаткові вправи

	6 Деякі поширені дискретні розподіли
	6.1 Основні теоретичні відомості
	6.2 Розподіл Пуассона
	6.3 Інші дискретні розподіли
	6.4 Додаткові вправи

	7 Неперервні випадкові величини
	7.1 Основні теоретичні відомості
	7.2 Функції розподілу
	7.3 Щільності розподілу
	7.4 Сподівання та дисперсія
	7.5 Додаткові вправи

	8 Функції від випадкових величин. Деякі неперервні розподіли
	8.1 Основні теоретичні відомості
	8.2 Рівномірний розподіл
	8.3 Нормальний розподіл
	8.4 Функції від випадкових величин
	8.5 Додаткові вправи

	9 Окремі застосування неперервних випадкових величин
	9.1 Основні теоретичні відомості
	9.2 Інтегральне перетворення ймовірностей
	9.3 Бета-розподіл та елементи Беєсівського виведення
	9.4 Порядкові статистики
	9.5 Експоненційний розподіл та процес Пуассона
	9.6 Додаткові вправи

	10 Випадкові вектори та незалежні випадкові величини. Частина 1
	10.1 Основні теоретичні відомості
	10.2 Спільні функції та щільності розподілів
	10.3 Сподівання та коваріації, незалежність
	10.4 Додаткові вправи

	11 Випадкові вектори та незалежні випадкові величини. Частина 2
	11.1 Основні теоретичні відомості
	11.2 Незалежність випадкових величин
	11.3 Обчислення сподівань через суму індикаторних величин
	11.4 Суми незалежних випадкових величин
	11.5 Додаткові вправи

	12 Функції від випадкових векторів та їхні розподіли
	12.1 Основні теоретичні відомості
	12.2 Розподіл функції від випадкового вектора
	12.3 Гамма-розподіл
	12.4 Мультиномний розподіл
	12.5 Багатовимірний нормальний розподіл
	12.6 Додаткові вправи

	13 Сподівання та інші характеристики випадкових величин
	13.1 Основні теоретичні відомості
	13.2 Нерівності зі сподіваннями
	13.3 Міри центральної тенденції
	13.4 Моменти вищих порядків та квантилі
	13.5 Додаткові вправи

	14 Умовні розподіли
	14.1 Основні теоретичні відомості
	14.2 Умовні функції ймовірности
	14.3 Умовні щільності
	14.4 Умовні сподівання й медіана як найліпші предиктори
	14.5 Додаткові вправи

	15 Умовні сподівання
	15.1 Основні теоретичні відомості
	15.2 Обумовлення подіями з розбиття
	15.3 Обумовлення випадковими величинами
	15.4 Додаткові вправи

	16 Збіжність послідовностей випадкових величин. Закон великих чисел
	16.1 Основні теоретичні відомості
	16.2 Послідовності випадкових величин
	16.3 Закон великих чисел
	16.4 Додаткові вправи

	17 Твірні функції моментів
	17.1 Основні теоретичні відомості
	17.2 Вправи

	Література
	Предметний показник

