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Поняття з попереднього заняття

На цьому заняттi продовжуватимемо розбирати практичнi приклади, для
яких у нас достатньо знань
Знову використовуватимемо ранiше розглянутi поняття:

Випадковий експеримент
Простiр елементарних подiй
Класичне визначення ймовiрности
Правило множення
Вибiр

Табл. Практикум1.2.1.: Способи пiдрахунку кiлькостей можливих варiантiв для
виборiв рiзного типу

Зi збереженням порядку Без збереження порядку

Iз повтореннями 𝑛𝑘

(︃
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

)︃

Без повторень
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

(︃
𝑛

𝑘

)︃
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Методи доведення комбiнаторних тотожностей

Як правило, доведення комбiнаторних тотожностей роблять:
Методом математичної iндукцiї
Виконанням алгебричних операцiй

Приклад (Практикум2.2.1)

Доведiмо тотожнiсть (︃
𝑛

𝑘

)︃
=

(︃
𝑛

𝑛− 𝑘

)︃
Це тривiально випливає з розкриття бiномного коефiцiєнту:(︃

𝑛

𝑘

)︃
=

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
=

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!(𝑛− (𝑛− 𝑘))!
=

(︃
𝑛

𝑛− 𝑘

)︃
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Методи доведення комбiнаторних тотожностей

Приклад (Практикум2.2.2)

Доведiмо тотожнiсть

(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
= (2𝑛− 1)(2𝑛− 3) . . . 3 · 1 (Практикум2.2.1)

Це можна здiйснити методом математичної iндукцiї:
База iндукцiї: якщо 𝑛 = 2, то

4!

22 · 2!
= 3 = 3 · 1

Iндукцiйний перехiд: нехай (Практикум2.2.1) виконується для 𝑛− 1. Тодi

(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
=

(2(𝑛− 1))!

2𝑛−1(𝑛− 1)!
·
(2𝑛)(2𝑛− 1)

2𝑛

= (2𝑛− 3) . . . 3 · 1 ·
(2𝑛)(2𝑛− 1)

2𝑛

= (2𝑛− 1)(2𝑛− 3) . . . 3 · 1
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Методи доведення комбiнаторних тотожностей

Часто такi тотожностi можна довести комбiнаторно

Шляхом розгляду рiзних способiв пiдрахунку варiантiв одного експерименту

Приклад (Практикум2.2.1)

Доведiмо тотожнiсть (︃
𝑛

𝑘

)︃
=

(︃
𝑛

𝑛− 𝑘

)︃
Злiва стоїть число варiантiв вибору 𝑘 членiв комiтету з-помiж 𝑛 кандидатiв

Справа стоїть число варiантiв вибору 𝑛− 𝑘 НЕ членiв комiтету з-помiж 𝑛
кандидатiв

Результат, очевидно, один i той самий
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Методи доведення комбiнаторних тотожностей

Приклад (Практикум2.2.2)

Доведiмо тотожнiсть

(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
= (2𝑛− 1)(2𝑛− 3) . . . 3 · 1 (Практикум2.2.1)

I злiва, i справа стоїть кiлькiсть варiантiв утворити 𝑛 пар iз 2𝑛 наявних осiб

Наприклад, для 𝑛 = 3 можливим розбиттям на пари є {{1, 5} , {2, 3} , {4, 6}}
Злiва:

Перестановка чисел вiд 1 до 2𝑛 визначає розбиття на пари
(1, 5,2, 3,4, 6) визначає розбиття {{1, 5} , {2, 3} , {4, 6}}
Усього — (2𝑛)! перестановок
(1, 5,2, 3,4,6) i (5, 1,3, 2,4,6) визначають однакове розбиття
Подiлити на 2𝑛 варiантiв перестановок у рамках кожної окремої пари
(1, 5,2, 3,4, 6) i (2, 3,4, 6,1, 5) визначають однакове розбиття
Подiлити на 𝑛! варiантiв перестановок самих пар

Справа:
Для першої особи iснує 2𝑛− 1 напарникiв
Паруємо їх i викидаємо
Для чергової особи iснує 2𝑛− 3 напарникiв
Паруємо їх i викидаємо
I т.д.
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Капiтан команди

Вправа (Практикум2.2.3)

Доведiмо тотожнiсть

𝑛

(︃
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︃
= 𝑘

(︃
𝑛

𝑘

)︃
= (𝑛− 𝑘 + 1)

(︃
𝑛

𝑘 − 1

)︃
, 𝑘 ≤ 𝑛 (Практикум2.2.2)

Розв’язання.

Вибiр команди в 𝑘 осiб iз-помiж 𝑛 наявних i призначення її капiтана
Перший варiант:

𝑛 варiантiв вибрати капiтана(︀𝑛−1
𝑘−1

)︀
варiантiв вибрати членiв його команди

Другий варiант:(︀𝑛
𝑘

)︀
варiантiв вибрати членiв команди

𝑘 варiантiв вибрати капiтана

Третiй варiант:(︀ 𝑛
𝑘−1

)︀
варiантiв вибрати членiв команди, що НЕ є капiтаном

𝑛− (𝑘 − 1) = 𝑛− 𝑘 + 1 варiантiв вибрати капiтана з решти осiб

Далi застосовуємо правило множення

9 / 53



Капiтан команди

Це дуже корисний результат:

𝑛

(︃
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︃
= 𝑘

(︃
𝑛

𝑘

)︃
⇒ 𝑛

𝑘

(︃
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︃
=

(︃
𝑛

𝑘

)︃
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Тотожнiсть Вандермонда

Вправа (Практикум2.2.4)

Доведiмо (︃
𝑚+ 𝑛

𝑘

)︃
=

𝑘∑︁
𝑗=0

(︃
𝑚

𝑗

)︃(︃
𝑛

𝑘 − 𝑗

)︃
(Практикум2.2.3)

Розв’язання.

Розгляньмо експеримент iз формування команди на олiмпiаду з математики
серед студентiв двох рiзних факультетiв

𝑚 студентiв представляють факультет 1, а 𝑛 — факультет 2

Злiва:
(︀
𝑚+𝑛

𝑘

)︀
варiантiв формування команди в 𝑘 осiб

Справа:
Команда з 𝑘 осiб: 𝑗 представникiв факультету 1 i 𝑘 − 𝑗 представникiв
факультету 2, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘(︀𝑚
𝑗

)︀
способiв вибрати 𝑗 представникiв факультету 1(︀ 𝑛

𝑘−𝑗

)︀
способiв вибрати 𝑗 представникiв факультету 2(︀𝑚

𝑗

)︀
·
(︀ 𝑛
𝑘−𝑗

)︀
варiантiв команди з 𝑗 представниками факультету 1

Просумувати за всiма 𝑗 i дiстати загальну кiлькiсть
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Про метод вiдбиття

Цiкавий клас задач можна розв’язувати методом вiдбиття (reflection
method)

Запропонував у 1887 р. Дезiре Андре (Desiré André, 1840–1917) для
розв’язання такої задачi

Вправа (Задача Бертрана про вибори (Bertrand’s Ballot Problem),
Практикум2.3.1)

У виборах беруть участь кандидати 𝐴 i 𝐵

Нехай за кандидата 𝐴 подадуть 𝑛 голосiв, а за 𝐵 — 𝑚 голосiв, 𝑚 < 𝑛 (𝐴
перемiг)

Голоси подаватимуть послiдовно i у випадковому порядку

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що кандидат 𝐴 буде лiдерувати протягом
усього часу?
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Випадкове блукання

Модель випадкового блукання (random walk)

Частинка починає рух iз точки 0

На кожному кроцi змiщується на 1 вправо або влiво з iмовiрнiстю 0.5

Позначмо позицiю на кроцi 𝑛 через 𝑆(𝑛)

Рис. Практикум2.3.1а
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Загальне число траєкторiй

Частинка може рухатися в обидва боки з однаковою ймовiрнiстю

Тому всi траєкторiї є рiвноймовiрними, а отже застосовна класична
ймовiрнiсть

Нехай 𝑁𝑛(𝑘) — число можливих рiзних траєкторiй вiд точки (0, 0) до точки
(𝑛, 𝑘)

Лема (Практикум2.3.2)

Нехай 𝑎, 𝑎′, 𝑏, 𝑏′ ∈ Z, 0 ≤ 𝑎 < 𝑎′

Тодi число траєкторiй вiд (𝑎, 𝑏) до (𝑎′, 𝑏′) залежить тiльки вiд 𝑛 = 𝑎′ − 𝑎,
𝑘 = 𝑏′ − 𝑏

У цьому випадку 𝑁𝑛(𝑘) =

(︃
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︃
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Загальне число траєкторiй

Доведення.

Траєкторiя вiд (𝑎, 𝑏) до (𝑎′, 𝑏′) передбачає 𝑟 крокiв «угору» та 𝑠 «униз»

Загальне число крокiв: 𝑛 = 𝑟 + 𝑠

Кiнцева позицiя: 𝑆(𝑛) = 𝑏+ 𝑘, де 𝑘 = 𝑟 − 𝑠

Звiдси

𝑟 =
𝑛+ 𝑘

2
, 𝑠 =

𝑛− 𝑘

2

Рис. Практикум2.3.1б

(𝑎, 𝑏) = (0,−1) , (𝑎′, 𝑏′) = (9, 0) , 𝑟 = 5 , 𝑠 = 4 , 𝑛 = 9 ,

𝑘 = 5− 4 = 1 , 𝑆(9) = −1 + 1 = 0
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Загальне число траєкторiй

Доведення.

Продовження...

Кроки «вгору» i «вниз» можна впорядкувати в будь-який спосiб

Iснує

(︃
𝑛

𝑟

)︃
варiантiв вибрати 𝑟 додатних крокiв iз 𝑛 можливих

Нехай (𝑎, 𝑏) = (0, 0), тодi (𝑎′, 𝑏′) = (𝑛, 𝑘), а вiдтак

𝑁𝑛(𝑘) =

(︃
𝑛

𝑟

)︃
=

(︃
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︃
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Метод вiдбиття

Твердження (Практикум2.3.3)

Нехай 𝑎, 𝑎′, 𝑏, 𝑏′ ∈ Z, 0 ≤ 𝑎 < 𝑎′, 𝑏, 𝑏′ > 0

Тобто траєкторiї починаються i закiнчуються вище нуля

Тодi число траєкторiй вiд (𝑎, 𝑏) до (𝑎′, 𝑏′), якi перетинають (або
торкають) вiсь абсцис, дорiвнює числу траєкторiй вiд (𝑎,−𝑏) до (𝑎′, 𝑏′)

Воно залежить тiльки вiд 𝑛 = 𝑎′ − 𝑎 i 𝑚 = 𝑏′ + 𝑏

Воно дорiвнює 𝑁𝑛(𝑚) =

(︃
𝑛

𝑛+𝑚
2

)︃
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Метод вiдбиття

Доведення.

Якщо траєкторiя перетинає (або торкає) вiсь абсцис, то iснує найменший
1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1, коли це стається:

𝑆(0) ≡ 𝑏 > 0, 𝑆(1) > 0, . . . , 𝑆(𝑗 − 1) > 0, 𝑆(𝑗) = 0

Уведiмо деякi позначення:
𝐴 = (𝑎, 𝑏) — початок
𝐵 = (𝑎+ 𝑗, 0) — дотик до оси абсцис
𝐴′ = (𝑎′, 𝑏′) — кiнець
𝐴′′ = (𝑎,−𝑏) — дзеркальне вiдображення початку

Рис. Практикум2.3.1в

𝐴 = (0, 2) , 𝐴′ = (13, 1), 𝐵 = (6, 0) , 𝐴′′ = (0,−2)
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Метод вiдбиття

Доведення.

Продовження...

Розгляньмо будь-яку траєкторiю, яка перетинає (або торкає) вiсь абсцис у
(𝑗, 0)

Для неї можна збудувати траєкторiю, частина якої до 𝑗-го кроку є
дзеркальним вiдображенням

Згiдно з Лемою Практикум2.3.2, iснує 𝑁𝑛(𝑏
′ − (−𝑏)) = 𝑁𝑛(𝑚) траєкторiй вiд

(𝑎,−𝑏) до (𝑎′, 𝑏′)

Але тодi буде iснувати стiльки ж траєкторiй вiд (𝑎, 𝑏) до (𝑎′, 𝑏′), що
перетинають (або торкають) вiсь абсцис
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Теорема про вибори (The Ballot Theorem)

Теорема (Практикум2.3.4)

Число можливих траєкторiй вiд (0, 0) до (𝑛, 𝑘), для яких 𝑆(𝑗) > 0 для всiх
𝑗 = 1, . . . , 𝑛, дорiвнює

𝑁+
𝑛 (𝑘) =

𝑘

𝑛
𝑁𝑛(𝑘) (Практикум2.3.1)

Доведення.

Траєкторiя починається з точки (0, 0)

Перший крок був «угору», i тому 𝑆(1) = 1 (iнакше не буде додатна)

Згiдно з Лемою Практикум2.3.2, усього таких траєкторiй є 𝑁𝑛−1(𝑘 − 1)
(𝑏′ = 𝑘, 𝑏 = 1)

Iз них перетинають (або торкають) вiсь абсцис 𝑁𝑛−1(𝑘 + 1) штук
(Твердження Практикум2.3.3, 𝑏′ = 𝑘, 𝑏 = 1)

Звiдси не перетинають (i не торкають) оси абсцис стiльки траєкторiй:

𝑁+
𝑛 (𝑘) = 𝑁𝑛−1(𝑘 − 1)−𝑁𝑛−1(𝑘 + 1) =

(︃
𝑛− 1

𝑛+𝑘
2

− 1

)︃
−

(︃
𝑛− 1
𝑛+𝑘
2

)︃
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Теорема про вибори (The Ballot Theorem)

Доведення.

Продовження...

Згiдно з (Практикум2.2.2),(︃
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︃
=

𝑘

𝑛

(︃
𝑛

𝑘

)︃
,

(︃
𝑛

𝑘

)︃
=

𝑛− 𝑘 + 1

𝑘

(︃
𝑛

𝑘 − 1

)︃
Отже(︃

𝑛− 1
𝑛+𝑘
2

− 1

)︃
=

𝑛+ 𝑘

2𝑛

(︃
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︃
(︃
𝑛− 1
𝑛+𝑘
2

)︃
=

(𝑛− 1)− 𝑛+𝑘
2

+ 1
𝑛+𝑘
2

(︃
𝑛− 1

𝑛+𝑘
2

− 1

)︃
=

(𝑛− 1)− 𝑛+𝑘
2

+ 1
𝑛+𝑘
2

· 𝑛+ 𝑘

2𝑛

(︃
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︃
Отже

𝑁+
𝑛 (𝑘) =

(︃
𝑛+ 𝑘

2𝑛
− 2

𝑛− 𝑛+𝑘
2

𝑛+ 𝑘
· 𝑛+ 𝑘

2𝑛

)︃(︃
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︃
=

𝑘

𝑛

(︃
𝑛

𝑛+𝑘
2

)︃
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Задача Бертрана про вибори

Вправа (Задача Бертрана про вибори (Bertrand’s Ballot Problem),
Практикум2.3.1)

У виборах беруть участь кандидати 𝐴 i 𝐵

Нехай за 𝐴 подадуть 𝑛 голосiв, а за 𝐵 — 𝑚 голосiв, 𝑚 < 𝑛 (𝐴 перемiг)

Голоси подаватимуть послiдовно i у випадковому порядку

Яка ймовiрнiсть, що кандидат 𝐴 буде лiдерувати протягом усього часу?

Розв’язання.

Випадкове блукання:
𝑘 — поточна кiлькiсть поданих голосiв
𝑆(𝑘) — рiзниця в голосах на 𝑘-ому кроцi

Наприклад: пiсля 7 голосiв 𝐴 має 5, а 𝐵 має 2: 𝑆(7) = 5− 2 = 3

Додатних траєкторiй iснує 𝑁+
𝑛+𝑚(𝑛−𝑚) = 𝑛−𝑚

𝑛+𝑚
𝑁𝑛+𝑚(𝑛−𝑚) штук

Усього iснує 𝑁𝑛+𝑚(𝑛−𝑚) траєкторiй

Тому

P («кандидат 𝐴 постiйно лiдерує») =
𝑛−𝑚

𝑛+𝑚
· 𝑁𝑛+𝑚(𝑛−𝑚)

𝑁𝑛+𝑚(𝑛−𝑚)
=

𝑛−𝑚

𝑛+𝑚
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Задача про решту

Вправа (Практикум2.3.5)

У маршрутне таксi по черзi у випадковому порядку сiдають 100
пасажирiв

У 75 з них є монети по 5 грн, у 25 — по 10 грн

Проїзд коштує 5 грн

На початку маршруту у водiя немає вiльних коштiв

Нехай подiя 𝐴 =«у водiя завжди буде принаймнi 5 грн для решти»

Нехай подiя 𝐵 =«у водiя завжди знаходитиметься решта»

Чому дорiвнюють P (𝐴) i P (𝐵)?
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Задача про решту

Розв’язання.

Випадкове блукання:
𝑘 — поточний пасажир
𝑆(𝑘) — поточна кiлькiсть монет по 5 грн

У пасажира 5 грн: 𝑆(𝑘) = 𝑆(𝑘 − 1) + 1
У пасажира 10 грн: 𝑆(𝑘) = 𝑆(𝑘 − 1) − 1

Кiнцева точка частинки дорiвнює (100, 75− 25) = (100, 50)

Згiдно з Лемою Практикум2.3.2,

|Ω| = 𝑁100(50) =

(︃
100

100+50
2

)︃
=

(︃
100

75

)︃

25 / 53



Задача про решту

Розв’язання.

Продовження...

Розгляньмо подiю 𝐴 =«у водiя завжди буде принаймнi 5 грн для решти»

По сутi, це траєкторiї, для яких 𝑆(𝑘) ≥ 1, 𝑘 = 1, . . . , 100

Тобто траєкторiї, якi нiколи не перетинають оси абсцис

Згiдно з Теоремою Практикум2.3.4,

|𝐴| = 𝑁+
100(50) =

50

100

(︃
100

75

)︃
=

1

2

(︃
100

75

)︃
Отже

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω| =

1

2
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Задача про решту

Розв’язання.

Продовження...

Розгляньмо подiю 𝐵 =«у водiя завжди знаходитиметься решта»

Тобто траєкторiя може торкати вiсь абсцис: 𝑆(1) = 1, 𝑆(𝑘) ≥ 0,
𝑘 = 2, . . . , 100

Для використання попереднього результату потрiбно зсунути систему
координат:

Тодi рух буде вiд (0, 0) до (101, 51), але вже без перетину оси абсцис
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Задача про решту

Розв’язання.

Продовження...

Число таких траєкторiй, згiдно з Теоремою Практикум2.3.4, дорiвнює,
використовуючи (Практикум2.2.2),

|𝐵| = 𝑁+
101(51) =

51

101

(︃
101

101+51
2

)︃
=

51

101

(︃
101

76

)︃
=

51

101

101

76

(︃
100

75

)︃
=

51

76

(︃
100

75

)︃

Отже

P (𝐵) =
|𝐵|
|Ω| =

51

76

(︃
100

75

)︃
· 1(︀

100
75

)︀ ≈ 0.671

28 / 53



План заняття

1 Основнi теоретичнi вiдомостi: Комбiнаторика

2 Комбiнаторнi доведення

3 Метод вiдбиття

4 Геометричнi ймовiрностi

5 Основнi теоретичнi вiдомостi: 𝜎-алгебри

6 𝜎-алгебри подiй
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Визначення

Класичну ймовiрнiсть можна спробувати узагальнити на незлiченний
простiр Ω:

P (𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
(Практикум2.4.1)

𝑚(·) — мiра множини (довжина, площа, об’єм тощо)

Вправа (Задача про голку Бюффона (Buffon’s needle problem),
Практикум2.4.1)

Нехай маємо пiдлогу з паралельних дошок однакової ширини 𝑑

Нехай на пiдлогу падає голка довжиною 𝑙 ≤ 𝑑

Чому дорiвнює ймовiрнiсть P (𝐴) того, що голка перетинатиме межу двох
дошок?
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Задача про голку Бюффона

Розв’язання.

Голка або впаде в рамках одної дошки, або мiж дошками

Рис. Практикум2.4.1

Позицiю голки можна описати двома змiнними:
𝑋: вiдстань вiд середини голки до найближчої межi дошок
𝜑: кут мiж голкою та перпендикуляром, опущеним iз середини голки на межу
мiж двома дошками
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Задача про голку Бюффона

Розв’язання.

Продовження...

Розгляньмо подiю 𝐴 =«гiпотенуза утвореного прямокутного трикутника
буде меншою вiд 𝑙/2», тобто якщо

𝑋

cos𝜑
<

𝑙

2
⇒ 𝑋 <

𝑙

2
cos𝜑 (Практикум2.4.2)

Простiр елементарних подiй:
Результат експерименту — (𝑋,𝜑)
Простiр

Ω =

[︂
0;

𝑑

2

]︂
×

[︁
0;

𝜋

2

]︁
Отже

𝑚(Ω) =
𝜋𝑑

4
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Задача про голку Бюффона

Розв’язання.

Продовження...

Подiя 𝐴: точки з квадрату, для яких 𝑋 <
𝑙

2
cos𝜑

Рис. Практикум2.4.2
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Задача про голку Бюффона

Розв’язання.

Площа 𝐴 — iнтеграл

𝑚(𝐴) =

∫︁ 𝜋
2

0

𝑙

2
cos𝜑 𝑑𝜑 =

𝑙

2
(sin𝜑)

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

=
𝑙

2

Отже вiдповiдно до (Практикум2.4.1) маємо:

P (𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
=

𝑙

2
· 4

𝜋𝑑
=

2𝑙

𝜋𝑑

34 / 53



Задача про кошти

Вправа (Практикум2.4.2)

Чоловiк i дружина використовують одну картку на рiзних вебсайтах

На картцi є 10 000 грн

Чому дорiвнює ймовiрнiсть P (𝐴) того, що в одного з них не пройде оплата
через нестачу коштiв?

Розв’язання.

Нехай 𝑥 — скiльки грошей витратив чоловiк

Нехай 𝑦 — скiльки грошей витратила дружина

Тодi Ω = [0; 10 000]× [0; 10 000]

Подiя 𝐴 =
{︀
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ Ω : 𝑥+ 𝑦 > 10 000

}︀
Тобто це половина вiдповiдного квадрата, що лежить над дiагоналлю

Вiдтак

P (𝐴) =
1

2
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Задача про зустрiч

Вправа (Практикум2.4.3)

Двоє друзiв умовилися зустрiтися випити кави

«Десь» мiж дванадцятою й першою годиною

Хто прийде першим, очiкуватиме iншого протягом 15 хвилин (1/4 години),
але не пiзнiше першої години дня

Якщо за цей час нiхто не з’явиться, то зустрiч не вiдбудеться

Чому дорiвнює ймовiрнiсть P (𝐴) того, що зустрiч таки вiдбудеться?
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Задача про зустрiч

Розв’язання.

Уведiмо деякi позначення

𝑥 — «момент часу» приходу першого друга

𝑦 — «момент часу» приходу iншого друга

Тодi Ω = [0; 1]× [0; 1]

Подiя 𝐴:

𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥+
1

4
⇒

{︃
𝑦 − 𝑥 ≤ 1

4

𝑦 ≥ 𝑥

або

𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 +
1

4
⇒

{︃
𝑥− 𝑦 ≤ 1

4

𝑥 ≥ 𝑦
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Задача про зустрiч

Розв’язання.

Вiдстань мiж двома моментами прибуття друзiв не перевищує 1/4 години

𝐴 =

{︂
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ [0; 1]× [0; 1] : |𝑥− 𝑦| ≤ 1

4

}︂

Рис. Практикум2.4.3

Згiдно з (Практикум2.4.1), P (𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
=

𝑚(𝐴)

1
= 𝑚(𝐴)

Вирiзаємо з квадрата 2 трикутники:

P (𝐴) = 𝑚(𝐴) = 1− 2𝑚(∆) = 1− 2 · 1
2
·
(︂
3

4

)︂2

=
7

16
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План заняття

1 Основнi теоретичнi вiдомостi: Комбiнаторика

2 Комбiнаторнi доведення
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Алгебра

Визначення (КЛ1.5.1)

Клас ℱ пiдмножин деякого простору Ω є алгеброю (algebra), якщо:

(i) Ω ∈ ℱ
(ii) з 𝐴 ∈ ℱ випливає 𝐴𝑐 ∈ ℱ
(iii) з 𝐴,𝐵 ∈ ℱ випливає 𝐴 ∪𝐵 ∈ ℱ
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Алгебра

Твердження (КЛ1.5.2)

(i) ∅ ∈ ℱ
(ii) ℱ замкнена вiдносно скiнченного числа об’єднань:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∪𝐴2 ∪ . . . ∪𝐴𝑛 ∈ ℱ

(iii) ℱ замкнена вiдносно скiнченного числа перетинiв:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛 ∈ ℱ
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Алгебра ℬ0

Твердження (КЛ1.5.4)

Нехай Ω = R
Розгляньмо клас ℐ, який мiстить:

∅
Пiв iнтервали (𝑎1; 𝑎2], 𝑎1, 𝑎2 ∈ R, 𝑎1 < 𝑎2 (вiдкритi злiва i замкненi
справа)
Променi (−∞; 𝑎], (𝑏;∞), 𝑎, 𝑏 ∈ R

Тодi клас ℬ0 скiнченних об’єднань множин iз ℐ є алгеброю
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𝜎-алгебра

Визначення (КЛ1.5.8)

Клас 𝒜 пiдмножин деякого простору Ω є 𝜎-алгеброю (𝜎-algebra), якщо:
(i) Ω ∈ 𝒜
(ii) з 𝐴 ∈ 𝒜 випливає 𝐴𝑐 ∈ 𝒜
(iii) з 𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ 𝒜 випливає

⋃︀∞
𝑛=1 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 (злiченнi об’єднання!)

Як i для алгебр, справедливо:

∅ ∈ ℱ
ℱ замкнена вiдносно злiченного числа перетинiв (закон де Моргана):

𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ ℱ ⇒
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛 ∈ ℱ

Будь-яка 𝜎-алгебра є алгеброю (скiнченне об’єднання — частинний випадок
злiченного)
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Вимiрний простiр

Визначення (КЛ1.5.9)

(Ω,𝒜) — вимiрний простiр (measurable space)

Множини в 𝜎-алгебрi 𝒜 — вимiрнi множини (measurable sets)

44 / 53



Породженi 𝜎-алгебри

Визначення (КЛ1.5.12)

Довiльний клас 𝒞 породжує (generates) алгебру, якщо це найменша
алгебра, яка мiстить 𝒞
Таку алгебру позначають через ℱ(𝒞)
Довiльний клас 𝒞 породжує (generates) 𝜎-алгебру, якщо це найменша
𝜎-алгебра, яка мiстить 𝒞
Таку алгебру позначають через 𝒜(𝒞)

Лема (КЛ1.5.13)

Деякий клас 𝒞 породжує єдину алгебру ℱ(𝒞) i єдину 𝜎-алгебру 𝒜(𝒞)
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Властивостi породжених 𝜎-алгебр

Лема (КЛ1.5.14)

Нехай 𝒞, 𝒞1, 𝒞2 — деякi класи множин. Тодi:
(i) 𝜎-алгебра породжує саму себе: 𝒜(𝒜(𝒞)) = 𝒜(𝒞)
(ii) Бiльший клас породжує бiльшу 𝜎-алгебру: якщо 𝒞1 ⊆ 𝒞2, то 𝒜(𝒞1) ⊆ 𝒜(𝒞2)

(iii) Породжена 𝜎-алгебра мiстить породжену алгебру: 𝒜(ℱ(𝒞)) = 𝒜(𝒞)
(iv) Якщо 𝒞1 ⊆ 𝒞2 ⊆ 𝒜(𝒞1), то 𝒜(𝒞2) = 𝒜(𝒞1)
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Борелева 𝜎-алгебра

Визначення (КЛ1.5.15)

𝜎-алгебра ℬ = 𝒜(𝒪), яку породжує клас усiх вiдкритих множин дiйсної оси 𝒪,
має назву Борелевої 𝜎-алгебри (Borel 𝜎-algebra), а множини, що їй належать,
називають Борелевими множинами (Borel sets)

Твердження (КЛ1.5.16)

(i) Усi замкненi множини
(ii) Усi одноелементнi множини {𝑥}, 𝑥 ∈ R
(iii) Усi злiченнi множини є Борелевими
(iv) Усi iнтервали виду [𝑎; 𝑏], (𝑎; 𝑏], [𝑎; 𝑏), (−∞; 𝑏), [𝑎;∞)
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План заняття
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Побудова простенької алгебри

Вправа (Практикум2.5.1)

Нехай Ω = {1, 2, 3, 4}
Нехай 𝒞 = {{1} , {2}}
Яку алгебру ℱ (вона ж буде 𝜎-алгебра) породжує цей клас множин?
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Побудова простенької алгебри

Розв’язання.

За визначенням (𝜎-)алгебри, вона повинна мiстити як самi множини, так i
їхнi доповнення

Доповненнями {1} та {2} є {2, 3, 4} та {1, 3, 4} вiдповiдно
Також алгебрi повиннi належати всi можливi об’єднання цих множин

У результатi доходимо висновку, що

ℱ = {∅, {1} , {2} , {1, 2} , {3, 4} , {1, 3, 4} , {2, 3, 4} ,Ω}
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Якi множини є Борелевими

Вправа (Практикум2.5.2)

Доведiть, що такi множини належать Борелевiй 𝜎-алгебрi у двовимiрному
просторi ℬ2:

(i) 𝐴 =
{︀
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}︀
(ii) 𝐵 = Q×Q
(iii) 𝐶 = (0; 1)× [2; 3)
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Якi множини є Борелевими

Розв’язання.

(i) Борелева 𝜎-алгебра мiстить усi замкненi множини, тому 𝐴 ∈ ℬ2

(ii) Борелева 𝜎-алгебра мiстить усi злiченнi множини, тому 𝐵 ∈ ℬ2

(iii) Борелеву 𝜎-алгебру породжують декартовi добутки пiв iнтервалiв
(𝑎1; 𝑏1]× (𝑎2; 𝑏2]

Права й верхня сторона яких їм належить, а лiва й нижня — нi

𝐶 = (0; 1)× [2; 3) належить тiльки нижня сторона, iншi — не належать
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Якi множини є Борелевими

Розв’язання.

Продовження...

З iншого боку, цей квадрат не є нi замкненою, нi вiдкритою множиною

Згадайте, що одноелементну множину {𝑥} в R можна подати як злiченний
перетин

∞⋂︁
𝑛=1

(︂
𝑥− 1

𝑛
;𝑥

]︂
В R2 можемо розглянути злiченний перетин, наприклад,

∞⋂︁
𝑛=1

(︂
1− 1

𝑛
; 1

]︂
× (2; 3]

Його результатом є iнтервал {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 1 , 2 < 𝑦 ≤ 3}
Борелевими в R є також вiдкритi iнтервали та iнтервали, замкненi злiва i
вiдкритi справа

Тому у схожий спосiб можна утворити iнтервал {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1 , 𝑦 = 2}
Остаточно шуканий прямокутник можна подати як об’єднання такого
iнтервалу та вiдкритої множини (0; 1)× (2; 3)
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