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Що було на попереднiй лекцiй

Ми формально увели поняття ймовiрности як мiри — деякої функцiї вiд
множини

Ми вимагаємо вiд мiри виконання всього двох властивостей (аксiом):
Невiд’ємнiсть
Мiри неперетинних множин можна додавати (навiть якщо множин є
злiченна кiлькiсть)

Ми показали, що з цих двох властивостей випливає низка iнших:
(Скiнченна) адитивнiсть
Монотонна неспаднiсть
𝜎-субадитивнiсть (для будь-яких вимiрних множин, у т.ч. перетинних)
Неперервнiсть

Як i у випадку з 𝜎-алгебрами, дуже добре, що аксiом мало, а властивостей
багато

Для перевiрки, що функцiя є саме мiрою, треба перевiрити мало аксiом, а
решта властивостей — як бонус

Також ми розглянули, як (дуже просто) побудувати ймовiрнiсну мiру на
злiченному просторi
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План лекцiї

1 Мiра Лебега на одиничному iнтервалi

2 Подiї з нульовою ймовiрнiстю
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План лекцiї

1 Мiра Лебега на одиничному iнтервалi

2 Подiї з нульовою ймовiрнiстю
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Як задати мiру на незлiченному просторi

Зi злiченним простором усе зрозумiло

Як бути в просторi незлiченному?

Теорема (Теорема Каратеодорi (Carathéodory Theorem), КЛ2.4.1)

Нехай на деякiй алгебрi ℱ задано мiру 𝜇

Мiру можна подовжити на породжену 𝜎-алгебру 𝒜(ℱ)

Якщо мiра скiнченна (або 𝜎-скiнченна), то таке подовження єдине i
скiнченне (𝜎-скiнченне)

Цей результат ми доводити не будемо (це теорiя мiри)

Але без нього не обiйтися в питаннi побудови мiри
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Що каже Теорема Каратеодорi

Нехай є мiра 𝜇 : ℱ → R+

Нехай iснує якась iнша мiра 𝜈 : 𝒜(ℱ) → R+

Нехай ця друга мiра є подовженням (extension):

𝜇(𝐴) = 𝜈(𝐴) , 𝐴 ∈ ℱ

Тодi це подовження єдине в тому сенсi, що якщо iснує якась iнша 𝜈′ така,
що

𝜈′(𝐴) = 𝜇(𝐴) , 𝐴 ∈ ℱ

... то
𝜈′(𝐴) = 𝜈(𝐴) , 𝐴 ∈ 𝒜(ℱ)
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Застосування Теореми Каратеодорi

За допомогою цiєї теореми можна збудувати мiри в такий спосiб

Спочатку треба задати деяку функцiю P на множинах деякого малого
класу 𝒞
Далi перевiрити, що функцiя P є мiрою, тобто що вона є невiд’ємною та
𝜎-адитивною, на алгебрi ℱ(𝒞), породженiй класом 𝒞
Нарештi використати Теорему Каратеодорi для подовження вiдповiдної
мiри на 𝜎-алгебру 𝒜(𝒞), породжену класом 𝒞

(за Лемою КЛ1.5.14, 𝒜(𝒞) = 𝒜(ℱ(𝒞)))

Отже, алгебра потрiбна для того, щоб спростити перевiрку властивостей
мiри (скiнченнi об’єднання простiше, нiж злiченнi)
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Умови Теореми Каратеодорi–1

Приклад (Практикум 3.4.3)

Нехай Ω = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4}
Нехай 𝒞 = {∅, {𝜔1, 𝜔2} , {𝜔1, 𝜔3} , {𝜔2, 𝜔4} , {𝜔3, 𝜔4} ,Ω}
Можна бачити, що це не алгебра:

{𝜔1, 𝜔2} ∪ {𝜔1, 𝜔3} = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3} /∈ 𝒞

Розгляньмо таку мiру 𝜇:

𝜇({𝜔1, 𝜔2}) = 𝜇({𝜔1, 𝜔3}) = 𝜇({𝜔2, 𝜔4}) = 𝜇({𝜔3, 𝜔4}) = 3

𝜇(Ω) = 6

𝜇(∅) = 0

Це справдi мiра:
Вона невiд’ємна
Виконується 𝜎-адитивнiсть:

𝜇(Ω) = 𝜇({𝜔1, 𝜔2}) + 𝜇({𝜔3, 𝜔4}) = 3 + 3 = 6

𝜇(Ω) = 𝜇({𝜔1, 𝜔3}) + 𝜇({𝜔2, 𝜔4}) = 3 + 3 = 6
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Умови Теореми Каратеодорi–1

Приклад (Практикум 3.4.3)

Продовження...

Розгляньмо подовження мiри 𝜇 на 𝜎-алгебру 2Ω:

𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4

𝜇1 1 2 2 1
𝜇2 2 1 1 2

Це справдi подовження:

𝜇1(∅) = 𝜇2(∅) = 0 , 𝜇1(Ω) = 𝜇2(Ω) = 6

𝜇1({𝜔1, 𝜔2}) = 𝜇2({𝜔1, 𝜔2}) = 3

𝜇1({𝜔1, 𝜔3}) = 𝜇2({𝜔1, 𝜔3}) = 3

𝜇1({𝜔2, 𝜔4}) = 𝜇2({𝜔2, 𝜔4}) = 3

𝜇1({𝜔3, 𝜔4}) = 𝜇2({𝜔3, 𝜔4}) = 3

Але мiри зовсiм рiзнi

Якщо клас 𝒞 не є алгеброю, подовження мiри на ньому необов’язково буде
єдиним
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Умови Теореми Каратеодорi–2

Розгляньмо ще один контрприклад

Нехай Ω = {0, 1, 2, . . .}, 𝐴 = {1, 3, 5, . . .}
Нехай маємо простеньку алгебру 𝒞 = {∅, 𝐴,𝐴𝑐,Ω}
Нехай 𝜇 — лiчна мiра на 𝒞
Ця мiра вочевидь не є 𝜎-скiнченною, бо єдине розбиття, яке ми маємо (𝐴 i
𝐴𝑐) мiстить множини, для яких мiра нескiнченна

Нехай тепер

𝜇1(𝐵) = {кiлькiсть елементiв у 𝐵} , 𝜇2(𝐵) = 2𝜇1(𝐵)

Нескладно перевiрити, що обидвi цi мiри є подовженням 𝜇 на Ω

Але вони вочевидь є рiзнi, тобто подовження є не єдиним саме тому, що 𝜇 не
є 𝜎-скiнченною
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Побудова мiри Лебега на (0; 1]

Побудуймо ймовiрнiсну мiру 𝜇 на вимiрному просторi ((0; 1];ℬ(0; 1])
Тут ℬ(0; 1] — Борелева 𝜎-алгебра на пiв iнтервалi (0; 1]

Нехай ℐ(0; 1] — клас iз ∅ та пiв iнтервалiв (𝑎1; 𝑎2], 𝑎1, 𝑎2 ∈ (0; 1]
Променiв тут не буде з очевидних причин

Нехай 𝜇 ((𝑎; 𝑏]) = 𝑏− 𝑎 — довжина пiв iнтервалу

Це строго формальне узагальнення поняття класичної ймовiрности як
вiдносної частоти настання подiї (оскiльки 𝜇((0; 1]) = 1)

Потрiбно перевiрити, що це буде мiра на алгебрi ℬ0(0; 1] = ℱ(ℐ(0; 1]) —
алгебрi скiнченних доповнень та об’єднань пiв iнтервалiв iз (0; 1]
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Побудова мiри Лебега на (0; 1]

Теорема (КЛ2.4.2)

Нехай маємо пару ((0; 1],ℬ0(0; 1]). Тодi мiра на вiдповiднiй алгебрi, яку
визначають як

𝜇((𝑎; 𝑏]) = 𝑏− 𝑎 , 𝜇(∅) = 0

є мiрою в розумiннi Визначення КЛ2.1.2

Доведення.

Те, що довжина iнтервалу є невiд’ємною, є самоочевидним

Щоб показати 𝜎-адитивнiсть мiри 𝜇 на алгебрi ℬ0(0; 1], використаймо
𝜎-адитивнiсть довжин iнтервалiв

Нехай 𝐼𝑖 = (𝑎𝑖; 𝑏𝑖], 𝑖 = 1, 2, . . ., 𝐼𝑖 ∩ 𝐼𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗 — неперетиннi пiв iнтервали з
(0; 1] (у т.ч. ∅)
Тодi

𝐴 =

∞⋃︁
𝑖=1

𝐼𝑖 ⇒ 𝜇(𝐴) =

∞∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐼𝑖)

Доведення — в Розд. КЛ2.6 (необов’язково)
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Побудова мiри Лебега на (0; 1]

Доведення.

Продовження...

Нехай

𝐴 =

∞⋃︁
𝑘=1

𝐴𝑘 , 𝐴,𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ ℬ0(0; 1] , 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

Оскiльки всi цi множини належать алгебрi,

𝐴 =

𝑛⋃︁
𝑖=1

𝐼𝑖 , 𝐼𝑖 ∩ 𝐼𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗 𝐴𝑘 =

𝑚𝑘⋃︁
𝑗=1

𝐽𝑘𝑗 , 𝐽𝑘𝑖 ∩ 𝐽𝑘𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗
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Побудова мiри Лебега на (0; 1]

Доведення.

Продовження...

Вiдповiдно

𝜇(𝐴) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇(𝐼𝑖) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑘=1

𝜇(𝐼𝑖 ∩𝐴𝑘) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑘=1

𝜇

(︃
𝐼𝑖 ∩

(︃
𝑚𝑘⋃︁
𝑗=1

𝐽𝑘𝑗

)︃)︃

=

𝑛∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐼𝑖 ∩ 𝐽𝑘𝑗 ) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐽𝑘𝑗 ) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜇(𝐴𝑘)
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Побудова мiри Лебега на (0; 1]

Довiвши, що 𝜇((𝑎; 𝑏]) = 𝑏− 𝑎 є мiрою на алгебрi ℬ0(0; 1], застосовуємо
Теорему Каратеодорi i подовжуємо на 𝜎-алгебру ℬ(0; 1]
Результат цього подовження — мiра Лебега (Lebesgue measure) 𝜆

Оскiльки 𝜆(Ω) = 𝜆((0; 1]) = 1, то мiра Лебега на пiв iнтервалi (0; 1] є
ймовiрнiсною мiрою

Трiйка ((0; 1],ℬ(0; 1], 𝜆) є ймовiрнiсним простором
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Мiра Лебега на R

Зауваження (КЛ2.4.3)

Ми нiде в доведеннi не використали того факту, що Ω = (0; 1]

Тобто мiру Лебега можна аналогiчно увести для деякого довiльного
iнтервалу Ω = (𝑎; 𝑏]

Якщо 𝑏− 𝑎 ̸= 1, то така мiра не буде ймовiрнiсною

Мiру Лебега також можна увести для всiєї дiйсної оси R
𝜆(R) = ∞, але це не проблема, бо 𝜆 є 𝜎-скiнченною:

R =

(︃
∞⋃︁

𝑛=0

(−𝑛− 1;−𝑛]

)︃
∪

(︃
∞⋃︁

𝑛=0

(𝑛;𝑛+ 1]

)︃
, 𝜆((𝑛;𝑛+ 1]) = 1

Отже, мiра Лебега 𝜆 — єдина 𝜎-скiнченна мiра, яка має iнтерпретацiю

довжини iнтервалу, тобто така, що 𝜆((𝑎; 𝑏]) = 𝑏− 𝑎
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Мiра Лебега в R𝑘

Зауваження (КЛ2.4.4)

В аналогiчний спосiб можна увести мiру Лебега в 𝑘-вимiрному просторi R𝑘

Для 𝐵 = 𝐴1 × . . .×𝐴𝑘, 𝐴𝑗 ∈ ℬ0(0; 1], 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, можна увести мiру

𝜇(𝐵) =
𝑘∏︁

𝑗=1

𝜆(𝐴𝑗)

Якщо 𝐸 =
⋃︀𝑚

𝑗=1 𝐵𝑗 , де 𝐵𝑗 неперетиннi, то

𝜇(𝐸) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐵𝑗)

Подовження цiєї мiри на 𝜎-алгебру ℬ𝑘 називають 𝑘-вимiрною мiрою

Лебега i позначають через 𝜆𝑘
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Iнварiантнiсть мiри Лебега вiдносно зсуву

Твердження (КЛ2.4.5)

Мiра Лебега 𝜆 iнварiантна вiдносно зсуву: якщо 𝐴 ∈ ℬ𝑘, то

𝐴+ 𝑥 ≡ {𝑎+ 𝑥 : 𝑎 ∈ 𝐴} ∈ ℬ𝑘

а
𝜆𝑘(𝐴) = 𝜆𝑘(𝐴+ 𝑥) , ∀𝑥 ∈ R𝑘
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План лекцiї

1 Мiра Лебега на одиничному iнтервалi

2 Подiї з нульовою ймовiрнiстю
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Множини мiри нуль

Визначення (КЛ2.5.1)

Множину 𝐴, мiра Лебега якої 𝜆(𝐴) = 0, називають множиною мiри нуль

за Лебегом (Lebesgue measure zero set, null set)

Подiю 𝐴, iмовiрнiсна мiра якої P (𝐴) = 0, називають нульовою подiєю

(null event)
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Якi множини мають мiру нуль

Твердження (КЛ2.5.2)

Множинами мiри нуль за Лебегом є множини 𝐴 такi, що

𝐴 ⊂
∞⋃︁

𝑘=1

𝐼𝑘 , ∀𝜀 > 0

∞∑︁
𝑘=1

𝜆(𝐼𝑘) < 𝜀

де 𝐼𝑘 — деякi пiв iнтервали з ℐ(0; 1]

Доведення.

Монотоннiсть i 𝜎-субадитивнiсть:

𝜆(𝐴)< 𝜆

(︃
∞⋃︁

𝑘=1

𝐼𝑘

)︃
≤

∞∑︁
𝑘=1

𝜆(𝐼𝑘) < 𝜀

Оскiльки 𝜀 є абсолютно довiльний, 𝜆(𝐴) = 0
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Якi множини мають мiру нуль

Зауваження (КЛ2.5.3)

Це твердження можна використати для швидкого доведення таких фактiв

Будь-яка одноелементна множина {𝑥}, 𝑥 ∈ R, має мiру нуль:
Нехай 𝑥 ∈ (0; 1]
Для будь-якого 𝜀 > 0, 𝑥 ∈ (𝑥− 𝜀;𝑥]
За властивiстю монотонности мiри, 0 ≤ 𝜆({𝑥}) ≤ 𝜆((𝑥− 𝜀;𝑥]) = 𝜀
Оскiльки 𝜀 є довiльним, 𝜆({𝑥}) = 0

Будь-яка злiченна множина має мiру нуль:
Є злiченним об’єднанням одноелементних множин
За властивiстю 𝜎-адитивности мiра буде рядом iз нулiв

Межа iнтервалу погоди не робить:

𝜆((𝑎; 𝑏)) = 𝜆([𝑎; 𝑏]) = 𝜆((𝑎; 𝑏]) = 𝜆([𝑎; 𝑏))
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Незлiченна множина мiри нуль

Приклад (КЛ2.5.4)

Щоб не склалося хибного враження, розгляньмо приклад незлiченної
множини, яка має мiру нуль

Вирiжмо з [0; 1] середню третину — iнтервал (1/3; 2/3)

У кожному закритому iнтервалi — [0; 1/3] та [2/3; 1] — також вирiжмо по
середнiй третинi (iнтервали (1/9; 2/9) та (7/9; 8/9))

Рис. КЛ2.5.1

Пiсля кожного кроку 𝑖 буде вирiзано 1 + 2+ 4+ . . .+ 2𝑖−1 = 2𝑖 − 1 iнтервалiв

Позначмо цi вирiзанi iнтервали через 𝐽𝑖,𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 2𝑖 − 1

Позначмо 𝑈𝑖 = ∪2𝑖−1
𝑗=1 𝐽𝑖,𝑗

Понад те, 𝑈1 ⊂ 𝑈2 ⊂ . . . i нехай 𝑈 =

∞⋃︁
𝑖=1

𝑈𝑖
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Незлiченна множина мiри нуль

Приклад (КЛ2.5.4)

Продовження...

Множина 𝑈 є вiдкритою (злiченне об’єднання (неперетинних) вiдкритих
iнтервалiв)

Мiру порахуємо з неперервности:

𝜆(𝑈) = 𝜆

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝑈𝑖

)︃
= 𝜆

(︂
lim
𝑖→∞

𝑈𝑖

)︂
= lim

𝑖→∞
𝜆(𝑈𝑖) =

= lim
𝑖→∞

(︂
1

3
+

2

9
+

4

27
+ . . .+

2𝑖−1

3𝑖

)︂
= lim

𝑖→∞

(︂
1

2
· 2
3
· 1− (2/3)𝑖

1− 2/3

)︂
= 1

Множиною Кантора називають множину 𝐶 = [0; 1]∖𝑈
Очевидно, 𝜆(𝐶) = 𝜆(𝑈𝑐) = 1− 𝜆(𝑈) = 0

Проте множина Кантора незлiченна!
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Незлiченна множина мiри нуль

Приклад (КЛ2.5.4)

Продовження...

Множина 𝐶 мiстить 𝑥 ∈ [0; 1] такi, що

𝑥 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

3𝑖
, 𝑥𝑖 ∈ {0, 2}

Наприклад, 1
3
→ 0.0222 . . ., 2

3
→ 0.2222 . . ., 1

9
→ 0.0022 . . . i т.д.

Можна зробити замiну 𝑧𝑖 =
𝑥𝑖
2
, 𝑧𝑖 ∈ {0, 1}

Отже, маємо набiр двiйкових послiдовностей

Ранiше ми згадували, що множина вiдповiдних двiйкових розвинень має
таку саму потужнiсть, як i весь iнтервал [0; 1]
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Майже скрiзь i майже напевно

Визначення (КЛ2.5.5)

Твердження 𝑆 iстинне майже скрiзь (almost everywhere, a.e.), якщо

𝜇 ({𝜔 ∈ Ω | 𝑆(𝜔) хибне}) = 0

Твердження iстинне майже напевно (almost surely, a.s.) або з
iмовiрнiстю 1 (with probability 1, w.p.1), якщо

P ({𝜔 ∈ Ω | 𝑆(𝜔) хибне}) = 0
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Пiдсумок

На минулiй лекцiї ми розглянули формальне визначення мiри та її
властивостi

Ми з’ясували, як можна побудувати довiльну мiру на злiченному просторi

Сьогоднi ми з’ясували, що Теорема Каратеодорi дає змогу побудувати мiру
на незлiченному просторi

Ми побудували мiру Лебега i з’ясували, що на (0; 1] це буде ймовiрнiсна
мiра, яка вiдповiдає класичному визначенню ймовiрности

Далi будемо розглядати рiзнi конкретнi мiри, якi виринають на практицi
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