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Що було на попереднiй лекцiй

На попереднiй лекцiї ми заклали фундамент для строгої побудови
ймовiрности

Ми визначили поняття елементарної подiї, подiї та простору елементарних
подiй

Ми розглянули класичне визначення ймовiрности, яке працює тiльки для
скiнченних просторiв

На простих прикладах ми побачили, що для злiченних просторiв
узагальнення ще бiльш-менш можливе

Але на незлiченнi простори узагальнити таке визначення стає
проблематично
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Починаємо формалiзувати поняття ймовiрности

Перше, що треба з’ясувати: якi подiї нас цiкавлять?

Для яких подiй будемо визначати ймовiрнiсть?

Позначмо через 𝒞 деякий клас (сiм’я) подiй, якi нас цiкавлять

Якi подiї повиннi йому належати?
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Починаємо формалiзувати поняття ймовiрности

Оскiльки подiї — це множини, до них можна застосовувати доповнення,
об’єднання та перетини

Клас 𝒞 повинен мiстити результати застосування таких операцiй

Клас 𝒞 повинен бути замкненим (closed) вiдносно таких операцiй

Якщо 𝐴,𝐵 ∈ 𝒞, то хотiлося б, щоб 𝐴𝑐, 𝐵𝑐 ∈ 𝒞, 𝐴 ∪𝐵 ∈ 𝒞, 𝐴 ∩𝐵 ∈ 𝒞
Не може такого бути, щоб 𝐴,𝐵 ∈ 𝒞, а 𝐴 ∪𝐵 /∈ 𝒞

Закони де Моргана дають змогу подати перетин через комбiнацiї
доповнення та об’єднання

Тому достатньо зосередити увагу на останнiх двох операцiях
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План лекцiї

1 Алгебри

2 𝜎-Алгебри

3 Борелева 𝜎-алгебра
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План лекцiї

1 Алгебри

2 𝜎-Алгебри

3 Борелева 𝜎-алгебра
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Алгебра

Визначення (КЛ1.5.1)

Клас ℱ пiдмножин деякого простору Ω є алгеброю (algebra), якщо:

(i) Ω ∈ ℱ
(ii) з 𝐴 ∈ ℱ випливає 𝐴𝑐 ∈ ℱ
(iii) з 𝐴,𝐵 ∈ ℱ випливає 𝐴 ∪𝐵 ∈ ℱ

Також такий клас називають полем (field)
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Алгебра

Твердження (КЛ1.5.2)

(i) ∅ ∈ ℱ
(ii) ℱ замкнена вiдносно скiнченного числа об’єднань:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∪𝐴2 ∪ . . . ∪𝐴𝑛 ∈ ℱ

(iii) ℱ замкнена вiдносно скiнченного числа перетинiв:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛 ∈ ℱ
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Алгебра

Доведення.

(i) Властивiсть ∅ ∈ ℱ випливає з Ω ∈ ℱ ⇒ Ω𝑐 = ∅ ∈ ℱ
(ii) Доведiмо замкненiсть вiдносно скiнченного числа об’єднань за методом

математичної iндукцiї:
База iндукцiї: 𝐴1, 𝐴2 ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∪𝐴2 ∈ ℱ за визначенням
Нехай виконується для 𝑛− 1 множин, i нехай 𝐵 ≡ 𝐴1 ∪ . . . ∪𝐴𝑛−1 ∈ ℱ
Тодi

𝐴1 ∪𝐴2 ∪ . . . ∪𝐴𝑛 = (𝐴1 ∪ . . . ∪𝐴𝑛−1) ∪𝐴𝑛 = 𝐵 ∪𝐴𝑛

Маємо двi множини i застосовуємо визначення: 𝐵,𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐵 ∪𝐴𝑛 ∈ ℱ
(iii) Доведiмо замкненiсть вiдносно скiнченного числа перетинiв:

За визначенням, доповнення належить алгебрi:

𝐴1 ∪𝐴2 ∪ . . . ∪𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ (𝐴1 ∪𝐴2 ∪ . . . ∪𝐴𝑛)
𝑐 ∈ ℱ

За законом де Моргана:

𝐴𝑐
1 ∩𝐴𝑐

2 ∩ . . . ∩𝐴𝑐
𝑛 ∈ ℱ

Доповнення належить алгебрi:

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴𝑐
1, 𝐴

𝑐
2, . . . , 𝐴

𝑐
𝑛 ∈ ℱ

Отже:
𝐴𝑐

1, 𝐴
𝑐
2, . . . , 𝐴

𝑐
𝑛 ∈ ℱ ⇒ 𝐴𝑐

1 ∩𝐴𝑐
2 ∩ . . . ∩𝐴𝑐

𝑛 ∈ ℱ
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Приклади алгебр

Приклад (КЛ1.5.3)

Тривiальна алгебра: ℱ = {∅,Ω}
Повна алгебра: множина ℱ = 2Ω всiх пiдмножин Ω

Алгебра на основi деякої множини 𝐴 ⊂ Ω: ℱ = {∅, 𝐴,𝐴𝑐,Ω}
Алгебра на основi двох неперетинних множин 𝐴,𝐵 ⊂ Ω, 𝐴 ∩𝐵 = ∅:

ℱ = {∅, 𝐴,𝐵,𝐴𝑐, 𝐵𝑐, 𝐴 ∪𝐵, (𝐴 ∪𝐵)𝑐,Ω}

Алгебра на основi скiнченного розбиття: множина скiнченних об’єднань
множин зi скiнченного розбиття деякого простору

9 / 39



Алгебра ℬ0

Розгляньмо приклад алгебри на дiйснiй вiсi R, яка нам знадобиться далi

Твердження (КЛ1.5.4)

Нехай Ω = R
Розгляньмо клас ℐ, який мiстить:

∅
Пiв iнтервали (𝑎1; 𝑎2], 𝑎1, 𝑎2 ∈ R, 𝑎1 < 𝑎2 (вiдкритi злiва i замкненi
справа)
Променi (−∞; 𝑎], (𝑏;∞), 𝑎, 𝑏 ∈ R

Тодi клас ℬ0 скiнченних об’єднань множин iз ℐ є алгеброю
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Алгебра ℬ0

Доведення.

(i) Чи належить Ω = R класу ℬ0? Так:

Ω = (−∞; 𝑎1] ∪ (𝑎1; 𝑎2] ∪ . . . ∪ (𝑎𝑛;∞) , 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ R
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Алгебра ℬ0

Доведення.

Продовження...

(ii) Якщо 𝐴 ∈ ℬ0, чи 𝐴𝑐 ∈ ℬ0?
Нехай

𝐴 = (𝑎1; 𝑎
′
1] ∪ . . . ∪ (𝑎𝑛; 𝑎

′
𝑛] , 𝑎1 ≤ . . . ≤ 𝑎𝑛

де всi промiжки неперетиннi
Тодi

𝐴𝑐 = (−∞; 𝑎1] ∪ . . . ∪ (𝑎′𝑛;∞) ∈ ℬ0

Якщо 𝐴 = (−∞; 𝑎], то 𝐴𝑐 = (𝑎;∞) ∈ ℬ0, i навпаки
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Алгебра ℬ0

Доведення.

Продовження...

(iii) Доведiмо замкненiсть вiдносно перетину
(далi застосуємо закон де Моргана, просто для перетинiв довести простiше)

Нехай:

𝐴 = (−∞; 𝑎1] ∪ (𝑎1; 𝑎
′
1] ∪ . . . ∪ (𝑎𝑚; 𝑎′𝑚] ∪ (𝑎′𝑚;∞) , 𝑎1 ≤ . . . ≤ 𝑎𝑚

𝐵 = (−∞; 𝑏1] ∪ (𝑏1; 𝑏
′
1] ∪ . . . ∪ (𝑏𝑛; 𝑏

′
𝑛] ∪ (𝑏′𝑛;∞) , 𝑏1 ≤ . . . ≤ 𝑏𝑛

де всi промiжки неперетиннi
Тодi 𝐴∩𝐵 буде об’єднанням попарних перетинiв променiв i пiв iнтервалiв
з 𝐴 i 𝐵
Наприклад,

(𝐴1 ∪𝐴2) ∩ (𝐵1 ∪𝐵2) = (𝐴1 ∩𝐵1) ∪ (𝐴1 ∩𝐵2) ∪ (𝐴2 ∩𝐵1) ∪ (𝐴2 ∩𝐵2)
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Алгебра ℬ0

Доведення.

Продовження...

(iii) Кожний перетин належить ℐ
Наприклад:

(𝑎𝑖; 𝑎
′
𝑖] ∩ (𝑏𝑗 ; 𝑏

′
𝑗 ] =

{︃
∅ , 𝑎′𝑖 < 𝑏𝑗
(𝑏𝑗 ; 𝑎

′
𝑖] , 𝑎′𝑖 ≥ 𝑏𝑗

Ще один приклад:

(𝑎𝑖; 𝑎
′
𝑖] ∩ (−∞; 𝑏𝑗 ] =

{︃
∅ , 𝑏𝑗 < 𝑎𝑖
(−∞; 𝑏𝑗 ] , 𝑏𝑗 ≥ 𝑎𝑖

I т. д. для решти можливих комбiнацiй
Вiдтак 𝐴 ∩𝐵 належить ℬ0 як скiнченне об’єднання пiв iнтервалiв i променiв
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Деякi зауваження

Зауваження (КЛ1.5.5)

Множини з окремих чисел {𝑥}, 𝑥 ∈ R, не належать ℬ0

Вони є результатом виконання (нескiнченно) злiченних перетинiв⋂︁
𝑛

(𝑥− 𝑎𝑛;𝑥] , 𝑎𝑛 → 0

(наприклад, 𝑎𝑛 = 1/𝑛)

Зауваження (КЛ1.5.6)

Обмежених пiв iнтервалiв (𝑎; 𝑏], 𝑎, 𝑏 ∈ R, самих собою недостатньо для
формування алгебри:

Ω = R не можна подати як скiнченне об’єднання пiв iнтервалiв
Доповнення не є обмеженим пiв iнтервалом: (𝑎; 𝑏]𝑐 = (−∞; 𝑎] ∪ (𝑏,∞)

Тому обов’язково потрiбнi променi
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Якi об’єднання нам потрiбнi?

Якщо залишити тiльки скiнченнi об’єднання, то як утворити подiю «пiд
час нескiнченних пiдкидань монеток сталася парна кiлькiсть гербiв»?

Це об’єднання подiй «сталося 2 герби», «сталося 4 герби» i т.д. до
нескiнченности

Тому нам потрiбнi злiченнi об’єднання

Але не все так просто...
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Нам потрiбнi злiченнi об’єднання

Приклад (КЛ1.5.7)

Розгляньмо (︂
0;

1

2

]︂
,

(︂
0;

2

3

]︂
, . . . ,

(︂
0; 1− 1

𝑛

]︂
, . . . ∈ ℬ0

Кожен попереднiй iнтервал вкладений у наступний (зростаюча
послiдовнiсть), тому

𝑛⋃︁
𝑖=1

(︂
0; 1− 1

𝑖

]︂
=

(︂
0; 1− 1

𝑛

]︂
Якщо взяти злiченне об’єднання:

∞⋃︁
𝑛=2

(︂
0; 1− 1

𝑛

]︂
= (0; 1)

Не замкнений справа, бо 𝑥 = 1 не належить жодному з пiв iнтервалiв

Отже (0; 1) /∈ ℬ0

Алгебра ℬ0 не є замкненою вiдносно злiченного числа об’єднань
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План лекцiї

1 Алгебри

2 𝜎-Алгебри

3 Борелева 𝜎-алгебра
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𝜎-алгебра

Визначення (КЛ1.5.8)

Клас 𝒜 пiдмножин деякого простору Ω є 𝜎-алгеброю (𝜎-algebra), якщо:

(i) Ω ∈ 𝒜
(ii) з 𝐴 ∈ 𝒜 випливає 𝐴𝑐 ∈ 𝒜
(iii) з 𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ 𝒜 випливає

⋃︀∞
𝑛=1 𝐴𝑛 ∈ 𝒜 (злiченнi об’єднання!)

Як i для алгебр, справедливо:

∅ ∈ 𝒜
𝒜 замкнена вiдносно злiченного числа перетинiв (закон де Моргана):

𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ 𝒜 ⇒
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛 ∈ 𝒜

Будь-яка 𝜎-алгебра є алгеброю (скiнченне об’єднання — частинний випадок
злiченного), але не навпаки (як ми щойно пересвiдчилися)
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Вимiрний простiр

Визначення (КЛ1.5.9)

(Ω,𝒜) — вимiрний простiр (measurable space)

Множини в 𝜎-алгебрi 𝒜 — вимiрнi множини (measurable sets)

Навiщо все це потрiбно?

Хiба не можна просто визначити 𝒜 як множину всiх пiдмножин
простору Ω? (таку множину позначають 2Ω)

Дивлячись для якого простору:
Якщо |Ω| < ∞ або |Ω| = ℵ0, то можна
Iнакше — не можна!
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Множина Вiталi

Приклад (КЛ1.5.10)

Розгляньмо Ω = (0; 1]

Спробуймо на повнiй 𝜎-алгебрi для цього промiжку визначити таку
функцiю:

P ([𝑎; 𝑏]) = 𝑏− 𝑎, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1
Якщо подiї 𝐴1, 𝐴2, . . . несумiснi, то P

(︀⋃︀
𝑛 𝐴𝑛

)︀
=

∑︀
𝑛 P (𝐴𝑛)

(Ймовiрностi несумiсних подiй додаються для злiченного числа подiй)
P (𝐴⊗ 𝑟) = P (𝐴), 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, де

𝐴⊗ 𝑟 ≡ {𝑎+ 𝑟 ; 𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑎+ 𝑟 ≤ 1} ∪ {𝑎+ 𝑟 − 1 ; 𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑎+ 𝑟 > 1}

(Ймовiрностi iнварiантнi вiдносно циклiчного зсуву на число 𝑟 вправо, адже
довжина промiжку у цьому випадку не змiнюється)

Спойлер: це неможливо
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Множина Вiталi

Приклад (КЛ1.5.10)

Продовження...

Побудуймо таку множину, для якої ймовiрности з такими властивостями
запропонувати неможливо

Цей приклад запропонував iталiйський математик Джузеппе Вiталi
(Giuseppe Vitali, 1875–1932)

Уведiмо вiдношення еквiвалентности таке, що 𝑥 ∼ 𝑦 тодi й тiльки тодi, коли
𝑥⊗ 𝑟 = 𝑦 для деякого 𝑟 ∈ Q ∩ (0; 1]

Це вiдношення утворює розбиття промiжку

Нехай 𝐻 ⊂ (0; 1] мiстить в точностi по одному представнику кожного класу
(це можливо за допомогою аксiоми вибору)

Множини 𝐻 ⊗ 𝑟1 i 𝐻 ⊗ 𝑟2 для 𝑟1 ̸= 𝑟2 неперетиннi
Якщо цим множинам одночасно належить деяка точка ℎ1 ⊗ 𝑟1 = ℎ2 ⊗ 𝑟2, то
виходить, що ℎ1 ∼ ℎ2

Але це неможливо (якщо, звiсно, ℎ1 ̸= ℎ2), тому що за побудовою всi точки 𝐻
належать рiзним класам еквiвалентности
Якщо ж ℎ1 = ℎ2, то тодi 𝑟1 = 𝑟2
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Множина Вiталi

Приклад (КЛ1.5.10)

Продовження...

Кожна точка 𝑥 ∈ (0; 1] належить котрiйсь iз цих множин, а вiдтак

(0; 1] =
⋃︁

𝑟∈Q∩(0;1]

(𝐻 ⊗ 𝑟)

Вiдповiдно, iмовiрнiсть обох множин повинна бути однакова:

P ((0; 1]) = P

⎛⎝ ⋃︁
𝑟∈Q∩(0;1]

(𝐻 ⊗ 𝑟)

⎞⎠ =
∑︁
𝑟

P (𝐻 ⊗ 𝑟)

Оскiльки P (Ω) = 1, а ймовiрнiсть P (𝐻 ⊗ 𝑟) = P (𝐻) завдяки iнварiантностi
вiдносно зсуву,

1 =
∑︁
𝑟

P (𝐻)

Це неможливо!

Адже або P (𝐻) = 0, i тодi «1 = 0», або P (𝐻) = 𝑎 > 0, i тодi «1 = ∞»

Отже є пiдмножини (0; 1], для яких неможливо визначити ймовiрнiсть iз
бажаними властивостями
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Промiжний пiдсумок

До чого ми дiйшли?

Ми хочемо визначити ймовiрнiсть для якомога бiльшого класу множин

Цей клас повинен бути замкнений вiдносно доповнень, об’єднань i
перетинiв

Алгебра замкнена вiдносно скiнченних операцiй

Цього мало, хочеться злiченнi операцiї

Для цього потрiбна 𝜎-алгебра

Але при цьому потрiбна така 𝜎-алгебра, яка мiстить «адекватнi» множини,
а не якi попало

Для скiнченних i злiченних просторiв Ω можна взяти (Ω, 2Ω)

Для незлiченних виникають проблеми

Хочемо мати найменшу 𝜎-алгебру, яка мiстить «адекватнi» множини
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Породженi 𝜎-алгебри

Визначення (КЛ1.5.12)

Довiльний клас 𝒞 породжує (generates) алгебру, якщо це найменша
алгебра, яка мiстить 𝒞
Таку алгебру позначають через ℱ(𝒞)
Довiльний клас 𝒞 породжує (generates) 𝜎-алгебру, якщо це найменша
𝜎-алгебра, яка мiстить 𝒞
Таку алгебру позначають через 𝒜(𝒞)

Лема (КЛ1.5.13)

Деякий клас 𝒞 породжує єдину алгебру ℱ(𝒞) i єдину 𝜎-алгебру 𝒜(𝒞)

Доведення подивiться в Курсi лекцiй
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𝜎-алгебра, яка нам потрiбна

Нам потрiбна 𝜎-алгебра, яка мiстить «адекватнi» множини, а не якi попало

𝜎-алгебра, яку породжує деякий клас — найменша 𝜎-алгебра, яка
мiстить множини з цього класу

Отже достатньо вибрати деякий «цiкавий» клас i породити на його
основi 𝜎-алгебру

Нас задовольнить 𝜎-алгебра, яку породжує ранiше розглянутий клас ℐ
А чому б i нi? Вона:

Мiстить усi цiкавi множини (пiв iнтервали i променi)
Мiстить їх злiченнi доповнення, об’єднання i перетини
Є найменшою, тобто не мiстить «зайвих» множин

Що ж це за 𝜎-алгебра?
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Властивостi породжених 𝜎-алгебр

Лема (КЛ1.5.14)

Нехай 𝒞, 𝒞1, 𝒞2 — деякi класи множин. Тодi:

(i) 𝜎-алгебра породжує саму себе: 𝒜(𝒜(𝒞)) = 𝒜(𝒞)
(ii) Бiльший клас породжує бiльшу 𝜎-алгебру: якщо 𝒞1 ⊆ 𝒞2, то 𝒜(𝒞1) ⊆ 𝒜(𝒞2)

(iii) Породжена 𝜎-алгебра мiстить породжену алгебру: 𝒜(ℱ(𝒞)) = 𝒜(𝒞)
(iv) Якщо 𝒞1 ⊆ 𝒞2 ⊆ 𝒜(𝒞1), то 𝒜(𝒞2) = 𝒜(𝒞1)
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Доведення.

(i) Очевидно
(ii) За визначенням, 𝒜(𝒞2) — найменша 𝜎-алгебра, яка мiстить 𝒞2

Також 𝒞2 ⊇ 𝒞1
Тому 𝒜(𝒞2) також є найменшою 𝜎-алгеброю, яка мiстить 𝒞1
Вiдтак 𝒜(𝒞1) ⊆ 𝒜(𝒞2)

(iii) Оскiльки 𝒞 ⊆ ℱ(𝒞), за властивiстю (ii) маємо, що 𝒜(𝒞) ⊆ 𝒜(ℱ(𝒞))
З iншого боку, за визначенням, 𝒜(𝒞) =

⋂︀
𝑖 𝒜𝑖, де кожна 𝜎-алгебра 𝒜𝑖 ⊇ 𝒞

Оскiльки будь-яка 𝜎-алгебра є алгеброю, а ℱ(𝒞) — найменша з алгебр, що
мiстить 𝒞, то кожна 𝒜𝑖 ⊇ ℱ(𝒞)
Вiдтак ℱ(𝒞) ⊆ 𝒜(𝒞), оскiльки належить кожнiй множинi iз вiдповiдного
перетину
Отже, за (i)–(ii), 𝒜(ℱ(𝒞)) ⊆ 𝒜(𝒜(𝒞)) = 𝒜(𝒞)
𝒜(𝒞) ⊆ 𝒜(ℱ(𝒞)) i 𝒜(ℱ(𝒞)) ⊆ 𝒜(𝒞) разом мають наслiдком 𝒜(𝒞) = 𝒜(ℱ(𝒞))

(iv) За (ii), iз 𝒞1 ⊆ 𝒞2 випливає 𝒜(𝒞1) ⊆ 𝒜(𝒞2)
Також за (i)–(ii) маємо, що з 𝒞2 ⊆ 𝒜(𝒞1) випливає 𝒜(𝒞2) ⊆ 𝒜(𝒞1)
Разом цi факти дають 𝒜(𝒞2) = 𝒜(𝒞1)
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Борелева 𝜎-алгебра

Ранiше в нас був клас ℐ усiх пiв iнтервалiв i променiв

Алгебра ℬ0 — клас усiх скiнченних доповнень, об’єднань i перетинiв
множин iз ℐ
Очевидно, ℬ0 = ℱ(ℐ)
Ми хочемо дiстати ℬ = 𝒜(ℐ) — породжену 𝜎-алгебру

Визначення (КЛ1.5.15)

𝜎-алгебра ℬ = 𝒜(𝒪), яку породжує клас усiх вiдкритих множин дiйсної оси 𝒪,
має назву Борелевої 𝜎-алгебри (Borel 𝜎-algebra), а множини, що їй належать,
називають Борелевими множинами (Borel sets)

А до чого тут клас вiдкритих множин 𝒪, якщо нам потрiбний клас пiв
iнтервалiв i променiв ℐ?
Виявляється, ℬ = 𝒜(𝒪) = 𝒜(ℐ), що ми зараз i доведемо

Просто визначення з використанням 𝒪 працює в найбiльш загальних
топологiчних просторах
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Якi множини є Борелевими?

Твердження (КЛ1.5.16)

(i) Усi замкненi множини

(ii) Усi одноелементнi множини {𝑥}, 𝑥 ∈ R
(iii) Усi злiченнi множини

(iv) Усi iнтервали виду [𝑎; 𝑏], (𝑎; 𝑏], [𝑎; 𝑏), (−∞; 𝑏), [𝑎;∞)

Доведення.

(i) Будь-яка замкнена множина є доповненням вiдповiдної вiдкритої множини

(ii) Кожна одноелементна {𝑥} множина є замкненою

(iii) Кожна злiченна множина є злiченним об’єднанням одноелементних множин

(iv) [𝑎; 𝑏] = (𝑎; 𝑏) ∪ {𝑎} ∪ {𝑏}, (𝑎; 𝑏] = (𝑎; 𝑏) ∪ {𝑏} тощо
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Що породжує Борелеву 𝜎-алгебру?

Лема (КЛ1.5.17)

Борелеву 𝜎-алгебру породжує множина вiдкритих iнтервалiв

ℐ𝒪 = {(𝑎; 𝑏) , 𝑎, 𝑏 ∈ R}

тобто ℬ = 𝒜(𝒪) = 𝒜(ℐ𝒪)

Доведення.

Спочатку доведiмо 𝒜(ℐ𝒪) ⊆ 𝒜(𝒪):
ℐ𝒪 ⊂ 𝒪, бо вiдкритий iнтервал — це вiдкрита множина
Тому 𝒜(ℐ𝒪) ⊆ 𝒜(𝒪) (Лема КЛ1.5.14)

Тепер доведiмо 𝒜(𝒪) ⊆ 𝒜(ℐ𝒪):
Будь-яку вiдкриту множину в R можна утворити злiченними
об’єднаннями вiдкритих iнтервалiв (Лема Лiндельофа (Lindelöf Lemma),
яку ми доводити не будемо)
Отже 𝒪 ⊆ 𝒜(ℐ𝒪)
Звiдси 𝒜(𝒪) ⊆ 𝒜(ℐ𝒪) (Лема КЛ1.5.14)

Включення в обидва боки дає ℬ = 𝒜(𝒪) = 𝒜(ℐ𝒪)
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Що породжує Борелеву 𝜎-алгебру?

Лема (КЛ1.5.18)

Борелеву 𝜎-алгебру породжує множина ℐ, тобто ℬ = 𝒜(ℐ𝒪) = 𝒜(ℐ)

Доведення.

Спочатку доведiмо 𝒜(ℐ𝒪) ⊆ 𝒜(ℐ):
ℐ𝒪 ⊆ 𝒜(ℐ), оскiльки вiдкритi iнтервали вигляду (𝑎; 𝑏) можна утворити
злiченними об’єднаннями i доповненнями пiв iнтервалiв i променiв

Справдi, ∀𝑎, 𝑏 ∈ R, (𝑎; 𝑏) =
∞⋃︁

𝑛=𝑗

(𝑎; 𝑏− 1/𝑛] для деякого 𝑗 такого, що 𝑏− 1/𝑛 > 𝑎

Тодi 𝒜(ℐ𝒪) ⊆ 𝒜(ℐ) (Лема КЛ1.5.14)
Тепер доведiмо 𝒜(ℐ) ⊆ 𝒜(ℐ𝒪):

ℐ ⊆ 𝒜(ℐ𝒪), оскiльки будь-який пiв iнтервал чи промiнь можна утворити
злiченними об’єднаннями i доповненнями вiдкритих iнтервалiв

Справдi, (𝑎;∞) =
∞⋃︁

𝑛=1

(𝑎; 𝑎+ 𝑛) i

(𝑎; 𝑏] =
∞⋂︁

𝑛=1

(︂
𝑎; 𝑏+

1

𝑛

)︂
, (−∞; 𝑏) =

∞⋃︁
𝑛=1

(𝑏− 𝑛; 𝑏) , (−∞; 𝑏] =
∞⋂︁

𝑛=1

(︂
−∞; 𝑏+

1

𝑛

)︂
Звiдси 𝒜(ℐ) ⊆ 𝒜(ℐ𝒪) (Лема КЛ1.5.14)

Включення в обидва боки дає ℬ = 𝒜(ℐ) = 𝒜(ℐ𝑂)
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Що породжує Борелеву 𝜎-алгебру?

Твердження (КЛ1.5.19)

Борелеву 𝜎-алгебру породжує алгебра ℬ0: ℬ = 𝒜(ℬ0)

Доведення.

Властивiсть (iii) Леми КЛ1.5.14: 𝒜(ℱ(𝒞)) = 𝒜(𝒞)
Ми знаємо, що ℬ0 = ℱ(ℐ)
Отже ℬ = 𝒜(ℐ) = 𝒜(ℱ(ℐ)) = 𝒜(ℬ0)

Зауваження (КЛ1.5.20)

Хоча ℐ𝒪 також породжує ℬ, множина скiнченних доповнень, об’єднань i
перетинiв не є алгеброю: наприклад, (𝑎; 𝑏)𝑐 = (−∞; 𝑎] ∪ [𝑏;∞) не є
вiдкритим iнтервалом

Особливого значення не має, з якого боку iнтервали вiдкритi чи замкненi.
Використання (𝑎; 𝑏] замiсть [𝑎; 𝑏) — це данина традицiї

Борелеву 𝜎-алгебру також породжують тiльки променi виду (−∞;𝑥], 𝑥 ∈ R,
без пiв iнтервалiв

Це випливає з того факту, що (𝑎; 𝑏] = (−∞; 𝑏]∖(−∞; 𝑎]
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Пiдсумок

Отже, чого ми досягли?

Ми почали з класу пiв iнтервалiв i променiв ℐ як очевидних видiв подiй на
R, якi для нас цiкавi

Ми утворили алгебру ℬ0 скiнченних доповнень, об’єднань i перетинiв
множин iз ℐ
Ми з’ясували, що скiнченних операцiй недостатньо, i увели поняття
𝜎-алгебри

Ми з’ясували, що 𝜎-алгебра не може мiстити всiх пiдмножин R
Ми зосередилися на 𝜎-алгебрi 𝒜(ℐ), яку породжує клас ℐ
Ми показали, що така 𝜎-алгебра є Борелевою, тобто 𝒜(ℐ) = ℬ = 𝒜(𝒪)

Отже маємо вимiрний простiр (R,ℬ) — Борелеву дiйсну вiсь (Borel real
line)

Як виявляється, Борелевими є навiть множини, якi неможливо утворити
злiченними теоретико-множинними операцiями над iнтервалами, тобто це
дуже-дуже великий клас множин
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Борелева 𝜎-алгебра в просторi R𝑛

За аналогiєю з R можна увести поняття Борелевих множин у R𝑛

Визначення (КЛ1.5.21)

𝜎-алгебра ℬ𝑛 = 𝒜(𝒪𝑛), яку породжує клас усiх вiдкритих множин 𝒪𝑛 ⊆ R𝑛, має
назву Борелевої (Borel), а множини, що їй належать, називають Борелевими
множинами

Можна показати, що 𝑛-вимiрну Борелеву 𝜎-алгебру породжують також
𝑛-вимiрнi прямокутники 𝐼1 × 𝐼2 × . . .× 𝐼𝑛 ∈ R𝑛, де кожний 𝐼𝑗 ⊂ ℐ, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛
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Борелева 𝜎-алгебра в просторi R𝑛 (1)

Борелеву 𝜎-алгебру ℬ𝑛 породжують 𝑛-вимiрнi аналоги променiв (−∞;𝑥]:

𝑆x = {y ∈ R𝑛 : 𝑦𝑖 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} , x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
⊤ , y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)

⊤

Кожну 𝐴 = 𝐼1 × 𝐼2 × . . .× 𝐼𝑛 ∈ R𝑛, 𝐼𝑗 ⊂ ℐ, можна подати як

𝐴 = 𝑆(𝑏1,...,𝑏𝑘)
⊤∖

(︀
𝑆(𝑎1,𝑏2,...,𝑏𝑘)

⊤ ∪ 𝑆(𝑏1,𝑎2,...,𝑏𝑘)
⊤ ∪ . . . ∪ 𝑆(𝑏1,𝑏2,...,𝑎𝑘)

⊤
)︀

Наприклад,

𝐴 = (𝑎1; 𝑏1]× (𝑎2; 𝑏2] , 𝐴 = 𝑆(𝑏1,𝑏2)⊤∖
(︀
𝑆(𝑎1,𝑏2)⊤ ∪ 𝑆(𝑏1,𝑎2)⊤

)︀
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Борелева 𝜎-алгебра в просторi R𝑛 (2)

Рис. КЛ1.5.1

𝐴 — штрихована область

𝑆(𝑎1,𝑏2)⊤ — об’єднання рожевої й зеленої областей

𝑆(𝑏1,𝑎2)⊤ — об’єднання зеленої й жовтої областей

𝑆(𝑏1,𝑏2)⊤ — об’єднання всiх областей
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Борелiв простiр

Визначення (КЛ1.5.22)

Вимiрний простiр (R𝑛,ℬ𝑛) називають Борелевим простором (Borel space)
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