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Визначення умовної ймовiрности

Визначення (КЛ3.1.2)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 — деякi подiї

Нехай P (𝐵) > 0

Умовна ймовiрнiсть 𝐴 за умови 𝐵 (conditional probability of 𝐴 given 𝐵):

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
(КЛ3.1.1)

P (𝐴) — апрiорна ймовiрнiсть (prior)

P (𝐴 | 𝐵) — апостерiорна ймовiрнiсть (posterior)
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Особливостi обумовлення

Нескладно бачити, що

P (𝐴 | 𝐴) =
P (𝐴 ∩𝐴)

P (𝐴)
= 1

Якщо ми знаємо, що подiя 𝐴 сталася, то її ймовiрнiсть дорiвнює 1

Зауваження (КЛ3.1.3)

Не iснує такої подiї, як 𝐴 | 𝐵
Це просто позначення!

Насправдi, iснують двi рiзнi ймовiрнiснi мiри:

P (·) : 𝒜 → R+ , P (· | 𝐵) : 𝒜 → R+

Iншими словами, з iмовiрнiсного простору (Ω,𝒜,P (·)) можна утворити
новий iмовiрнiсний простiр (Ω,𝒜,P (· | 𝐵)), 𝐵 ∈ 𝒜
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Умовна ймовiрнiсть — це ймовiрнiсть

Твердження (КЛ3.1.4)

Умовна ймовiрнiсть P (· | 𝐵) така, що

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
, 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 , P (𝐵) > 0

є ймовiрнiсною мiрою

Обумовлення не є комутативним: P (𝐴 | 𝐵) ̸= P (𝐵 | 𝐴) в загальному випадку
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Обумовлення як перенормалiзацiя

Обумовлення подiї 𝐴 подiєю 𝐵 означає, що ми перенормалiзовуємо
ймовiрнiсну мiру

Рис. КЛ3.1.1: P (𝐴) = 4
11
, проте P (𝐴 | 𝐵) = 2

6
= 1

3

Пояснення для двох пiдходiв до iнтерпретацiї ймовiрностей:
Частотна iнтерпретацiя: P (𝐴 | 𝐵) як вiдносна частота подiї 𝐴 серед тих
експериментiв, якi закiнчилися подiєю 𝐵
Беєсiвська iнтерпретацiя: оновлення суб’єктивної ймовiрности пiсля
надходження додаткової iнформацiї
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Ланцюгове правило для умовних iмовiрностей

Твердження (КЛ3.1.7)

Нехай P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛) > 0

Тодi

P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛) = P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= P (𝐴2)P (𝐴1 | 𝐴2)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= . . . (КЛ3.1.3)

i т.д. для всiх можливих комбiнацiй подiй
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Теорема Беєса

Теорема (Теорема Беєса (Bayes’ Theorem), КЛ3.3.1)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Для подiй 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, P (𝐵) > 0, справедливо:

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵)
(КЛ3.3.1)
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Закон повної ймовiрности

Теорема (Закон повної ймовiрности (Law of total probability), КЛ3.3.2)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Розгляньмо розбиття: Ω =
⋃︀𝑛

𝑖=1 𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗

Нехай P (𝐴𝑖) > 0 для всiх 𝑖

Тодi

P (𝐵) =

𝑛∑︁
𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖)P (𝐴𝑖) (КЛ3.3.2)
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Обумовлення декiлькома подiями

Твердження (КЛ3.3.6)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜, P (𝐵 ∩ 𝐶) > 0

Тодi

P (𝐴 | 𝐵,𝐶) =
P (𝐵 | 𝐴,𝐶)P (𝐴 | 𝐶)

P (𝐵 | 𝐶)
(КЛ3.3.3)

Твердження (КЛ3.3.7)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 — деяке його розбиття

Нехай P (𝐴𝑖 ∩𝐵) > 0 для всiх 𝑖

Тодi

P (𝐵 | 𝐶) =

𝑛∑︁
𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖, 𝐶)P (𝐴𝑖 | 𝐶) (КЛ3.3.4)
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Визначення незалежних подiй

Визначення (КЛ3.4.1)

Подiї 𝐴 i 𝐵 називають незалежними (independent)(𝐴 ⊥⊥ 𝐵), якщо

P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐴)P (𝐵) (КЛ3.4.1)

Якщо P (𝐴) > 0 i P (𝐵) > 0:

P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴) , P (𝐵 | 𝐴) = P (𝐵)

Обумовлення однiєї подiї iншою в жодний спосiб не впливає на її ймовiрнiсть

Звiдси випливає правило множення для комбiнаторних формул
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Незалежнiсть i доповнення

Твердження (КЛ3.4.3)

Якщо подiї 𝐴 ⊥⊥ 𝐵, то 𝐴 ⊥⊥ 𝐵𝑐, 𝐴𝑐 ⊥⊥ 𝐵, 𝐴𝑐 ⊥⊥ 𝐵𝑐
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Незалежнiсть декiлькох подiй

Визначення (КЛ3.4.4)

Подiї 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 незалежнi (𝐴1 ⊥⊥ . . . ⊥⊥ 𝐴𝑛), якщо:
P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗) = P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗) для всiх 𝑖 ̸= 𝑗
P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 ∩𝐴𝑘) = P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗)P (𝐴𝑘) для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 рiзних
i т.д.

Подiї зi злiченної послiдовности 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, . . . незалежнi, якщо
незалежними є будь-яке скiнченне число подiй iз послiдовности
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Умовна незалежнiсть

Визначення (КЛ3.4.7)

Подiї 𝐴 i 𝐵 умовно незалежнi (conditionally independent) за умови настання
подiї 𝐶 (𝐴 ⊥⊥ 𝐵 | 𝐶), якщо

P (𝐴 ∩𝐵 | 𝐶) = P (𝐴 | 𝐶)P (𝐵 | 𝐶)

Умовна незалежнiсть прямо не пов’язана з безумовною незалежнiстю
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Застосування визначення

Вправа (Практикум4.2.1)

Нехай, на мою думку, є ймовiрнiсть 80%, що мої ключi лежать в однiй iз
двох кишень куртки

(По 40% на кожну з двох кишень)

Якщо в однiй немає ключiв, то яка ймовiрнiсть, що вони є в другiй?

Розв’язання.

Позначмо 𝐿 =«ключi лежать у лiвiй кишенi»

Позначмо 𝑅 =«ключi лежать у правiй кишенi»

За (КЛ3.1.1) маємо:

P (𝑅 | 𝐿𝑐) =
P (𝑅 ∩ 𝐿𝑐)

P (𝐿𝑐)
=

P (𝑅)

1− P (𝐿)
=

0.4

1− 0.4
=

2

3
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Перетин через умовну ймовiрнiсть

Вправа (Практикум4.2.2)

Нехай у вазi є 8 червоних куль i 4 бiлi кулi

Ми витягаємо 2 кулi без повторень

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що обидвi кулi будуть червонi?

Розв’язання.

Позначмо 𝑅𝑖 =«𝑖-та витягнута куля червона», 𝑖 = 1, 2

Класичне визначення ймовiрности дає

P (𝑅1 ∩𝑅2) =

(︀
8
2

)︀(︀
12
2

)︀ =
14

33

Альтернативний варiант — через призму умовної ймовiрности:

P (𝑅1 ∩𝑅2) = P (𝑅1)P (𝑅2 | 𝑅1) =
2

3
· 7

11
=

14

33
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Перетин через умовну ймовiрнiсть

Вправа (Практикум4.2.2)

Продовження...

Нехай тепер усi червонi кулi мають вагу 𝑟, а бiлi — 𝑤

Нехай iмовiрнiсть витягнути кулю дорiвнює вiдношенню ї ї ваги до ваги
всiєї вази

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що обидвi кулi будуть червонi?

Розв’язання.

Спочатку маємо вазу вагою 8𝑟 + 4𝑤

Iмовiрнiсть витягти деяку червону кулю дорiвнює

P (𝑅1) = 8 · 𝑟

8𝑟 + 4𝑤

Пiсля першого витягу у вазi залишаються кулi вагою 7𝑟 + 4𝑤

Остаточно маємо

P (𝑅1 ∩𝑅2) = P (𝑅1)P (𝑅2 | 𝑅1) =
8𝑟

8𝑟 + 4𝑤
· 7𝑟

7𝑟 + 4𝑤
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Ланцюгове правило

Вправа (Практикум4.2.3)

Нехай маємо групу з 8 футбольних команд

4 команди вважають сильними, а iншi 4 — слабкими

Пари суперникiв визначають у випадковий спосiб

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що жодна з сильних команд не зiграє з
сильним суперником?

Розв’язання.

Розгляньмо подiю 𝑊𝑖 =«сильна команда 𝑖 зiграє проти слабкої», 𝑖 = 1, 2, 3, 4

Нас цiкавить iмовiрнiсть

P (𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3 ∩𝑊4) = P (𝑊1)P (𝑊2 | 𝑊1)P (𝑊3 | 𝑊1,𝑊2)P (𝑊4 | 𝑊1,𝑊2,𝑊3)

Усi ймовiрностi однаковi, тому P (𝑊1) =
4

7

Якщо 𝑊1 сталася, то P (𝑊2 | 𝑊1) =
3

5
Остаточно

P (𝑊1 ∩𝑊2 ∩𝑊3 ∩𝑊4) =
4

7
· 3
5
· 2
3
· 1 =

8

35
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Застосування формул

Вправа (Практикум4.3.1)

Нехай маємо страхову компанiю

Клiєнти є двох типiв: iз високим ризиком i з низьким ризиком

Iмовiрнiсть страхового випадку протягом 1 року така:
Для високого ризику — 0.4
Для низького ризику — 0.2

Вiдомо, що 30% населення мають високий ризик

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що новий клiєнт протягом 1 року потрапить у
страховий випадок?

Розв’язання.

Нехай 𝐴1 =«станеться страховий випадок протягом 1 року»

Нехай 𝑅 =«клiєнт має високий ризик»

Цiлком очевидно, що 𝑅 i 𝑅𝑐 утворюють розбиття всього простору («усiх
людей»)

Тодi за законом повної ймовiрности (КЛ3.3.2):

P (𝐴1) = P (𝐴1 | 𝑅)P (𝑅) + P (𝐴1 | 𝑅𝑐)P (𝑅𝑐) = 0.4 · 0.3 + 0.2 · 0.7 = 0.26
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Застосування формул

Вправа (Практикум4.3.1)

Продовження...

Нехай клiєнт придбав полiс

Протягом 1 року стався страховий випадок

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вiн мав високий ризик?

Розв’язання.

Застосуймо Теорему Беєса (КЛ3.3.1):

P (𝑅 | 𝐴1) =
P (𝑅)P (𝐴1 | 𝑅)

P (𝐴1)
=

0.3 · 0.4
0.26

=
6

13
≈ 0.462
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Застосування формул

Вправа (Практикум4.3.1)

Продовження...

Нехай протягом 1 року вже мав мiсце страховий випадок

Нехай страховi випадки для деякої конкретної особи є незалежнi

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що буде страховий випадок пiсля 1 року?

Розв’язання.

Нехай 𝐴2 =«станеться страховий випадок пiсля 1 року»

Тут працює закон повної ймовiрности з додатковими подiями (КЛ3.3.4):

P (𝐴2 | 𝐴1) = P (𝐴2 | 𝑅,𝐴1)P (𝑅 | 𝐴1) + P (𝐴2 | 𝑅𝑐, 𝐴1)P (𝑅𝑐 | 𝐴1)

= P (𝐴2 | 𝑅)P (𝑅 | 𝐴1) + P (𝐴2 | 𝑅𝑐) (1− P (𝑅 | 𝐴1))

= 0.4 · 6

13
+ 0.2 · 7

13
≈ 0.29

Звернiть увагу, що P (𝐴2 | 𝑅,𝐴1) = P (𝐴2 | 𝑅), тобто подiї 𝐴1 ⊥⊥ 𝐴2 | 𝑅
(умовно незалежнi)

Але P (𝐴2 | 𝐴1) = 0.29 ̸= 0.26 = P (𝐴2), тобто вони не є безумовно незалежнi

23 / 54



Трiшки цiкавiший приклад

Вправа (Практикум4.3.2)

Нехай стався злочин

Вiдомо, що його скоїв один iз 𝑛 чоловiкiв

Кожен чоловiк мiг стати злочинцем з однаковою ймовiрнiстю

Свiдок стверджує, що злочин скоїв чоловiк iз 6 пальцями

Нехай 𝑝0 — iмовiрнiсть того, що невинуватий чоловiк має 6 пальцiв

Нехай 𝑝1 — iмовiрнiсть того, що зловмисник має 6 пальцiв

Нехай 𝑝0 < 𝑝1, 𝑝1 < 1

Вважатимемо, що чоловiки можуть мати 6 пальцiв незалежно один вiд
одного

Заарештовано пiдозрюваного, у нього 6 пальцiв

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що саме вiн є злочинець?
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Трiшки цiкавiший приклад

Розв’язання.

Позначмо 𝐴 =«заарештований є злочинець», 𝐵 =«заарештований має 6
пальцiв»

Iмовiрностi з умови задачi можна записати як:

𝑝1 = P (𝐵 | 𝐴) , 𝑝0 = P (𝐵 | 𝐴𝑐) , P (𝐴) =
1

𝑛

За Теоремою Беєса КЛ3.3.1 i формулою повної ймовiрности (КЛ3.3.2),

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴) + P (𝐵 | 𝐴𝑐)P (𝐴𝑐)

Отже

P (𝐴 | 𝐵) =
𝑝1 · 1

𝑛

𝑝1 · 1
𝑛
+ 𝑝0

(︀
1− 1

𝑛

)︀ =
𝑝1

𝑝1 + 𝑝0(𝑛− 1)
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Трiшки цiкавiший приклад

Вправа (Практикум4.3.2)

Продовження...

Полiцiя перевiрила кожного з 𝑛 можливих чоловiкiв

Знайшовся єдиний чоловiк iз 6 пальцями

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вiн є злочинцем?

Розв’язання.

Нехай 𝑁 =«нiхто, окрiм заарештованого, не має 6 пальцiв»

Тодi

P (𝐴 | 𝐵,𝑁) =
P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴)P (𝐴) + P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴𝑐)P (𝐴𝑐)

Можемо порахувати ймовiрнiсть

P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴) = 𝑝1(1− 𝑝0)
𝑛−1

Можемо порахувати ймовiрнiсть

P (𝐵 ∩𝑁 | 𝐴𝑐) = 𝑝0(1− 𝑝1)(1− 𝑝0)
𝑛−2
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Трiшки цiкавiший приклад

Розв’язання.

Продовження...

Отже

P (𝐴 | 𝐵,𝑁) =
𝑝1(1− 𝑝0)

𝑛−1 · 1
𝑛

𝑝1(1− 𝑝0)𝑛−1 · 1
𝑛
+ 𝑝0(1− 𝑝1)(1− 𝑝0)𝑛−2 ·

(︀
1− 1

𝑛

)︀
=

𝑝1(1− 𝑝0)

𝑝1(1− 𝑝0) + 𝑝0(1− 𝑝1)(𝑛− 1)
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Задача Монтi Голла (Monty Hall Problem)

Приклад (Практикум4.3.3)

Класична задача на основi телешоу Let’s Make a Deal (канал NBC)

Троє дверей: за одними ховається машина, а за iншими двома — по козi

Учасник обирає котрiсь iз дверей

Ведучий Монтi Голл вiдчиняє однi з тих дверей, що залишилися, а там —
коза

Учаснику пропонують змiнити рiшення або залишити початкове

Пiсля ухвалення рiшення дверi вiдчиняють i стає зрозумiло, чи виграв
учасник

Чи варто змiнювати своє початкове рiшення i вибирати iншi дверi?
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Задача Монтi Голла (Monty Hall Problem)

Приклад (Практикум4.3.3)

Продовження...

Нехай дверi пронумеровано вiд 1 до 3

Не зменшуючи загалу, вважатимемо, що учасник завжди обирає дверi 1

Позначмо 𝐶𝑖 =«машина ховається за дверима номер 𝑖», 𝑖 = 1, 2, 3

Позначмо 𝐴 =«виграно машину, якщо початковий вибiр не змiнено»

За законом повної ймовiрности

P (𝐴) = P (𝐴 | 𝐶1) ·
1

3
+ P (𝐴 | 𝐶2) ·

1

3
+ P (𝐴 | 𝐶3) ·

1

3
= 1 · 1

3
+ 0 · 1

3
+ 0 · 1

3
=

1

3

Аналогiчно для подiї 𝐵 =«виграно машину, якщо початковий вибiр
змiнено»:

P (𝐵) = P (𝐵 | 𝐶1) ·
1

3
+ P (𝐵 | 𝐶2) ·

1

3
+ P (𝐵 | 𝐶3) ·

1

3
= 0 · 1

3
+ 1 · 1

3
+ 1 · 1

3
=

2

3
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Задача Монтi Голла (Monty Hall Problem)

Приклад (Практикум4.3.3)

Продовження...

Рис. Практикум4.3.1
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Задача Монтi Голла (Monty Hall Problem)

Приклад (Практикум4.3.3)

Продовження...

Можна застосувати Теорему Беєса (КЛ3.3.1)

Нехай 𝑀𝑗 =«Монтi вiдчинив дверi 𝑗», 𝑗 = 2, 3

Нескладно бачити, що

P (𝑀2) = P (𝑀2 | 𝐶1)P (𝐶1) + P (𝑀2 | 𝐶2)P (𝐶2) + P (𝑀2 | 𝐶3)P (𝐶3)

=
1

2
· 1
3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3
=

1

2

Тодi

P (𝐶1 | 𝑀2) =
P (𝑀2 | 𝐶1)P (𝐶1)

P (𝑀2)
=

1
2
· 1
3

1
2

=
1

3
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Розбиття на декiлька подiй

Вправа (Практикум4.3.4)

Нехай маємо лiхтарики трьох типiв: 20% типу 1, 30% типу 2 i 50% типу 3

На основi наявних даних вiдомо, що ймовiрнiсть роботи понад 100 годин:
Для типу 1: 0.7
Для типу 2: 0.4
Для типу 3: 0.3

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вибраний навмання лiхтарик пропрацює
понад 100 годин?

Розв’язання.

Позначмо 𝐴 =«лiхтарик пропрацює понад 100 годин»

Позначмо 𝐹𝑗 =«вибрано лiхтарик типу 𝑗», 𝑗 = 1, 2, 3

Оскiльки три типи лiхтарикiв утворюють розбиття простору, застосовуємо
формулу повної ймовiрности:

P (𝐴) =
3∑︁

𝑗=1

P (𝐴 | 𝐹𝑗)P (𝐹𝑗) = 0.7 · 0.2 + 0.4 · 0.3 + 0.3 · 0.5 = 0.41

32 / 54



Розбиття на декiлька подiй

Вправа (Практикум4.3.4)

Продовження...

Нехай випадково вибраний лiхтарик пропрацював понад 100 годин

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що вiн був типу 1? 2? 3?

Розв’язання.

Застосуймо Теорему Беєса (КЛ3.3.1):

P (𝐹1 | 𝐴) =
P (𝐴 | 𝐹1)P (𝐹1)

P (𝐴)
=

0.7 · 0.2
0.41

=
14

41

P (𝐹2 | 𝐴) =
P (𝐴 | 𝐹2)P (𝐹2)

P (𝐴)
=

0.4 · 0.3
0.41

=
12

41

P (𝐹3 | 𝐴) =
P (𝐴 | 𝐹3)P (𝐹3)

P (𝐴)
=

0.3 · 0.5
0.41

=
15

41
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План заняття

1 Основнi теоретичнi вiдомостi

2 Визначення умовної ймовiрности

3 Теорема Беєса та повна ймовiрнiсть

4 Незалежнiсть подiй
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Теоретична задачка

Вправа (Практикум4.4.1)

Нехай подiї 𝐴, 𝐵 i 𝐶 незалежнi

Покажiть, що

P (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶) = 1− (1− P (𝐴))(1− P (𝐵))(1− P (𝐶))

Розв’язання.

Потрiбно перейти вiд об’єднання до перетину

Можна застосувати для цього закони де Моргана:

P (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶) = P ((𝐴𝑐 ∩𝐵𝑐 ∩ 𝐶𝑐)𝑐) = 1− P (𝐴𝑐 ∩𝐵𝑐 ∩ 𝐶𝑐)

Згадаймо Твердження КЛ3.4.3: якщо подiї незалежнi, то незалежнi також i
їхнi доповнення

Тому

1−P (𝐴𝑐 ∩𝐵𝑐 ∩ 𝐶𝑐) = 1−P (𝐴𝑐)P (𝐵𝑐)P (𝐶𝑐) = 1−(1−P (𝐴))(1−P (𝐵))(1−P (𝐶))
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Умовна незалежнiсть

Вправа (Практикум4.4.2)

Нехай немовля плаче тодi й тiльки тодi, коли воно:
Голодне
Втомлене
Одночасно голодне i втомлене

Позначмо 𝐶 =«дитина плаче», 𝐻 =«дитина голодна», 𝑇 =«дитина
втомлена»

Нехай P (𝐶) = 𝑐, P (𝐻) = ℎ, P (𝑇 ) = 𝑡, 0 < 𝑐, ℎ, 𝑡 < 1

Нехай 𝐻 ⊥⊥ 𝑇

Чому дорiвнюють iмовiрностi P (𝐻 | 𝐶), P (𝑇 | 𝐶) i P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶)?
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Умовна незалежнiсть

Розв’язання.

Застосуймо Теорему Беєса КЛ3.3.1:

P (𝐻 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝐻)P (𝐻)

P (𝐶)
=

1 · ℎ
𝑐

=
ℎ

𝑐

P (𝑇 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝑇 )P (𝑇 )

P (𝐶)
=

1 · 𝑡
𝑐

=
𝑡

𝑐

P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶) =
P (𝐶 | 𝐻,𝑇 )P (𝐻 ∩ 𝑇 )

P (𝐶)
=

1 · ℎ𝑡
𝑐

=
ℎ𝑡

𝑐
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Умовна незалежнiсть

Вправа (Практикум4.4.2)

Продовження...

Чи можна казати, що 𝐻 ⊥⊥ 𝑇 | 𝐶?

Розв’язання.

Повинна виконуватися рiвнiсть

P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶) = P (𝐻 | 𝐶)P (𝑇 | 𝐶)

Можна бачити, що

P (𝐻 ∩ 𝑇 | 𝐶) =
ℎ𝑡

𝑐
̸= P (𝐻 | 𝐶)P (𝑇 | 𝐶) =

ℎ

𝑐
· 𝑡
𝑐
=

ℎ𝑡

𝑐2
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Нехай двоє осiб, 𝐴 i 𝐵, беруть участь у грi

Якщо монетка випадає гербом, то 𝐵 вiддає 𝐴 1 гривню

Якщо монетка випадає числом, то 𝐴 вiддає 𝐵 1 гривню

Гра триває, допоки хтось iз учасникiв не втратить усiх грошей

Iмовiрнiсть випаду герба дорiвнює P (𝐻) = 𝑝

На початку гри 𝐴 має 𝑖 гривень, а 𝐵 — (𝑁 − 𝑖) гривень

Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐸, що 𝐴 виграє всi грошi?
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Нехай P (𝐸) = 𝑃𝑖, щоб пiдкреслити, що це ймовiрнiсть виграти за умови, що
на початку гри учасник 𝐴 має 𝑖 гривень

Можемо застосувати формулу повної ймовiрности, виконавши обумовлення
першим випадом монетки:

𝑃𝑖 = P (𝐸) = P (𝐸 | 𝐻)P (𝐻)+P (𝐸 | 𝐻𝑐)P (𝐻𝑐) = 𝑝P (𝐸 | 𝐻)+(1−𝑝)P (𝐸 | 𝐻𝑐)

P (𝐸 | 𝐻) ⇒ в учасника 𝐴 буде 𝑖+ 1 гривень, а в учасника 𝐵 буде 𝑁 − (𝑖+ 1)
гривень

Розгляньмо частину гри, яка починається пiсля випаду герба, як окрему
гру:

P (𝐸 | 𝐻) = 𝑃𝑖+1 , P (𝐸 | 𝐻𝑐) = 𝑃𝑖−1
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Отже
𝑃𝑖 = 𝑝𝑃𝑖+1 + (1− 𝑝)𝑃𝑖−1 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1

Маємо 𝑁 − 1 рiвнянь i 𝑁 + 1 невiдомих (𝑃0, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑁 )

Додамо 𝑃0 = 0 i 𝑃𝑁 = 1

Перепишiмо

𝑝𝑃𝑖 + (1− 𝑝)𝑃𝑖 = 𝑝𝑃𝑖+1 + (1− 𝑝)𝑃𝑖−1 ⇒ 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−1)
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Маємо

𝑃2 − 𝑃1 =
1− 𝑝

𝑝
𝑃1

𝑃3 − 𝑃2 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃2 − 𝑃1) =

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂2

𝑃1

...

𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−1 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃𝑖−1 − 𝑃𝑖−2) =

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂𝑖−1

𝑃1

...

𝑃𝑁 − 𝑃𝑁−1 =
1− 𝑝

𝑝
(𝑃𝑁−1 − 𝑃𝑁−2) =

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂𝑁−1

𝑃1
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Додавши першi 𝑖− 1 рiвнянь, дiстаємо

𝑃𝑖 − 𝑃1 = 𝑃1 ·
𝑖−1∑︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑝

𝑝

)︂𝑘

З урахуванням формули суми геометричної прогресiї,

𝑃𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑖

1− (1− 𝑝)/𝑝
𝑃1 ,

1− 𝑝

𝑝
̸= 1

𝑖𝑃1 ,
1− 𝑝

𝑝
= 1
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Оскiльки 𝑃𝑁 = 1, маємо

1 =

⎧⎨⎩
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁

1− (1− 𝑝)/𝑝
𝑃1 , 𝑝 ̸= 1

2

𝑁𝑃1 , 𝑝 = 1
2

Звiдси

𝑃1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (1− 𝑝)/𝑝

1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁
, 𝑝 ̸= 1

2

1

𝑁
, 𝑝 = 1

2

Остаточно маємо

𝑃𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑖

1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁
, 𝑝 ̸= 1

2

𝑖

𝑁
, 𝑝 = 1

2

44 / 54



Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Нехай 𝑄𝑖 — iмовiрнiсть виграшу учасника 𝐵, якщо вiн починає з 𝑁 − 𝑖
гривнями

За абсолютною симетрiєю,

𝑄𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁−𝑖

1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁
, 1− 𝑝 ̸= 1

2

𝑁 − 𝑖

𝑁
, 1− 𝑝 = 1

2

Додаймо цi двi ймовiрностi

Якщо 𝑝 = 1
2
, маємо

𝑖

𝑁
+

𝑁 − 𝑖

𝑁
= 1
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Якщо ж 𝑝 ̸= 1
2
, маємо

𝑃𝑖 +𝑄𝑖 =
1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑖

1− ((1− 𝑝)/𝑝)𝑁
+

1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁−𝑖

1− (𝑝/(1− 𝑝))𝑁

=
𝑝𝑁 − 𝑝𝑁

(︁
1−𝑝
𝑝

)︁𝑖

𝑝𝑁 − (1− 𝑝)𝑁
+

(1− 𝑝)𝑁 − (1− 𝑝)𝑁
(︁

𝑝
1−𝑝

)︁𝑁−𝑖

(1− 𝑝)𝑁 − 𝑝𝑁

=
𝑝𝑁 − 𝑝𝑁−𝑖(1− 𝑝)𝑖 − (1− 𝑝)𝑁 + (1− 𝑝)𝑖𝑝𝑁−𝑖

𝑝𝑁 − (1− 𝑝)𝑁

= 1

Тобто маємо, що ймовiрнiсть того, що нiхто з них не виграє, дорiвнює 0

Iншими словами, гра обов’язково повинна закiнчитися за скiнченну
кiлькiсть крокiв
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Задача про розорення гравця

Приклад (Практикум4.4.3)

Продовження...

Цiкавi числовi приклади

Нехай 𝐴 починає з 5 гривнями, а 𝐵 — з 10 гривнями

Якщо 𝑝 = 0.5,

𝑃5 =
5

15
=

1

3

Якщо 𝑝 = 0.6,

𝑃5 =
1− ((1− 0.6)/0.6)5

1− ((1− 0.6)/0.6)15
≈ 0.87

Нехай обидва гравцi починають грати зi 100 гривнями кожен

Якщо 𝑝 = 0.5, очевидно, що 𝑃100 = 100
200

= 0.5

Якщо 𝑝 = 0.49, маємо

𝑃100 =
1− ((1− 0.49)/0.49)100

1− ((1− 0.49)/0.49)200
≈ 0.018
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Вправа (Практикум4.4.4)

Нехай у турнiрi планують зiграти 64 команди

Маємо 4 групи по 16 команд

Команди пронумеровано вiд 1 до 16 залежно вiд їхнього рейтингу

Команди грають одна з одною на вилiт (графiк на наступному слайдi)

Нехай 𝑟(𝑖, 𝑗) = 𝑟(𝑗, 𝑖), 𝑖 ̸= 𝑗 — номер раунду, у якому 𝑖 може зiграти проти 𝑗
Якщо команди 1 i 16 грають у першому раундi, 𝑟(1, 16) = 1
Якщо команди 1 i 5 потенцiйно можуть зiграти у пiвфiналi, 𝑟(1, 5) = 3

Iмовiрнiсть перемогти дорiвнює 𝑝𝑖,𝑗 = 1− 𝑝𝑗,𝑖

Iмовiрнiсть перемоги не залежить вiд попереднiх успiхiв чи невдач (велике
припущення!)

Чому дорiвнює ймовiрнiсть 𝑃𝑖 перемоги команди 𝑖 у групi, 𝑖 = 1, . . . , 16?
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Рис. Практикум4.4.1
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Розв’язання.

Розгляньмо ймовiрностi 𝑃𝑖(𝑘), 𝑘 = 1, 2, 3, 4, того, що команда 𝑖 виграє в
𝑘-ому раундi

Нехай 𝑂𝑖(𝑘) = {𝑗 : 𝑟(𝑖, 𝑗) = 𝑘} — множина можливих суперникiв команди 𝑖 в
раундi 𝑘

Перемога в раундi 𝑘 передбачає перемоги ранiше:

𝑃𝑖(𝑘) =
∑︁

𝑗∈𝑂𝑖(𝑘)

P (команда 𝑖 виграла 𝑘 iгор | команда 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

× 𝑃𝑗(𝑘 − 1)

Маємо

P (𝑖 виграла 𝑘 iгор | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

= P ((𝑖 дiйшла до раунду 𝑘) ∩ (𝑖 перемогла 𝑗) | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Розв’язання.

Продовження...

Далi варто помiтити, що за визначенням умовної ймовiрности,

P (𝑖 перемогла 𝑗 | 𝑖 дiйшла до раунду 𝑘, 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

=
P ((𝑖 дiйшла до раунду 𝑘) ∩ (𝑖 перемогла 𝑗) | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

P (𝑖 дiйшла до раунду 𝑘 | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

Подiї зi знаменника є незалежнi, а тому можна записати

P ((𝑖 дiйшла до раунду 𝑘) ∩ (𝑖 перемогла 𝑗) | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

= P (𝑖 перемогла 𝑗 | 𝑖 дiйшла до раунду 𝑘, 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

× P (𝑖 дiйшла до раунду 𝑘)

Остаточно маємо

P (𝑖 виграла 𝑘 iгор | 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

= P (𝑖 перемогла 𝑗 | 𝑖 дiйшла до раунду 𝑘, 𝑗 дiйшла до раунду 𝑘)

× P (𝑖 дiйшла до раунду 𝑘) = 𝑝𝑖,𝑗𝑃𝑖(𝑘 − 1)
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Розв’язання.

Продовження...

Тодi маємо

𝑃𝑖(𝑘) =
∑︁

𝑗∈𝑂𝑖(𝑘)

𝑝𝑖,𝑗𝑃𝑖(𝑘 − 1)𝑃𝑗(𝑘 − 1) = 𝑃𝑖(𝑘 − 1)
∑︁

𝑗∈𝑂𝑖(𝑘)

𝑝𝑖,𝑗𝑃𝑗(𝑘 − 1)

Очевидно, 𝑃𝑖(0) = 1, 𝑖 = 1, . . . , 16

Можна пiдрахувати в рекурсивний спосiб
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Розв’язання.

Продовження...

Наприклад, нехай 𝑝𝑖,𝑗 = 𝑗
𝑖+𝑗

, тодi

𝑃1(1) = 𝑝1,16 =
16

17
= 1− 𝑃16(1)

𝑃2(1) = 𝑝2,15 =
15

17
= 1− 𝑃15(1)

𝑃3(1) = 𝑝3,14 =
14

17
= 1− 𝑃14(1)

𝑃4(1) = 𝑝4,13 =
13

17
= 1− 𝑃13(1)

𝑃5(1) = 𝑝5,12 =
12

17
= 1− 𝑃12(1)

𝑃6(1) = 𝑝6,11 =
11

17
= 1− 𝑃11(1)

𝑃7(1) = 𝑝7,10 =
10

17
= 1− 𝑃10(1)

𝑃8(1) = 𝑝8,9 =
9

17
= 1− 𝑃9(1)
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Розбиття задачi на рекурентнi пiдзадачi

Розв’язання.

Продовження...

Для раунду 2 маємо

𝑃1(2) = 𝑃1(1)(𝑃8(1)𝑝1,8 + 𝑃9(1)𝑝1,9) =
16

17

(︂
9

17
· 8
9
+

8

17
· 9

10

)︂
≈ 0.842

I т.д.
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