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Що було минулого разу

Ми з’ясували, що випадкова величина — це (вимiрна) функцiя 𝑋 : Ω → R

Рис. КЛ4.1.1

Сама по собi функцiя 𝑋 є детермiнованою

«Випадковiсть» постає з випадкової природи експерименту
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Що було минулого разу

Визначення (КЛ4.1.6)

Функцiя (випадкова величина) 𝑋 задає на вимiрному просторi (R,ℬ)
ймовiрнiсну мiру

P𝑋 (𝐴) ≡ P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴}) = P
(︀
𝑋−1(𝐴)

)︀
, 𝐴 ∈ ℬ

(КЛ4.1.1)

Таку мiру називають розподiлом випадкової величини 𝑋 (distribution
of a random variable)

P𝑋 є образом мiри P пiд дiєю функцiї 𝑋 (P𝑋 is a measure induced by 𝑋)

На практицi нас цiкавлять iмовiрностi подiй за участю випадкових
величин

Наприклад, iмовiрнiсть, що 𝑋 > 0 або 𝑋 ∈ [1; 5] тощо

Iмовiрнiсть такої подiї 𝐴 можна обчислити за допомогою розподiлу: P𝑋 (𝐴),
𝐴 ⊆ R
Тодi природа ймовiрнiсного простору (Ω,𝒜,P) нас мало цiкавить
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Що було минулого разу

Визначення (КЛ4.2.1)

Випадкову величину 𝑋 називають дискретною, як i вiдповiдний їй розподiл,
якщо носiй supp (𝑋) є не бiльш нiж злiченним

Хотiлось би мати можливiсть обчислювати ймовiрностi для 𝑋, не
звертаючись до початкової мiри P

Визначення (КЛ4.2.3)

Дискретна випадкова величина 𝑋 : Ω → R з носiєм supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}
Функцiя ймовiрности (probability mass function) 𝑝𝑋(𝑥) ≡ P𝑋 (𝑋 = 𝑥):

𝑝𝑋(𝑥)

{︃
̸= 0 , 𝑥 ∈ {𝑥1, 𝑥2, . . .}
= 0 , 𝑥 /∈ {𝑥1, 𝑥2, . . .}

,
∑︁
𝑖

𝑝𝑋(𝑥𝑖) = 1 (КЛ4.2.1)

За Теоремою КЛ2.3.1, 𝑝𝑋 визначає розподiл випадкової величини:

P𝑋 (𝐴) =
∑︁
𝑥𝑖∈𝐴

𝑝𝑋(𝑥𝑖) (КЛ4.2.2)
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Мотивацiя сподiвання

Як пiдрахувати середнє значення (mean) випадкової величини 𝑋?

По-перше, що називати «середнiм значенням»?

Ми знаємо аритметичне середнє (arithmetic mean) деяких чисел
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛:

𝑥 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

Узагальненням є зважене середнє (weighted mean):

𝑤(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑤𝑖 ,
∑︁
𝑖

𝑤𝑖 = 1

де 𝑤𝑖 ∈ [0; 1] — ваговi коефiцiєнти (weights)

Для аритметичного середнього 𝑤𝑖 =
1
𝑛
для всiх 𝑖

Для дискретної випадкової величини природним є вибiр вагових
коефiцiєнтiв як iмовiрностей вiдповiдних значень
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Визначення сподiвання

Визначення (КЛ4.3.1)

Сподiванням (expectation) дискретної випадкової величини 𝑋 є зважене
середнє

E [𝑋] =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑥 · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) (КЛ4.3.1)

Сподiвання може бути нескiнченно великим

Якщо одночасно

E
[︀
𝑋+]︀ ≡ ∑︁

𝑥∈supp(𝑋)
𝑥>0

𝑥 · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = ∞

E
[︀
𝑋−]︀ ≡ ∑︁

𝑥∈supp(𝑋)
𝑥<0

(−𝑥) · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) = ∞

то кажуть, що сподiвання не iснує (does not exist)
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Сподiвання є сталою

Зауваження (КЛ4.3.2)

E [𝑋] ∈ R, тобто воно є (сталим) числом
𝑋 : Ω → R, тобто випадкова величина є (випадковою) функцiєю
Сподiвання є фiксоване значення, невипадкове, яке заздалегiдь вiдоме i
може бути обчислено
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Сподiвання як центр мас

Зауваження (КЛ4.3.3)

Поняття сподiвання подiбне до поняття центру мас у фiзицi

Рис. КЛ4.3.1

Тут маємо дискретну випадкову величину 𝑋 iз функцiєю ймовiрности 𝑝(𝑥𝑖),
𝑖 ≥ 1

Кулi масою 𝑝(𝑥𝑖) в точках 𝑥𝑖, 𝑖 ≥ 1 на стрижнi

E [𝑋] = точка, в якiй стрижень перебуватиме в станi рiвноваги (центр мас)
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Простий приклад

Приклад (КЛ4.3.4)

Страхова компанiя виплачує 10 тис. грн за втрачений багаж

Iсторичнi данi свiдчать, що страховий випадок настає для 1 iз 200 проданих
полiсiв

Яку потрiбно встановити вартiсть одного полiсу, щоб принаймнi вийти в
нуль?

Нехай випадкова величина 𝑋 =«втрати страхової компанiї» має таку
функцiю ймовiрности:

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

200
, 𝑥 = −10,000

1− 1

200
, 𝑥 = 0

Тодi сподiванi втрати компанiї становлять

E [𝑋] = −10,000

200
+ 0 ·

(︂
1− 1

200

)︂
= −50

Для покриття видаткiв брати за полiс не менше вiд 50 грн
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Лiнiйнiсть сподiвання

Твердження (КЛ4.3.5)

Нехай дискретнi випадковi 𝑋 i 𝑌 визначено на одному (Ω,𝒜,P)
Для будь-яких чисел 𝑎, 𝑏 ∈ R справедливо:

E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ] = 𝑎E [𝑋] + 𝑏E [𝑌 ] (КЛ4.3.2)

Доведення.

Нехай носiй supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}
Тодi, за (КЛ4.1.1), P𝑋 (𝑋 = 𝑥𝑖) = P ({𝜔 : 𝑋(𝜔) = 𝑥𝑖})
Вiдтак E [𝑋] =

∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

𝑥P𝑋 (𝑋 = 𝑥) =
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑥P ({𝜔 : 𝑋(𝜔) = 𝑥})

=
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑥
∑︁

𝜔:𝑋(𝜔)=𝑥

P ({𝜔})

=
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

∑︁
𝜔:𝑋(𝜔)=𝑥

𝑋(𝜔)P ({𝜔})

=
∑︁
𝜔∈Ω

𝑋(𝜔)P ({𝜔})
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Лiнiйнiсть сподiвання

Доведення.

Продовження...

Аналогiчно можна подати

E [𝑌 ] =
∑︁
𝜔∈Ω

𝑌 (𝜔)P ({𝜔})

Тодi

E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ] =
∑︁
𝜔∈Ω

(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 )(𝜔)P ({𝜔})

=
∑︁
𝜔∈Ω

(𝑎𝑋(𝜔) + 𝑏𝑌 (𝜔))P ({𝜔})

= 𝑎
∑︁
𝜔∈Ω

𝑋(𝜔)P ({𝜔}) + 𝑏
∑︁
𝜔∈Ω

𝑌 (𝜔)P ({𝜔}) = 𝑎E [𝑋] + 𝑏E [𝑌 ]
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Закон несвiдомого статистика

Теорема (Закон несвiдомого статистика для дискретних величин (Law of
unconscious statistician for discrete variables), КЛ4.3.6)

Нехай 𝑋 — деяка дискретна випадкова величина

Нехай її носiй є supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}
Нехай її функцiя ймовiрности є 𝑝𝑋(𝑥) = P𝑋 (𝑋 = 𝑥)

Нехай 𝑔 : R → R — деяка функцiя

Тодi
E [𝑔(𝑋)] =

∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

𝑔(𝑥)P𝑋 (𝑋 = 𝑥) (КЛ4.3.3)

Доведення.

Носiй величини 𝑔(𝑋): supp (𝑔(𝑋)) = {𝑔(𝑥1), 𝑔(𝑥2), . . .}
Може бути 𝑔(𝑥𝑖) = 𝑔(𝑥𝑗) для деяких 𝑖 ̸= 𝑗

За (КЛ4.1.1),

P𝑔(𝑋)

(︀
𝑔(𝑋) = 𝑥′

𝑖

)︀
= P

(︀{︀
𝜔 : 𝑔(𝑋(𝜔)) = 𝑥′

𝑖

}︀)︀
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Закон несвiдомого статистика

Доведення.

Продовження...

Вiдтак

E [𝑔(𝑋)] =
∑︁

𝑥′∈supp(𝑔(𝑋))

𝑥′P𝑔(𝑋)

(︀
𝑔(𝑋) = 𝑥′)︀

=
∑︁

𝑥′∈supp(𝑔(𝑋))

𝑥′P
(︀{︀

𝜔 : 𝑔(𝑋(𝜔)) = 𝑥′}︀)︀
=

∑︁
𝑥′∈supp(𝑔(𝑋))

𝑥′
∑︁

𝜔:𝑔(𝑋(𝜔))=𝑥′

P ({𝜔})

=
∑︁

𝑥′∈supp(𝑔(𝑋))

∑︁
𝜔:𝑔(𝑋(𝜔))=𝑥′

𝑔(𝑋(𝜔))P ({𝜔})

=
∑︁
𝜔∈Ω

𝑔(𝑋(𝜔))P ({𝜔})
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Закон несвiдомого статистика

Доведення.

Продовження...

Отже,

E [𝑔(𝑋)] =
∑︁
𝜔∈Ω

𝑔(𝑋(𝜔))P ({𝜔})

=
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

∑︁
𝜔:𝑋(𝜔)=𝑥

𝑔(𝑥)P ({𝜔})

=
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑔(𝑥)
∑︁

𝜔:𝑋(𝜔)=𝑥

P ({𝜔})

=
∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑔(𝑥)P𝑋 (𝑋 = 𝑥)
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Простий приклад

Приклад (КЛ4.3.7)

Нехай 𝑋 — випадкова величина з функцiєю ймовiрности

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0.2 , 𝑥 = −1

0.5 , 𝑥 = 0

0.3 , 𝑥 = 1

Тодi

E
[︀
𝑋2]︀ = ∑︁

𝑥∈supp(𝑋)

𝑥2𝑝𝑋(𝑥) = (−1)2 · 0.2 + 02 · 0.5 + 12 · 0.3 = 0.5

До того ж
0.5 = E

[︀
𝑋2]︀ ̸= (E [𝑋])2 = (0.1)2 = 0.01
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Сподiвання недостатньо

Сподiвання дає змогу описати розподiл одним числом

Проте цього явно недостатньо

Нехай випадковi величини 𝑋 i 𝑌 мають функцiї ймовiрности

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
5

8
, 𝑥 = −1

1

8
, 𝑥 = 1

2

8
, 𝑥 = 2

, 𝑝𝑌 (𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
5

8
, 𝑦 = −10

1

8
, 𝑦 = 10

2

8
, 𝑦 = 20

Вони мають однакове сподiвання,

E [𝑋] = E [𝑌 ] = 0

Очевидно, розподiли суттєво рiзняться
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Дисперсiя

Визначення (КЛ4.3.8)

Дисперсiєю (variance) випадкової величини 𝑋 є

Var (𝑋) = E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])2

]︀
=

∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

(𝑥− E [𝑋])2 · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) (КЛ4.3.4)

Середньоквадратичним вiдхиленням (standard deviation) випадкової
величини 𝑋 є

sd (𝑋) =
√︀
Var (𝑋) =

√︃ ∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

(𝑥− E [𝑋])2 · P𝑋 (𝑋 = 𝑥) (КЛ4.3.5)

Часто Var (𝑋) позначають через 𝜎2
𝑋 , i тодi sd (𝑋) має позначення 𝜎𝑋

Дисперсiя показує, наскiльки далеко (в середньому) стоять вiд E [𝑋]
значення величини 𝑋
Тобто наскiльки сильно значення величини 𝑋 розкидано вiдносно E [𝑋]
Одиницi вимiру Var (𝑋) є квадратами вiд одиниць вимiру 𝑋, тому
застосовують sd (𝑋)
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Чому квадрати?

Зауваження (КЛ4.3.9)

Нам потрiбнi вiдхилення вiд сподiвання

Взяти просто рiзницю неможливо:

E [𝑋 − E [𝑋]] = E [𝑋]− E [E [𝑋]] = E [𝑋]− E [𝑋] = 0

Додатнi i вiд’ємнi вiдстанi компенсують одне одного

Квадрати перетворюють усi вiдстанi в додатнi

Альтернатива — E [|𝑋 − E [𝑋] |]
Модуль недиференцiйовний у нулi
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Спрощена формула дисперсiї

Твердження (КЛ4.3.10)

Для будь-якої випадкової величини 𝑋

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2]︀− (E [𝑋])2 (КЛ4.3.6)

Доведення.

За визначенням дисперсiї (КЛ4.3.4),

Var (𝑋) = E
[︀
(𝑋 − E [𝑋])2

]︀
= E

[︀
𝑋2 − 2𝑋E [𝑋] + (E [𝑋])2

]︀
= E

[︀
𝑋2]︀− 2E [𝑋E [𝑋]] + E

[︀
(E [𝑋])2

]︀
= E

[︀
𝑋2]︀− 2E [𝑋]E [𝑋] + (E [𝑋])2

= E
[︀
𝑋2]︀− (E [𝑋])2
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Простий приклад

Дисперсiя не є лiнiйною:

Var (𝑎𝑋 + 𝑏) = E
[︀
(𝑎𝑋 + 𝑏− E [𝑎𝑋 + 𝑏])2

]︀
= E

[︀
𝑎2(𝑋 − E [𝑋])2

]︀
= 𝑎2Var (𝑋)

Приклад (КЛ4.3.11)

Нехай маємо правильну гральну кiсточку

Нехай 𝑋 =«число, яке випало»

Розгляньмо числовi характеристики цiєї випадкової величини:

E [𝑋] =
6∑︁

𝑖=1

𝑖 · 1
6
=

21

6
=

7

2

E
[︀
𝑋2]︀ = 6∑︁

𝑖=1

𝑖2 · 1
6
=

91

6

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2]︀− (E [𝑋])2 =

91

6
− 49

4
=

35

12

sd (𝑋) =

√︂
35

12
≈ 1.71
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Цiкава властивiсть

Оскiльки дисперсiя невiд’ємна, маємо

0 ≤ Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2]︀− (E [𝑋])2 ⇒ E

[︀
𝑋2]︀ ≥ (E [𝑋])2

Приклад (КЛ4.3.12)

Покладiмо, що люди народжуються в кожний 𝑖-ий день року,
𝑖 = 1, 2, . . . , 365, незалежно один вiд одного з iмовiрнiстю 𝑝𝑖,

∑︀365
𝑖=1 𝑝𝑖 = 1

𝐴𝑠,𝑡 =«особи 𝑠 i 𝑡 народилися в один день»

Чому дорiвнює ймовiрнiсть P (𝐴1,2)?

Нехай 𝐵𝑖 =«особи 1 i 2 народилися в день 𝑖»

Через незалежнiсть P (𝐵𝑖) = 𝑝𝑖 · 𝑝𝑖 = 𝑝2𝑖

𝐴1,2 є об’єднанням 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 365:

P (𝐴1,2) =

365∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖
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Цiкава властивiсть

Приклад (КЛ4.3.12)

Продовження...

Пiдрахуймо тепер iмовiрнiсть P (𝐴1,2 | 𝐴1,3)

Нехай 𝐶𝑖 =«особи 1, 2 i 3 народилися в день 𝑖»

Через незалежнiсть P (𝐶𝑖) = 𝑝3𝑖

Оскiльки 𝐴1,2 ∩𝐴1,3 є об’єднанням 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 365, маємо:

P (𝐴1,2 | 𝐴1,3) =
P (𝐴1,2 ∩𝐴1,3)

P (𝐴1,3)
=

P (𝐴1,2 ∩𝐴1,3)

P (𝐴1,2)
=

∑︀365
𝑖=1 𝑝

3
𝑖∑︀365

𝑖=1 𝑝
2
𝑖

Розгляньмо випадкову величину 𝑋, яка дорiвнює 𝑝𝑖 з iмовiрнiстю 𝑝𝑖:

E [𝑋] =

365∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 · 𝑝𝑖 =
365∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 , E
[︀
𝑋2]︀ = 365∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 · 𝑝2𝑖 =

365∑︁
𝑖=1

𝑝3𝑖

Маємо:

E
[︀
𝑋2]︀ ≥ (E [𝑋])2 ⇔

365∑︁
𝑖=1

𝑝3𝑖 ≥

(︃
365∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖

)︃2

⇔ P (𝐴1,2 | 𝐴1,3) ≥ P (𝐴1,2)

Iмовiрнiсть народитися в один i той самий день, за умови, що в цей самий
день народилися двi особи, бiльше чи дорiвнює безумовнiй iмовiрностi
народитися в один день 23 / 44



План лекцiї

1 Сподiвання та дисперсiя дискретної випадкової величини

2 Дискретний рiвномiрний розподiл

3 Схема Бернуллi
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Визначення рiвномiрного розподiлу

Визначення (КЛ4.4.1)

Випадкова величина 𝑋 зi скiнченним носiєм має рiвномiрний розподiл
(uniform distribution), якщо

𝑝𝑋(𝑥) =
1

|supp (𝑋) | (КЛ4.4.1)

Позначаємо це через 𝑋 ∼ U (supp (𝑋))

Вiдповiдна функцiя ймовiрности задовольняє обидвi властивостi

Вона невiд’ємна

Сума її значень по всiх елементах носiя дорiвнює 1:∑︁
𝑥∈supp(𝑋)

1

|supp (𝑋) | =
|supp (𝑋) |
|supp (𝑋) | = 1
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Приклад застосування рiвномiрного розподiлу

Приклад (КЛ4.4.2)

Нехай у капелюсi мiстяться 100 пронумерованих вiд 1 до 100 шматочкiв
паперу

Послiдовно i незалежно витягають 5 шматочкiв

Нехай 𝑋𝑗 =«номер на 𝑗-му витягнутому шматочку», 𝑗 = 1, . . . , 5

За побудовою 𝑋𝑗 ∼ U ({1, . . . , 100}), 𝑗 = 1, . . . , 5

Це справедливо незалежно вiд того, iз повтореннями чи без них
роблять вибiр:

Нехай замiсть п’яти послiдовних витягiв вiдбувається один одночасний
5 людей одночасно витягують по шматочку
Очевидно, кожен може витягнути 1 зi 100

Iмовiрнiсть подiї «шматочок iз номером 100 витягнуто принаймнi один раз»
дорiвнює

P𝑋 (𝑋1 = 100 ∪ . . . ∪𝑋5 = 100) = 1− P (𝑋1 ̸= 100 ∩ . . . ∩𝑋5 ̸= 100)

= 1− P (𝑋1 ̸= 100) · . . . · P (𝑋5 ̸= 100)

= 1− (1− P (𝑋1 = 100)) · . . . · (1− P (𝑋5 = 100))

= 1−
(︂

99

100

)︂5

≈ 0.049
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План лекцiї

1 Сподiвання та дисперсiя дискретної випадкової величини

2 Дискретний рiвномiрний розподiл

3 Схема Бернуллi
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Випробування Бернуллi

Розгляньмо найпростiший дискретний розподiл

Нехай деякий експеримент може завершитися:
Успiхом з iмовiрнiстю 𝑝 ∈ [0; 1]
Невдачею з iмовiрнiстю 𝑞 ≡ 1− 𝑝

Такий експеримент називають випробуванням Бернуллi (Bernoulli trial)

Розгляньмо випадкову величину 𝑋:
𝑋 = 1, якщо був успiх
𝑋 = 0, якщо була невдача
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Розподiл Бернуллi

Визначення (КЛ4.5.1)

Випадкова величина 𝑋 має розподiл Бернуллi (Bernoulli distribution) iз
параметром 𝑝, якщо її функцiя ймовiрности має вид:

𝑝𝑋(1) = 𝑝 , 𝑝𝑋(0) = 1− 𝑝

Або
𝑝𝑋(𝑥) = 𝑝𝑥(1− 𝑝)1−𝑥 , 𝑥 ∈ {0, 1} (КЛ4.5.1)

I справдi:

𝑝𝑋(0) = 𝑝0(1− 𝑝)1−0 = (1− 𝑝) , 𝑝𝑋(1) = 𝑝1(1− 𝑝)1−1 = 𝑝

Позначаємо це через 𝑋 ∼ Bern (𝑝)
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Сподiвання i дисперсiя величини Бернуллi

Твердження (КЛ4.5.3)

Якщо 𝑋 ∼ Bern (𝑝), то E [𝑋] = 𝑝, а Var (𝑋) = 𝑝(1− 𝑝)

Доведення.

Величина Бернуллi має два значення, 1 i 0, iз iмовiрностями 𝑝 i 1− 𝑝:

E [𝑋] = 1 · 𝑝+ 0 · (1− 𝑝) = 𝑝

Сподiвання квадрату аналогiчне:

E
[︀
𝑋2]︀ = 12 · 𝑝+ 02 · (1− 𝑝) = 𝑝

Тодi дисперсiя за (КЛ4.3.4) дорiвнює

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2]︀− (E [𝑋])2 = 𝑝− 𝑝2 = 𝑝(1− 𝑝)
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Аналiз параметру розподiлу Бернуллi

Var (𝑋) = 𝑝(1− 𝑝) досягає свого максимуму за 𝑝 = 0.5

Отже найбiльша невизначенiсть спостерiгається для величини Бернуллi
з параметром 𝑝 = 0.5

Найменша — з параметрами 𝑝 = 0, 𝑝 = 1: дисперсiя взагалi нульова
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Бiномний розподiл

Визначення (КЛ4.5.4)

Розгляньмо набiр iз 𝑛 послiдовних i незалежних випробувань Бернуллi

Нехай iмовiрнiсть успiху в кожному дорiвнює 𝑝

Такий набiр має назву схеми Бернуллi (Bernoulli scheme)

Випадкова величина 𝑋 =«загальне число успiхiв» має бiномний розподiл
(Binomial distribution) iз параметрами 𝑛 i 𝑝

Позначаємо це через 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝)
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Бiномна функцiя ймовiрности

Твердження (КЛ4.5.5)

Якщо 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), то

P𝑋 (𝑋 = 𝑘) =

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 (КЛ4.5.2)

Доведення.

Потрiбно зрозумiти, на якому ймовiрнiсному просторi визначено 𝑋

Ω = {0, 1}𝑛, тобто це простiр векторiв довжини 𝑛 iз нулiв (невдач) i
одиниць (успiхiв)

Як завжди для дискретних просторiв, 𝜎-алгеброю є 2Ω

Iмовiрнiсть кожної елементарної подiї 𝜔 ∈ Ω:
Випробування незалежнi
Якщо 𝜔 мiстить точно 𝑘 одиниць i 𝑛− 𝑘 нулiв, P ({𝜔}) = 𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

Послiдовнiсть 0 i 1 не важлива, головне кiлькiсть

Усього є
(︀
𝑛
𝑘

)︀
елементарних подiй, у яких мiститься точно 𝑘 успiхiв (вибiр без

повторень i без збереження порядку)
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Бiномна функцiя ймовiрности

Доведення.

Продовження...

За визначенням (КЛ4.1.1) маємо:

P𝑋 (𝑋 = 𝑘) = P ({𝜔 : 𝑋(𝜔) = 𝑘}) =
∑︁

𝜔:𝑋(𝜔)=𝑘

P ({𝜔})

=

(𝑛𝑘)∑︁
𝑖=1

P ({𝜔𝑘,𝑖}) =

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

Чи є це функцiєю ймовiрности?

Вона невiд’ємна, тому треба показати, що сума ймовiрностей дорiвнює 1

Це випливає з бiномної теореми:

(𝑎+ 𝑏)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘

У нас 𝑎 = 𝑝, 𝑏 = 1− 𝑝:

1𝑛 = 1 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘
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Приклади бiномних розподiлiв

Рис. КЛ4.5.1

Коли 𝑝 ̸= 1
2
, розподiл не є симетричним вiдносно середнього значення

Що бiльшi значення 𝑝 для одного й того ж 𝑛, то ймовiрнiшi великi
значення 𝑋

Бiльше прикладiв тут
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Класичний приклад

Приклад (КЛ4.5.7)

Нехай пiдкидають 5 монеток з iмовiрнiстю випаду герба 𝑝

Нехай 𝑋 =«число випалих гербiв»

За побудовою 𝑋 ∼ Binom (5, 𝑝)

Зокрема,

P𝑋 (𝑋 = 2) =

(︃
5

2

)︃
𝑝2(1− 𝑝)3 = 10𝑝2(1− 𝑝)3

А, скажiмо,

P𝑋 (𝑋 ≥ 4) = P𝑋 (𝑋 = 4) + P𝑋 (𝑋 = 5)

=

(︃
5

4

)︃
𝑝4(1− 𝑝)1 +

(︃
5

5

)︃
𝑝5(1− 𝑝)0

= 5𝑝4(1− 𝑝) + 𝑝5
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Iнший приклад

Приклад (КЛ4.5.8)

Фенотипну рису визначає пара генiв — домiнантний i рецесивний

Розгляньмо приклад кольору насiння — домiнантний жовтий 𝑦 i рецесивний
зелений 𝑔

Особини з парами генiв 𝑦𝑦, 𝑦𝑔 та 𝑔𝑦 мають домiнантний фенотип, а
особини з парою генiв 𝑔𝑔 — рецесивний

Нащадок успадковує по одному гену вiд кожного з батькiв з однаковою
ймовiрнiстю

Нехай пара батькiв iз гiбридними генами має 4 нащадкiв

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що 3 них матимуть домiнантний фенотип?
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Iнший приклад

Приклад (КЛ4.5.8)

Продовження...

Iмовiрнiсть, що нащадок домiнантний, є 𝑝 = 1/4 + 1/4 + 1/4 = 3/4

Усього нащадкiв 𝑛 = 4

Тодi 𝑋 =«число нащадкiв iз домiнантним фенотипом» ∼ Binom (4, 3/4)

Вiдтак

P𝑋 (𝑋 = 3) =

(︃
4

3

)︃(︂
3

4

)︂3(︂
1

4

)︂1

=
27

64
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Взаємозв’язок мiж рiзними змiнними

Зауваження (КЛ4.5.6)

𝑋 ∼ Bern (𝑝) i 𝑌 ∼ Binom (1, 𝑝) мають однаковий розподiл

Твердження (КЛ4.5.9)

Нехай 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝)

Тодi 𝑌 = 𝑛−𝑋 ∼ Binom (𝑛, 1− 𝑝)

Доведення.

Для кожного 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛:

P𝑌 (𝑌 = 𝑘) = P ({𝜔 : 𝑌 (𝜔) = 𝑘}) = P ({𝜔 : 𝑋(𝜔) = 𝑛− 𝑘}) = P𝑋 (𝑋 = 𝑛− 𝑘)

=

(︃
𝑛

𝑛− 𝑘

)︃
𝑝𝑛−𝑘(1− 𝑝)𝑘

=

(︃
𝑛

𝑘

)︃
(1− 𝑝)𝑘𝑝𝑛−𝑘
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Сподiвання i дисперсiя бiномного розподiлу

Твердження (КЛ4.5.10)

Якщо 𝑋 ∼ Binom (𝑛, 𝑝), то E [𝑋] = 𝑛𝑝, а Var (𝑋) = 𝑛𝑝(1− 𝑝)

Доведення.

За визначенням сподiвання та з урахуванням (КЛ4.5.2) маємо:

E [𝑋] =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑘 ·

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘 ·

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

= 𝑛
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

= 𝑛𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︃
𝑝𝑘−1(1− 𝑝)𝑛−𝑘

= 𝑛𝑝

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(︃
𝑛− 1

𝑗

)︃
𝑝𝑗(1− 𝑝)𝑛−𝑗−1

= 𝑛𝑝 · 1 = 𝑛𝑝
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Сподiвання та дисперсiя бiномного розподiлу

Доведення.

Продовження...

Для обчислення дисперсiї спочатку обчислiмо E
[︀
𝑋2
]︀

Розпишiмо його так:

E
[︀
𝑋2]︀ = E [𝑋] + E [𝑋(𝑋 − 1)] = 𝑛𝑝+ E [𝑋(𝑋 − 1)]

Тодi

E [𝑋(𝑋 − 1)] =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑘(𝑘 − 1) ·

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

=

𝑛∑︁
𝑘=2

𝑘(𝑘 − 1) · 𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

=
𝑛∑︁

𝑘=2

𝑛!

(𝑘 − 2)!(𝑛− 𝑘)!
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

= 𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑛− 2)!

(𝑘 − 2)!(𝑛− 𝑘)!
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘
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Сподiвання та дисперсiя бiномного розподiлу

Доведення.

Продовження...

Далi:

E [𝑋(𝑋 − 1)] = 𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑛− 2)!

(𝑘 − 2)!(𝑛− 𝑘)!
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘

= 𝑛(𝑛− 1)𝑝2
𝑛∑︁

𝑘=2

(𝑛− 2)!

(𝑘 − 2)!((𝑛− 2)− (𝑘 − 2))!
𝑝𝑘−2(1− 𝑝)(𝑛−2)−(𝑘−2)

= 𝑛(𝑛− 1)𝑝2
𝑛−2∑︁
𝑗=0

(𝑛− 2)!

𝑗!((𝑛− 2)− 𝑗)!
𝑝𝑗(1− 𝑝)𝑛−2−𝑗

= 𝑛(𝑛− 1)𝑝2
𝑛−2∑︁
𝑗=0

(︃
𝑛− 2

𝑗

)︃
𝑝𝑗(1− 𝑝)𝑛−2−𝑗

= 𝑛(𝑛− 1)𝑝2 · 1 = 𝑛(𝑛− 1)𝑝2

Нарештi,

Var (𝑋) = E
[︀
𝑋2]︀− (E [𝑋])2 = (𝑛𝑝+ 𝑛(𝑛− 1)𝑝2)− (𝑛𝑝)2 = 𝑛𝑝(1− 𝑝)
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Хитрощi з доведенням

Зауваження (КЛ4.5.11)

Прийом, використаний у доведеннi Твердження КЛ4.5.10, є дуже
поширеним

Ми часто намагаємося «помiтити», що деякi вирази можна звести до суми
значень функцiї ймовiрности деякого розподiлу

Сума значень функцiї ймовiрности будь-якого розподiлу дорiвнює 1

Тому можна замiнити складнi вирази на 1
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Приклад на сподiвання

Приклад (КЛ4.5.12)

Продовжмо розгляд Прикладу КЛ4.5.8 про фенотипи

Число нащадкiв iз домiнантним фенотипом 𝑋 ∼ Binom (4, 3/4)

Згiдно з Твердженням КЛ4.5.10,

E [𝑋] = 4 · 3
4
= 3 , Var (𝑋) = 4 · 3

4
·
(︂
1− 3

4

)︂
=

3

4

У середньому варто сподiватися на 3 нащадкiв iз домiнантним фенотипом

Середнє вiдхилення вiд цього сподiвання буде sd (𝑋) =
√︁

3
4
≈ 0.87
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