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Що було минулого разу

На минулiй лекцiї ми розглянули поняття умовної ймовiрности

А саме: нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜), i 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 — деякi подiї
(P (𝐵) > 0)

Тодi умовна ймовiрнiсть 𝐴 за умови 𝐵 (conditional probability of 𝐴 given
𝐵):

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
(КЛ3.1.1)

P (𝐴) — апрiорна ймовiрнiсть (prior)

P (𝐴 | 𝐵) — апостерiорна ймовiрнiсть (posterior)
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Що було минулого разу

Також ми показали, що з цього визначення випливає ланцюгове правило:

P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐵)P (𝐴 | 𝐵) , P (𝐵 ∩𝐴) = P (𝐴)P (𝐵 | 𝐴) ,

P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛) = P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= P (𝐴2)P (𝐴1 | 𝐴2)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= . . . (КЛ3.1.2)

Це можна використовувати для розбиття складної задачi на простiшi
пiдзадачi

Також вкрай важливою є теорема Беєса: нехай маємо вимiрний простiр
(Ω,𝒜), i нехай 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, P (𝐵) > 0, тодi:

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵)
(КЛ3.3.1)

Теорема Беєса часто йде у зв’язцi з законом повної ймовiрности: нехай
маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜) i розбиття Ω =

⋃︀𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,

тодi якщо P (𝐴𝑖) > 0 для всiх 𝑖, маємо

P (𝐵) =

𝑛∑︁
𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖)P (𝐴𝑖) (КЛ3.3.2)

3 / 43



Що було минулого разу

Обумовлення можна здiйснювати також декiлькома подiями

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜), i нехай 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜, P (𝐵 ∩ 𝐶) > 0

Тодi

P (𝐴 | 𝐵,𝐶) =
P (𝐵 | 𝐴,𝐶)P (𝐴 | 𝐶)

P (𝐵 | 𝐶)
(КЛ3.3.3)

Також нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜) i деяке його розбиття
𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, P (𝐴𝑖 ∩𝐵) > 0 для всiх 𝑖

Тодi

P (𝐵 | 𝐶) =
𝑛∑︁

𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖, 𝐶)P (𝐴𝑖 | 𝐶) (КЛ3.3.4)
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Визначення незалежних подiй

Теорiя мiри закiнчується, а теорiя ймовiрности починається там, де
з’являється визначення незалежности. (Р. Дарретт)

Визначення (КЛ3.4.1)

Подiї 𝐴 i 𝐵 називають незалежними (independent)(𝐴 ⊥⊥ 𝐵), якщо

P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐴)P (𝐵) (КЛ3.4.1)

Якщо P (𝐴) > 0 i P (𝐵) > 0:

P (𝐴 | 𝐵) = P (𝐴) , P (𝐵 | 𝐴) = P (𝐵)

Обумовлення однiєї подiї iншою в жодний спосiб не впливає на її ймовiрнiсть

Звiдси випливає правило множення для комбiнаторних формул
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Незалежнiсть i несумiснiсть

Зауваження (КЛ3.4.2)

Незалежнiсть — це зовсiм не те саме, що несумiснiсть

Якщо P (𝐴 ∩𝐵) = 0, то подiї були б незалежнi, тiльки якщо P (𝐴) = 0 чи
P (𝐵) = 0

Тобто якщо P (𝐴) > 0 i P (𝐵) > 0, то подiї нiяк не можуть бути незалежними

Якщо 𝐴 сталася (P (𝐴) > 0), то подiя 𝐵 нiяк не може статися, адже вони
несумiснi

Тобто iнформацiя про одну подiю впливає на ймовiрнiсть iншої — залежнi
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Незалежнiсть i доповнення

Твердження (КЛ3.4.3)

Якщо подiї 𝐴 ⊥⊥ 𝐵, то також 𝐴 ⊥⊥ 𝐵𝑐, 𝐴𝑐 ⊥⊥ 𝐵, 𝐴𝑐 ⊥⊥ 𝐵𝑐

Доведення.

Нехай 𝐴 ⊥⊥ 𝐵

Якщо P (𝐴) = 0, то 𝐴 незалежна вiд будь-якої подiї, у тому числi 𝐵𝑐

Якщо P (𝐴) > 0, то

P (𝐵𝑐 | 𝐴) = 1− P (𝐵 | 𝐴) = 1− P (𝐵) = P (𝐵𝑐)

Аналогiчно доводять iншi випадки
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Незалежнiсть декiлькох подiй

Визначення (КЛ3.4.4)

Подiї 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 незалежнi (𝐴1 ⊥⊥ . . . ⊥⊥ 𝐴𝑛), якщо:
P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗) = P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗) для всiх 𝑖 ̸= 𝑗
P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 ∩𝐴𝑘) = P (𝐴𝑖)P (𝐴𝑗)P (𝐴𝑘) для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 рiзних
i т.д.

Подiї зi злiченної послiдовности 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, . . . незалежнi, якщо
незалежними є будь-яке скiнченне число подiй iз послiдовности
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Попарної незалежности недостатньо

Приклад (КЛ3.4.5)

Нехай
Ω = {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑐𝑏, 𝑏𝑎𝑐, 𝑏𝑐𝑎, 𝑐𝑎𝑏, 𝑐𝑏𝑎, 𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑐}

Нехай усi ймовiрностi однаковi

Нехай 𝐴 =«лiтера 𝑎 опинилася на першiй позицiї», 𝐵 =«лiтера 𝑏 опинилася
на другiй позицiї» i 𝐶 =«лiтера 𝑐 опинилася на третiй позицiї»

Вочевидь, P (𝐴) = P (𝐵) = P (𝐶) = 1/3

Також маємо, що P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐴 ∩ 𝐶) = P (𝐵 ∩ 𝐶) = 1/9

Подiї попарно незалежнi

Проте P (𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶) = 1/9 ̸= 1/27

Подiї не є незалежними

Виконання тiльки P (𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶) = P (𝐴)P (𝐵)P (𝐶) також недостатньо

Нехай P (𝐴) = 0: рiвнiсть виконується

Проте P (𝐵) i P (𝐶) можуть бути абсолютно довiльнi
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Попарної незалежности недостатньо

Приклад (КЛ3.4.6)

Нехай у родинi 𝑛 ≥ 2 дiтей

Нехай iмовiрнiсть обох статей 0.5

Нехай 𝐴1 =«у родинi не бiльше вiд 1 дiвчинки» i 𝐴2 =«у родинi є i
хлопчики, i дiвчатка»

Чи можна казати, що 𝐴1 ⊥⊥ 𝐴2?

Нехай (𝐺 = 𝑘) =«у родинi точно 𝑘 дiвчаток» i (𝐵 = 𝑘) =«у родинi точно 𝑘
хлопчикiв»

Маємо:

P (𝐴1) = P (𝐺 = 0) + P (𝐺 = 1) =
1

2𝑛
+

𝑛

2𝑛

P (𝐴2) = P ((𝐺 ≥ 1) ∩ (𝐵 ≥ 1))

= 1− P ((𝐺 = 0) ∪ (𝐵 = 0)) = 1− (P (𝐺 = 0) + P (𝐵 = 0)) = 1− 2

2𝑛

З iншого боку,

P (𝐴1 ∩𝐴2) = P (𝐺 = 1) =
𝑛

2𝑛
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Попарної незалежности недостатньо

Приклад (КЛ3.4.6)

Продовження...

Маємо:
1 + 𝑛

2𝑛
·
(︂
1− 2

2𝑛

)︂
=

𝑛

2𝑛
⇒ 𝑛+ 1 = 2𝑛−1

Подiї 𝐴1 та 𝐴2 незалежнi тодi й тiльки тодi, коли 𝑛 = 3
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Умовна незалежнiсть

Визначення (КЛ3.4.7)

Подiї 𝐴 i 𝐵 умовно незалежнi (conditionally independent) за умови настання
подiї 𝐶 (𝐴 ⊥⊥ 𝐵 | 𝐶), якщо

P (𝐴 ∩𝐵 | 𝐶) = P (𝐴 | 𝐶)P (𝐵 | 𝐶)

Умовна незалежнiсть прямо не пов’язана з безумовною незалежнiстю
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Умовна незалежнiсть за рiзних подiй

Приклад (КЛ3.4.8)

Подiї можуть бути умовно незалежними за умови подiї 𝐶, але не за умови
подiї 𝐶𝑐

Нехай викладач:
Добрий, якщо ставить гарнi оцiнки за старання
Поганий, якщо ставить рандомнi оцiнки

Нехай 𝐺 =«викладач добрий», 𝑊 =«студент iнтенсивно працює»,
𝐴 =«студенту поставили вiдмiнно»

Тодi P (𝑊 ∩𝐴 | 𝐺𝑐) = P (𝑊 | 𝐺𝑐)P (𝐴 | 𝐺𝑐) (рандомнi оцiнки)

Але, очевидно, для добрих викладачiв такої незалежности немає
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Умовна i безумовна незалежнiсть

Приклад (КЛ3.4.9)

Iз умовної незалежности не випливає незалежнiсть безумовна

Нехай маємо двi нерозрiзненнi монетки — правильну i таку, що герб
випадає з iмовiрнiстю 3/4

Нехай у випадковий спосiб таємно обирають одну з них i пiдкидають 𝑛
разiв

Нехай 𝐹 =«обрано правильну монетку», 𝐴𝑖 =«за 𝑖-им разом випав герб»

Тодi P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛 | 𝐹 ) = P (𝐴1 | 𝐹 ) · . . . · P (𝐴𝑛 | 𝐹 ) = 1/2𝑛

Так само P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛 | 𝐹 𝑐) = P (𝐴1 | 𝐹 𝑐) · . . . · P (𝐴𝑛 | 𝐹 𝑐) = 3𝑛/4𝑛

Проте подiї 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, не є безумовно незалежнi
Спостереження за монеткою змiнюють апрiорну ймовiрнiсть, що вона
правильна
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Умовна i безумовна незалежнiсть

Приклад (КЛ3.4.10)

Iз безумовної незалежности не випливає незалежнiсть умовна

Нехай у вiдлюдника є тiльки двоє друзiв, що можуть йому зателефонувати

Нехай щодня вони незалежно один вiд одного вирiшують,
зателефонувати чи нi

Нехай 𝐴 =«перший друг зателефонує наступного понедiлка», 𝐵 =«iнший
друг зателефонує наступного понедiлка», P (𝐴) > 0, P (𝐵) > 0

Цi подiї є безумовно незалежнi

Проте, якщо обумовити їх подiєю 𝐶 =«у понедiлок надiйшов тiльки один
дзвiнок», 𝐴 i 𝐵 перестають бути незалежними

Дзвiнок вiд одного друга виключає можливiсть дзвiнка вiд другого
Iншими словами, P (𝐴 | 𝐶) > 0, хоча P (𝐴 | 𝐵,𝐶) = 0
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Мотивацiя

Випадкова величина — це фундаментальне поняття для теорiї ймовiрностей
i статистики

Розгляньмо експеримент:
Простiр елементарних подiй Ω
𝜎-алгебра 𝒜 на ньому
Iмовiрнiсна мiра P на цiй 𝜎-алгебрi

Нiщо не заважає брати й рахувати будь-якi ймовiрностi

Але на практицi нас цiкавить не сам результат експерименту (𝜔 ∈ Ω), а
деяка числова функцiя вiд нього
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Мотивацiя

Наприклад: аналiз доходiв працiвникiв деякої галузи промисловости

Опитати всiх практично неможливо

Утворюємо вибiрку, яка репрезентативна щодо популяцiї

Суто формально результатом експерименту є множина працiвникiв

Нам це нецiкаво: нам потрiбна множина доходiв цих працiвникiв

Ми хочемо обчислювати ймовiрностi подiй у термiнах доходiв («дохiд
бiльше 10 000 грн»), а не працiвникiв
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Випадкова величина як функцiя

Неформально можна казати, що випадкова величина — це функцiя
𝑋 : Ω → R

Рис. КЛ4.1.1

Простiр Ω втрачає особливу роль, i вiд нього можна абстрагуватися

Випадковi величини, як правило, позначаємо великими лiтерами
латинського алфавiту (𝑋, 𝑌 , 𝑍 тощо)

Значення, яких вони набувають — маленькими (𝑥, 𝑦, 𝑧 тощо)
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Випадкова величина як функцiя

На просторi Ω можна визначати рiзнi випадковi величини

Приклад (КЛ4.1.1)

Нехай викидують двi правильнi шестиграннi гральнi кiсточки:

Простiр Ω =
{︁
(𝑥, 𝑦) ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}2

}︁
Нехай 𝑋 =«сума випалих чисел»:

𝑋((1, 1)) = 2 , 𝑋((1, 2)) = 𝑋((2, 1)) = 3

тощо
Нехай 𝑌 =«сума випалих чисел є парним числом»:

𝑌 ((1, 1)) = 𝑌 ((1, 3)) = . . . = 𝑌 ((6, 6)) = 1

𝑌 ((1, 2)) = 𝑌 ((1, 4)) = . . . = 𝑌 ((6, 5)) = 0

Нехай оцiнюють iмовiрнiсть, що деякий пристрiй пропрацює певну кiлькiсть
часу:

Маємо простiр Ω усiх пристроїв
Нехай 𝑋 =«кiлькiсть часу нормальної роботи», 𝑋(𝜔) = 𝑡, 𝑡 ∈ (0;∞)
Нехай 𝑌 =«вартiсть обслуговування протягом часу 𝑡», де, скажiмо,

𝑌 (𝜔) = 2
(︁
1− 0.5𝑒−0.2𝑋(𝜔)

)︁
= 2

(︀
1− 0.5𝑒−0.2𝑡

)︀
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Чому величина «випадкова»

Сама по собi функцiя 𝑋 є детермiнованою

«Випадковiсть» постає з випадкової природи експерименту

Результат експерименту 𝜔 ∈ Ω невiдомий заздалегiдь

Пiсля завершення експерименту його результат зафiксований, i випадкова
величина набуває конкретного значення 𝑋(𝜔)
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Формальне визначення

Визначення (КЛ4.1.2)

Нехай маємо два вимiрнi простори (Ω,𝒜) i (Ω′,𝒜′)

Функцiя 𝑋 : Ω → Ω′ вимiрна вiдносно 𝒜 (measurable 𝒜 function), якщо
для будь-якого 𝐴′ ∈ 𝒜′ справедливо

𝑋−1(𝐴′) ≡
{︀
𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴′}︀ ∈ 𝒜

Тобто прообразом кожної вимiрної множини в одному просторi є деяка
вимiрна множина в iншому просторi
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Iлюстрацiя

Функцiя 𝑋 вимiрна

Функцiя 𝑌 не вимiрна
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Якi функцiї є вимiрними

Зрозумiло, що далеко не всi функцiї є вимiрними

У майбутнiх лекцiях ми розглядатимемо критерiй вимiрности

Проте для дискретних просторiв усе значно простiше

Зауваження (КЛ4.1.4)

Нехай Ω — дискретний простiр

Будь-яка функцiя 𝑋 : Ω → R є вимiрною

Це тому, що 𝜎-алгебра дорiвнює 2Ω i мiстить усi можливi множини
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Нарештi визначення

Визначення (КЛ4.1.5)

Дiйснозначну вимiрну функцiю 𝑋 : Ω → R називають випадковою
величиною (random variable)

За замовчуванням 𝜎-алгеброю для простору R є Борелева 𝜎-алгебра ℬ

Ми з початкового абстрактного ймовiрнiсного простору (Ω,𝒜,P) перейшли
до нового простору (R,ℬ)
Потрiбно навчитися обчислювати ймовiрностi подiй у цьому новому просторi

Для цього потрiбно з’ясувати, яку ймовiрнiсну мiру на ньому
використати
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Поняття розподiлу

Визначення (КЛ4.1.6)

Функцiя (випадкова величина) 𝑋 задає на вимiрному просторi (R,ℬ)
ймовiрнiсну мiру

P𝑋 (𝐴) ≡ P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴}) = P
(︀
𝑋−1(𝐴)

)︀
, 𝐴 ∈ ℬ

(КЛ4.1.1)

Таку мiру називають розподiлом випадкової величини 𝑋 (distribution
of a random variable)

P𝑋 є образом мiри P пiд дiєю функцiї 𝑋 (P𝑋 is a measure induced by 𝑋)

Iмовiрнiсть множини всiх таких елементiв 𝜔 ∈ Ω, образи яких лежать в 𝐴

Iмовiрнiсть прообразу множини 𝐴

27 / 43



Використання розподiлу

На практицi нас цiкавлять iмовiрностi подiй за участю випадкових

величин

Наприклад, iмовiрнiсть, що 𝑋 > 0 або 𝑋 ∈ [1; 5] тощо

Iмовiрнiсть такої подiї 𝐴 можна обчислити за допомогою розподiлу: P𝑋 (𝐴),
𝐴 ⊆ R
Тодi природа ймовiрнiсного простору (Ω,𝒜,P) нас мало цiкавить

Зауваження (КЛ4.1.7)

Тепер зрозумiло, навiщо ми вимагали, щоб випадкова величина була
вимiрною функцiєю

Iмовiрнiсть будь-якої подiї з 𝑋 можна буде обчислити
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Використання розподiлу

Iмовiрнiсть множини 𝐴 можна обчислити як

P (𝐴) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝜔 ∈ 𝐴})

Iмовiрнiсть її образу 𝐴′ можна обчислити за визначенням як

P
(︀
𝑋−1(𝐴′)

)︀
= P

(︀{︀
𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴′}︀)︀

А можна забути про початковий простiр i використовувати розподiл
безпосередньо:

P𝑋

(︀
𝐴′)︀ = P𝑋

(︀{︀
𝑥 ∈ R : 𝑥 ∈ 𝐴′}︀)︀
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Розподiл є мiрою

Твердження (КЛ4.1.8)

Нехай маємо випадкову величину 𝑋 : (Ω,𝒜) → (R,ℬ)
Вона утворює розподiл P𝑋 (𝐴) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴})
Тодi розподiл P𝑋 є ймовiрнiсною мiрою на (R,ℬ)

Доведення.

Перевiрмо три аксiоми ймовiрнiсної мiри

Невiд’ємнiсть виконується, бо P невiд’ємна

Мiра простору:

P𝑋 (R) = P𝑋 (𝑋 ∈ R) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ R}) = P (Ω) = 1
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Розподiл є мiрою

Доведення.

Продовження...
𝜎-адитивнiсть: нехай 𝐴1, 𝐴2, . . . — деякi несумiснi подiї з ℬ:

P𝑋

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= P𝑋

(︃
𝑋 ∈

∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= P

(︃{︃
𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈

∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

}︃)︃

= P

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

{𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴𝑖}

)︃
=

∞∑︁
𝑖=1

P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ∈ 𝐴𝑖})

=
∞∑︁
𝑖=1

P𝑋 (𝑋 ∈ 𝐴𝑖)
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Носiй випадкової величини

Носiй деякої функцiї 𝑓 — множина, де 𝑓 ̸= 0

Визначення (КЛ4.1.9)

Носiй (support) випадкової величини 𝑋 — множина supp (𝑋) = 𝑆

𝑆 є доповненням найбiльшої вiдкритої множини 𝑂 такої, що P𝑋 (𝑂) = 0

Тобто носiй — найменша замкнена множина, у якiй «сконцентровано всю
ймовiрнiсть розподiлу P𝑋»

Визначення (КЛ4.1.10)

Випадковi величини 𝑋 i 𝑌 рiвнi за розподiлом (equal in distribution), 𝑋
𝑑
= 𝑌 ,

якщо P𝑋 (𝐴) = P𝑌 (𝐴) для всiх 𝐴 ∈ ℬ
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План лекцiї

1 Незалежнi подiї

2 Поняття про випадкову величину

3 Дискретнi випадковi величини
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Нагадування: Iмовiрнiсть на злiченному просторi

Нехай |Ω| < ∞ або навiть |Ω| = ℵ0

Тодi як 𝜎-алгебру можна взяти множину всiх пiдмножин: 𝒜 = 2Ω

Iмовiрнiсну мiру для вимiрного простору (Ω, 2Ω) можна задати так

Теорема (КЛ2.3.1)

(Ω, 2Ω) — деякий злiченний вимiрний простiр

Функцiя 𝑝 : Ω → [0; 1]: ∑︁
𝜔∈Ω

𝑝(𝜔) = 1

Тодi P : 2Ω → [0; 1] така, що

P (𝐴) =
∑︁
𝜔∈𝐴

𝑝(𝜔) (КЛ2.3.1)

є ймовiрнiсною мiрою

Визначення (КЛ2.3.2)

Iмовiрнiсну мiру, утворену вiдповiдно до Теореми КЛ2.3.1, називають
дискретною (discrete), як i сам iмовiрнiсний простiр
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Визначення дискретної величини

Визначення (КЛ4.2.1)

Випадкову величину 𝑋 називають дискретною, як i вiдповiдний їй розподiл,
якщо носiй supp (𝑋) є не бiльш нiж злiченним

Хоча 𝑋 : Ω → R, насправдi 𝑋 : Ω → {𝑥1, 𝑥2, . . .}, 𝑥𝑖 ∈ R
Дуже часто маємо 𝑋 : Ω → N або 𝑋 : Ω → Z
Носiй дискретної величини: supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}
Тобто P𝑋 (R∖ {𝑥1, 𝑥2, . . .}) = 0
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Приклад дискретної величини

Приклад (КЛ4.2.2)

Розгляньмо пiдкидування правильних монеток тричi: «Герб» = 1, «Число»
= 0

Iмовiрнiсний простiр буде (Ω = {000, 001, . . . , 111} ,𝒜 = 2Ω,P)
P(𝜔) = 1

8
для всiх 𝜔 ∈ Ω

Розгляньмо випадкову величину 𝑋 =«сума випалих гербiв»

𝑋 має носiй supp (𝑋) = {0, 1, 2, 3}
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Приклад дискретної величини

Приклад (КЛ4.2.2)

Продовження...

Наприклад, iмовiрнiсть 𝑋 ≤ 1:

P𝑋 (𝑋 ≤ 1) = P ({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝜔) ≤ 1})

= P ({000, 001, 010, 100}) = 1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
=

1

2
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Функцiя ймовiрности

Хотiлось би мати можливiсть обчислювати ймовiрностi для 𝑋, не
звертаючись до початкової мiри P
Оскiльки P𝑋 — дискретна мiра, можна застосувати Теорему КЛ2.3.1

Визначення (КЛ4.2.3)

Дискретна випадкова величина 𝑋 : Ω → R з носiєм supp (𝑋) = {𝑥1, 𝑥2, . . .}
Функцiя ймовiрности (probability mass function) 𝑝𝑋(𝑥) ≡ P𝑋 (𝑋 = 𝑥):

𝑝𝑋(𝑥)

{︃
̸= 0 , 𝑥 ∈ {𝑥1, 𝑥2, . . .}
= 0 , 𝑥 /∈ {𝑥1, 𝑥2, . . .}

,
∑︁
𝑖

𝑝𝑋(𝑥𝑖) = 1 (КЛ4.2.1)

За Теоремою КЛ2.3.1, 𝑝𝑋 визначає розподiл випадкової величини:

P𝑋 (𝐴) =
∑︁
𝑥𝑖∈𝐴

𝑝𝑋(𝑥𝑖) (КЛ4.2.2)
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Простий приклад

Приклад (КЛ4.2.4)

Розгляньмо пiдкидування правильної монетки двiчi поспiль

Iмовiрнiсний простiр: (Ω, 2Ω,P)
Ω = {00, 01, 10, 11}
P (𝜔) = 1

4
для всiх 𝜔 ∈ Ω

Розгляньмо рiзнi випадковi величини

𝑋 =«число випалих гербiв», supp (𝑋) = {0, 1, 2}
Функцiя ймовiрности в цьому випадку дорiвнює

𝑝𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

4
, 𝑥 = 0

1

2
, 𝑥 = 1

1

4
, 𝑥 = 2

0 , 𝑥 ̸= 0, 1, 2
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Простий приклад

Приклад (КЛ4.2.4)

Продовження...

Тодi

P𝑋 (𝑋 ≤ 1) = P𝑋 (𝑋 = 0) + P𝑋 (𝑋 = 1) =
1

4
+

1

2
=

3

4

Або

P𝑋 (𝑋 ≤ 1) = 1− P𝑋 (𝑋 = 2) = 1− 1

4
=

3

4

Уже не треба щоразу згадувати про P початкового простору
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Простий приклад

Приклад (КЛ4.2.4)

Продовження...

Нехай 𝑌 =«число випалих чисел». Вочевидь, 𝑌 = 2−𝑋

До того ж 𝑝𝑌 (𝑧) = 𝑝𝑋(𝑧) для всiх 𝑧 = 0, 1, 2:

P𝑌 (𝑌 = 𝑦) = P ({𝜔 : 𝑌 (𝜔) = 𝑦})
= P ({𝜔 : 2−𝑋(𝜔) = 𝑦})
= P ({𝜔 : 𝑋(𝜔) = 2− 𝑦}) = P𝑋 (𝑋 = 2− 𝑦)

𝑋
𝑑
= 𝑌 : рiзнi величини можуть мати однаковий розподiл
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Простий приклад

Приклад (КЛ4.2.4)

Продовження...

Нехай 𝐼 = 1, якщо перший пiдкид завершився гербом, i 0 — якщо числом

Тодi 𝐼(10) = 𝐼(11) = 1, 𝐼(00) = 𝐼(01) = 0

Функцiя ймовiрности дорiвнює

𝑝𝐼(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

2
, 𝑥 = 0

1

2
, 𝑥 = 1

0 , 𝑥 ̸= 0, 1
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Мiркування щодо величин i розподiлiв

Одному розподiлу вiдповiдають багато випадкових величин

Доцiльно розглядати розподiли та їхнi властивостi, а не конкретнi випадковi
величини

Тому будемо казати «функцiя ймовiрности розподiлу», «носiй розподiлу»
тощо

Також будемо завжди розумiти, що функцiя ймовiрности дорiвнює 0 за
межами носiя
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