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1. Органiзацiя посвяти студентiв

У студентськiй радi, що складається з 8 дiвчат та 6 хлопцiв, потрiбно утворити тимчасову групу для
органiзацiї посвяти першокурсникiв. Група має бути гендерно збалансованою, а саме складатися з
3 хлопцiв та 3 дiвчат. Порахуйте загальну кiлькiсть груп, якi можна утворити, за рiзних умов.

(а) У колективi двоє хлопцiв-базiк постiйно розмовляють мiж собою та заважають iншим, тож
задля ефективности робочого процесу в робочу групу варто включати лише одного з них або
взагалi не включати нiкого з цiєї пари.

(б) Двi дiвчини в студрадi мають невирiшену фiнансову суперечку, через яку спiльна праця в групi
призведе до надлишкового обговорення грошового питання. Тому доцiльно обрати або одну з
них, або жодну.

(в) Хлопець та дiвчина, якi ранiше перебували в стосунках, не волiли б опинитися в однiй групi,
тому варто обрати або одного з цiєї пари, або нiкого.

(г) Двоє хлопцiв зi студради навчаються в однiй академiчнiй групi та мають бездоганний рiвень
спiвпрацi, а отже якщо й обирати, то їх варто обрати в спiльну групу лише разом.

2. Бутстреппiнг

Нехай маємо вектор дiйсних чисел p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)
⊤ ∈ R𝑛, у якому всi координати рiзнi. У стати-

стицi бутстреп-вибiркою (bootstrap sample) називають вектор x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
⊤ ∈ R𝑛, утворений

процедурою випадкового вибору елементiв 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, з повтореннями i з однаковими ймовiр-

ностями. Наприклад, якщо p = (3, 1, 6)⊤, то бутстреп-вибiрка може мiстити такi вектори: (1, 1, 3)⊤,
(3, 6, 1)⊤, (6, 1, 1)⊤ i т.п.

Бутстреппiнг (bootstrapping) широко застосовують у статистицi для оцiнювання характеристик роз-
подiлiв чи тестування вiдповiдних статистичних гiпотез, коли масове повторення експерименту ко-
штовне або неможливе. Своє застосування процедура також має в машинному навчаннi пiд назвою
бутстреп-агрегування або беґґiнгу (bootstrap aggregating, bagging), покликаному зменшити перена-
вчання моделей.

(а) Скiльки всього можна згенерувати бутстреп-вибiрок на основi вектора p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)
⊤ ∈

R𝑛, якщо порядок елементiв у вибiрцi має значення?

(б) Суть бутстреппiнгу полягає в генеруваннi значної кiлькости бутстреп-вибiрок та обчислення для
кожної з них деякого пiдсумкового значення (наприклад, середнього значення, медiани тощо).
Масив одержаних пiдсумкових значень далi аналiзують за допомогою статистичних методiв. У
цьому сенсi порядок слiдування значень у вибiрцi значення не має, i бутстреп-вибiрку можна
розглядати не як вектор, а як мультимножину x = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, тобто множину, елементи
якої можуть повторюватися, але порядок слiдування яких роли не грає.

Скiльки всього можна згенерувати бутстреп-вибiрок на основi вектора p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)
⊤ ∈

R𝑛, якщо порядок слiдування значень у вибiрцi не грає жодної роли?
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(в) Незважаючи на те, що результати генерування бутстреп-вибiрки зi збереженням порядку є
рiвноймовiрнi, вибiрки без збереження порядку можуть мати рiзнi ймовiрностi бути згенеро-
ваними. Наприклад, якщо p = (1, 2)⊤, то всi можливi вибiрки зi збереженням порядку мають
однакову ймовiрнiсть:
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Чому дорiвнює ймовiрнiсть згенерувати деяку конкретну вибiрку x = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} на основi
вектора p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)

⊤ ∈ R𝑛?

(г) Яка бутстреп-вибiрка (чи вибiрки) b1 має найбiльшу ймовiрнiсть бути згенерованою? Яка
бутстреп-вибiрка (чи вибiрки) b2 має найменшу ймовiрнiсть бути згенерованою? Чому дорiв-
нює P (b1) /P (b2)?

Наприклад, якщо p = (1, 2)⊤, то вибiрка b1 = {1, 2} має найбiльшу ймовiрнiсть, а саме 1
2 , а

вибiрки b2 = {1, 1} чи b2 = {2, 2} — найменшу ймовiрнiсть, а саме 1
4 .

Вiдповiдь на це питання тiсно пов’язана з поняттям мультиномного розподiлу, у якому всi
ймовiрностi однаковi.

(д) Оскiльки бутстреп-вибiрка на основi вектора p = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛)
⊤ ∈ R𝑛 генерується процеду-

рою вибору елементiв iз повторенням, виникає питання, яку частку елементiв вектора p буде
вiдiбрано в деяку бутстреп-вибiрку? (Тобто з якою ймовiрнiстю буде вiдiбрано деяке 𝑝𝑖.) Що
вiдбуватиметься з цiєї ймовiрнiстю, коли розмiр вектора p стає «достатньо великим» (тобто
прямує до нескiнченности)?

3. Комбiнаторна тотожнiсть

Розгляньмо комбiнаторну тотожнiсть, яка полягає у виборi трьох студентiв серед потоку другокур-
сникiв для призначення бонусного питання на iспитi з дисциплiни «Теорiя ймовiрностей». Отже, на
потоцi маємо групи КМ-41, КМ-42 та КМ-43. Нехай кожна група складається з 𝑛 студентiв, а отже
всього студентiв на потоцi — 3𝑛 осiб.

(а) Скiльки всього iснує можливих варiантiв вибору 3 студентiв iз потоку?

(б) Помiркуйте, якi iснують принципово рiзнi конфiгурацiї вибору трьох студентiв iз погляду пред-
ставництва рiзних груп? Пiдказка: з’ясуйте, з яких саме груп i в якiй кiлькостi може бути
обрано студентiв.

(в) Пiдрахуйте кiлькостi варiантiв у кожнiй конфiгурацiї окремо та пiдсумуйте отриманi результа-
ти.

(г) Використовуючи вiдповiдi пунктiв (a) та (в), запишiть комбiнаторну тотожнiсть.

4. Парi на влучнiсть

Для вирiшення суперечки друзi уклали парi, суть якого полягає в пiдкиданнi п’ятигривневої монети
з вiдстани метра на стiл, розкреслений невеликими квадратами. Перемагає в парi той, чия монета
влучила у квадрат, тобто повнiстю лежить у його межах. Задано, що п’ятигривнева монета має
дiаметр 2 см, а розкресленi квадрати на столi мають сторону 3 см кожен. З’ясуйте, яка ймовiрнiсть
виграшу в цьому парi. Вважайте, що промахнутися i взагалi не влучити в стiл неможливо.

5. Алгебра на основi заданої множини

Нехай маємо деякий простiр елементарних подiй Ω та алгебру на ньому ℱ . Розгляньмо деяку мно-
жину 𝐴 таку, що ∅ ⊂ 𝐴 ⊂ Ω. Покажiть, що клас множин ℱ𝐴 = {𝐵 ⊆ Ω : 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐶 , 𝐶 ∈ ℱ} є
алгеброю. Звернiть увагу, що роль «усього простору» для ℱ𝐴 грає множина 𝐴.
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