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Простiр елементарних подiй

Див. бiльше в Курсi лекцiй, Розд. КЛ1.2–КЛ1.3

Випадковий експеримент (random experiment) — деяка процедура, що
вiдбувається за певних умов довiльне число разiв i результатом якого може
бути один iз деякого набору можливих варiантiв

Визначення (КЛ1.2.1)

Простiр елементарних подiй (sample space) Ω для деякого випадкового
експерименту — множина всiх можливих його результатiв. Може бути:

скiнченний (finite): |Ω| < ∞
злiченний (countable): |Ω| = ℵ0

незлiченний (uncountable): |Ω| = c

Елемент 𝜔 ∈ Ω — елементарна подiя (sample)

Подiя (event) 𝐴 — це деяка пiдмножина (subset) простору Ω: 𝐴 ⊆ Ω

Сталася подiя 𝐴: результат експерименту належить множинi 𝐴
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Операцiї над множинами

Табл. КЛ1.2.1.: Iнтерпретацiя основних теоретико-множинних понять у
контекстi подiй

Теоретико-множинне поняття Iнтерпретацiя

порожня множина (empty set) ∅ неможлива подiя (impossible event)
унiверсальна множина Ω певна подiя (certain event)
належнiсть 𝜔 ∈ 𝐴 сталася подiя 𝐴
включення 𝐴 ⊆ 𝐵 якщо сталася подiя 𝐴, то сталася по-

дiя 𝐵
об’єднання (union)

⋃︀
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 сталася принаймнi одна з подiй 𝐴𝑖,

𝑖 ∈ 𝐼
перетин (intersection)

⋂︀
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 одночасно сталися всi подiї 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼

неперетиннi (disjoint) множини 𝐴 ∩
𝐵 = ∅

подiї 𝐴 i 𝐵 несумiснi (mutually
exclusive)

заперечення (complement) 𝐴𝑐 подiя 𝐴𝑐 стається тодi i тiльки тодi,
коли подiя 𝐴 не стається

рiзниця (difference) двох множин,
𝐴∖𝐵 = 𝐴 ∩𝐵𝑐

сталася тiльки подiя 𝐴, точно не 𝐵

симетрична рiзниця (symmetric di-
fference) двох множин, 𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∩
𝐵𝑐) ∪ (𝐴𝑐 ∩𝐵)

сталася тiльки одна з двох подiй 𝐴 i
𝐵, точно не обидвi
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Класичне визначення ймовiрности

Визначення (КЛ1.3.1)

Умови:

Ω = {𝜔1, . . . , 𝜔𝑚} — скiнченний простiр елементарних подiй

Елементарнi подiї попарно несумiснi: {𝜔𝑖} ∩ {𝜔𝑗} = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗

Експеримент завершується принаймнi однiєю з елементарних подiй:⋃︀𝑚
𝑖=1 {𝜔𝑖} = Ω

Усi елементарнi подiї однаково вiрогiднi

Класична ймовiрнiсть (classical, naive probability) подiї 𝐴 ⊆ Ω:

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω| (КЛ1.3.1)
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Властивостi класичної ймовiрности

P (𝐴) ∈ [0; 1]

P (Ω) = 1, P (∅) = 0

якщо подiї взаємовиключнi, то P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)

P (𝐴𝑐) = 1− P (𝐴)
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Правило множення

Елементи (скiнченної) множини можна, звiсно, перерахувати

Проте для бiльш-менш великих множин це практично нездiйсненно

Твердження (Практикум1.2.1 Правило множення)

Нехай експеримент складається з 𝑛 експериментiв, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛

Нехай експеримент 𝐴𝑖 може завершитися 𝑟𝑖 можливими варiантами,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛

Тодi загальне число впорядкованих варiантiв завершення всiх експериментiв
дорiвнює 𝑟1 · . . . · 𝑟𝑛

Рис. Практикум1.2.1
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Правило множення

Вправа (Практикум1.2.2)

У забiгу беруть участь 10 спортовцiв

Нiчия неможлива

Скiльки iснує можливих варiантiв посiдання (перших трьох) призових мiсць
учасниками забiгу?

Розв’язання.

Три експерименти:
𝐴: посiдання першого мiсця
𝐵: посiдання другого мiсця
𝐶: посiдання третього мiсця

10 варiантiв для 𝐴

Залишається 9 варiантiв для 𝐵

Залишається 8 варiантiв для 𝐶

Загалом 10 · 9 · 8 = 720 варiантiв
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Правило множення

Зауваження (Практикум1.2.3)

Хронологiчний порядок роли не грає

Ми могли сказати, що експеримент 𝐶 має 10 можливих варiантiв, потiм що
𝐴 має 9 можливих варiантiв, i нарештi, що 𝐵 має 8 можливих варiантiв

Головне, що результати виконання трьох експериментiв впорядкованi,
тобто що двi особи не можуть посiсти одне мiсце
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Правило множення

Приклад (Практикум1.2.4)

Студент планує придбати морозиво

Морозивник торгує ванiльним, полуничним та шоколадним морозивом, яке
можна замовити у вафльовому рiжку або в пластиковому цеберку

3 · 2 = 6 усiх можливих варiантiв придбання морозива

Порядок непринциповий: 2 · 3 = 6 варiантiв

Непринципово, якi саме смаки, головне, що на кожний тип пакування може
бути 3 смаки
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Вибiр

Значна кiлькiсть експериментiв у теорiї ймовiрностей та статистицi полягає
у здiйсненнi вибору (sampling) об’єктiв iз деякого набору

Вибiр може бути чотирьох типiв

Вибiр можна класифiкувати за принципом наявности повторень:
Iз повтореннями (with replacement): об’єкт вибирають i повертають назад у
набiр
Без повторень (without replacement): об’єкт пiсля вибору вилучають iз
початкового набору

Вибiр можна класифiкувати за принципом збереження порядку:
Зi збереженням порядку (order matters): вибiр об’єктiв у рiзному порядку
веде до рiзних результатiв
Без збереження порядку (order doesn’t matter): головне, якi об’єкти
вибрано, а не в якому порядку

Зосередьмося поки що на експериментах, у яких має значення порядок

здiйснення вибору
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Вибiр iз повтореннями

Твердження (Практикум1.2.5)

Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв

Нехай потрiбно вибрати 𝑘 об’єктiв iз повтореннями i зi збереженням
порядку

Тодi загальне число варiантiв дорiвнює 𝑛𝑘

Доведення.

Уявiмо вазу з 𝑛 пронумерованих куль

Експеримент: витягаємо кулю, записуємо її номер i повертаємо назад

Такий експеримент має 𝑛 варiантiв завершення

Усього треба витягти 𝑘 куль, тобто маємо 𝑘 експериментiв

Правило множення дає 𝑛 · . . . · 𝑛 = 𝑛𝑘

14 / 41



Вибiр без повторень

Твердження (Практикум1.2.6)

Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв

Нехай потрiбно вибрати 𝑘 об’єктiв без повторень i зi збереженням
порядку

Тодi загальне число варiантiв дорiвнює
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

Доведення.

Уявiмо вазу з 𝑛 пронумерованих куль

Експеримент: витягаємо кулю, записуємо її номер i викидаємо її

Перший експеримент має 𝑛 варiантiв завершення

Другий експеримент має 𝑛− 1 варiантiв завершення, i т.д.

Усього треба витягти 𝑘 куль — тобто 𝑘 експериментiв

Правило множення дає

𝑛 · (𝑛− 1) · . . . · (𝑛− (𝑘 − 1)) =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
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Вибiр без повторень

Зауваження

Частинний випадок розглянутої ситуацiї — коли треба вибрати 𝑛 об’єктiв
iз-посеред 𝑛 штук без повторень

Це має назву перестановки (permutation)

За вищенаведеною формулою маємо 𝑛! варiантiв здiйснення перестановок
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Задача про днi народження

Вправа (Практикум1.2.8)

У кiмнатi присутнi 𝑘 осiб

Вважатимемо, що маємо 365 днiв року

Нехай (для спрощення) день народження в будь-який день з однаковою
ймовiрнiстю

Нехай днi народження незалежнi один вiд одного

Чому дорiвнює ймовiрнiсть подiї 𝐴 =«принаймнi в однiєї пари людей день
народження припадає на один день»?
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Задача про днi народження

Розв’язання.

Простiр елементарних подiй Ω:
Усi можливi варiанти розподiлу днiв народження мiж людьми в кiмнатi
День народження можна розглядати як кулю з вази, яку ми витягаємо i
вручаємо деякiй особi
Маємо вибiр iз повтореннями i зi збереженням порядку: |Ω| = 365𝑘

Множина 𝐴:
Напряму рахувати важко
Розгляньмо 𝐴𝑐 — «усi днi народження рiзнi»
Витягаємо з вази днi народження без повторень, але зi збереженням
порядку:

|𝐴𝑐| =
365!

(365− 𝑘)!

Вiдповiдно,

|𝐴| = |Ω| − |𝐴𝑐| = 365𝑘 −
365!

(365− 𝑘)!

Використовуючи (КЛ1.3.1), маємо:

P (𝐴) =
|𝐴|
|Ω| = 1− 365 · 364 · · · · · (365− (𝑘 − 1))

365𝑘
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Рис. Практикум1.2.2.: Iмовiрнiсть P (𝐴) як функцiя вiд числа осiб у кiмнатi 𝑘
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Помилка Ляйбнiця

Вправа (Практикум1.2.9)

Нехай викидаємо правильну гральну кiсточку двiчi

Яка подiя ймовiрнiша?

𝐴 =«сума двох чисел дорiвнює 11»?

𝐵 =«сума двох чисел дорiвнює 12»?
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Помилка Ляйбнiця

Розв’язання.

Простiр елементарних подiй:

Ω =
{︁
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ N2 , 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6

}︁
Шуканi подiї:

𝐴 =
{︁
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ N2 : 𝑥+ 𝑦 = 11 , 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6

}︁
𝐵 =

{︁
(𝑥, 𝑦)⊤ ∈ N2 : 𝑥+ 𝑦 = 12 , 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6

}︁
Фактично,

𝐴 =
{︁
(5, 6)⊤, (6, 5)⊤

}︁
, 𝐵 =

{︁
(6, 6)⊤

}︁
P (𝐴) = 2P (𝐵)

Ляйбнiць стверджував, що P (𝐴) = P (𝐵)

Вiн вважав, що i 11, i 12 можна дiстати тiльки в один спосiб (не розрiвняв
двi кiсточки)
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Вибiр без збереження порядку

Застосування розглянутих формул буде систематично завищувати

справжнє число можливих варiантiв

𝑘 об’єктiв можна переставляти мiсцями в 𝑘! способiв

Загальне число варiантiв вибору 𝑘 об’єктiв за формулами з попереднього
роздiлу в умовах без збереження порядку потрiбно дiлити на 𝑘!
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Вибiр без збереження порядку

Приклад (Практикум1.2.10)

Iз членiв комiтету в 𝑛 осiб можна обрати:

𝑛(𝑛− 1) пар керiвникiв (голова, заступник голови)

Але тiльки
𝑛(𝑛− 1)

2
пар спiвголiв, оскiльки спiвголови рiвноцiннi
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Вибiр без збереження порядку

Приклад (Практикум1.2.11)

Повернiмося до морозив

Студент купляє два морозива — на обiд i на вечiр

На кожний прийом їжi ми нарахували 6 можливих варiантiв

Усього iснує 36 упорядкованих пар (𝑥, 𝑦)

Якi види морозива було в принципi придбано, незважаючи на їхнiй

порядок?

36/2 = 18 — вiдповiдь неправильна

Iснує 6 пар (𝑥, 𝑥), якi потрiбно врахувати явно

Iснує 30 рiзних пар (𝑥, 𝑦), 𝑥 ̸= 𝑦, якi справдi можна вполовинити, а тому
загальне число:

30

2
+ 6 = 21
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Бiномний коефiцiєнт

Твердження (Практикум1.2.12)

Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв

Нехай потрiбно вибрати 𝑘 об’єктiв без повторень i без збереження
порядку

Тодi загальне число варiантiв дорiвнює(︃
𝑛

𝑘

)︃
≡

⎧⎨⎩
𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
, 𝑘 ≤ 𝑛

0 , 𝑘 > 𝑛
, (Практикум1.2.1)

де

(︃
𝑛

𝑘

)︃
називають бiномним коефiцiєнтом (binomial coefficient)

Доведення.

Ранiше ми показали, що iснує 𝑛!
(𝑛−𝑘)!

варiантiв вибору 𝑘 елементiв iз-посеред
𝑛 можливих

Порядок вибраних елементiв нас не цiкавить

Усього iснує 𝑘! варiантiв перестановок цих елементiв, тому ми повиннi
подiлити загальне число варiантiв на 𝑘!
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Iлюстрацiя

Seeing Theory
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Лiтери «математики»

Вправа (Практикум1.2.13)

Скiльки iснує варiантiв перестановок лiтер у словi «математика»?
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Лiтери «математики»

Розв’язання.

Спосiб 1:

Усього iснує 10! перестановок лiтер слова «математика»

Лiтера «а» повторюється тричi, тому iснує 3! перестановок цих лiтер

Лiтери «м» i «т» повторюються двiчi, тому iснує 2! перестановок кожної

Отже маємо
10!

3!2!2!
= 151 200 варiантiв

Спосiб 2:

Витягаємо з вази позицiї, якi може зайняти лiтера «а»

Позицiї витягаємо без повторень i без збереження порядку

Для лiтери «а» можна витягти
(︀
10
3

)︀
позицiй

Для лiтери «м» залишається вже 7 можливих позицiй, тому маємо
(︀
7
2

)︀
I т.д. для всiх лiтер

За правилом множення, маємо стiльки варiантiв:(︃
10

3

)︃(︃
7

2

)︃(︃
5

2

)︃(︃
3

1

)︃(︃
2

1

)︃(︃
1

1

)︃
= 151 200
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Бiномна теорема

Приклад (Практикум1.2.14)

(𝑥+ 𝑦)𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 , 𝑛 ∈ N+

Доведення подивiться в Практикумi
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Full House

Вправа (Практикум1.2.15)

Гра в покер: 5 карт iз колоди в 52 карти

13 звань та 4 мастi

Full house: 3 карти одного звання, 2 — iншого

Чому дорiвнює ймовiрнiсть дiстати full house (подiя 𝐴)?
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Full House

Розв’язання.

Простiр елементарних подiй:
Усi набори мiстять по 5 карт

Тому |Ω| =
(︁52
5

)︁
Множина 𝐴 — експеримент iз чотирьох частин:

1 Вибрати звання для трьох карт: 13 варiантiв
2 Вибрати три карти цього звання:

(︀4
3

)︀
варiантiв

3 Вибрати звання для двох карт: 12 варiантiв
4 Вибрати двi карти цього звання:

(︀4
2

)︀
варiантiв

Iмовiрнiсть:

P (𝐴) =
13
(︀
4
3

)︀
12
(︀
4
2

)︀(︀
52
5

)︀ =
3 744

2 598 960
≈ 0.001
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Newton-Pepys Problem

Вправа (Практикум1.2.16)

У 1693 р. до Айзека Ньютона (Isaac Newton) звернувся британський дiяч
Семюел Пiпс (Samuel Pepys) iз таким питанням

Iмовiрнiсть якої з подiй бiльша?

𝐴 =«на 6 гральних кiсточках випала принаймнi одна шiстка»?

𝐵 =«на 12 гральних кiсточках випало принаймнi двi шiстки»?

𝐶 =«на 18 гральних кiсточках випало принаймнi три шiстки»?
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Newton-Pepys Problem

Розв’язання.

6 кiсточок

|Ω| = {1, . . . , 6}6 =
{︀
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6)

⊤ ∈ N6 , 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 6
}︀

Знайдiмо потужнiсть 𝐴𝑐 — не випало жодної шiстки

Вибираємо цифри вiд 1 до 5 з повтореннями i зi збереженням порядку:

P (𝐴) = 1− 56

66
≈ 0.67
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Newton-Pepys Problem

Розв’язання.

Продовження...

12 кiсточок

|Ω| = {1, . . . , 6}12

Знайдiмо потужнiсть 𝐵𝑐 — не випало жодної шiстки чи випала одна шiстка

Не випало жодної шiстки — як i вище, маємо 512 варiантiв

Випала одна шiстка:
Спочатку вибираємо позицiю для шiстки:

(︀12
1

)︀
варiантiв

Вибравши позицiю для шiстки, витягаємо цифри вiд 1 до 5 на решту
позицiй — 511 варiантiв

Отже,

P (𝐵) = 1−
512 +

(︀
12
1

)︀
511

612
≈ 0.62
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Newton-Pepys Problem

Розв’язання.

Продовження...

18 кiсточок

|Ω| = {1, . . . , 6}18

Знайдiмо потужнiсть 𝐶𝑐 — не випало жодної шiстки чи випала одна
шiстка чи випали двi шiстки

Не випало жодної шiстки — як i вище, маємо 518 варiантiв

Випала одна шiстка — як i вище, маємо
(︀
18
1

)︀
517 варiантiв

Випало двi шiстки — як i вище, маємо
(︀
18
2

)︀
516 варiантiв

Отже,

P (𝐶) = 1−
518 +

(︀
18
1

)︀
517 +

(︀
18
2

)︀
516

618
≈ 0.60

Отже 𝐴 має найвищу ймовiрнiсть
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Вибiр iз повтореннями

Твердження (Практикум1.2.17)

Нехай набiр мiстить 𝑛 об’єктiв

Нехай потрiбно вибрати 𝑘 об’єктiв з повтореннями, але без збереження
порядку

Тодi загальне число варiантiв дорiвнює

(︃
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

)︃

36 / 41



Вибiр iз повтореннями

Доведення.

Iзоморфна задача: нерозрiзненнi кулi у розрiзненних вазах (конденсат
Боуза-Айнштайна, Bose-Einstein condensate)

Рис. Практикум1.2.3

Послiдовнiсть вертикальних рисок i точок (англ. stars and bars)

Перша й остання риска — обов’язковi i ми їх не чiпаємо

Усi iншi можна перетасовувати

Усього 𝑛+ 𝑘 − 1 позицiй, на якi треба розмiстити 𝑘 точок без повторень —(︀
𝑛+𝑘−1

𝑘

)︀
варiантiв
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Вибiр iз повтореннями

Який зв’язок iз початковою задачею?

Ваза — об’єкт

Кiлькiсть куль у вазi — число разiв, скiльки було вибрано цю вазу

Кулi нерозрiзненнi — вибiр без збереження порядку

Куля може потрапити в кожну вазу — вибiр iз повтореннями
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Пiдсумкова таблиця

Табл. Практикум1.2.1.: Способи пiдрахунку кiлькостей можливих варiантiв для
виборiв рiзного типу

Зi збереженням порядку Без збереження порядку

Iз повтореннями 𝑛𝑘

(︃
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

)︃

Без повторень
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

(︃
𝑛

𝑘

)︃
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Паролi на телефон

Вправа (Практикум1.2.20)

Для захисту своїх телефонiв користувачi можуть задавати пароль iз
чотирьох цифр

1) Скiльки iснує можливих паролiв?

2) Якщо «унiкальний пароль» — пароль iз чотирьох рiзних цифр (тобто
пароль 6713 — унiкальний, а 8824 — нi), то скiльки iснує таких паролiв?

3) Якщо «зростаючий» пароль — де кожна цифра не менша вiд попередньої
(тобто 4789 i 4488 — зростаючi, а 8239 — нi), то скiльки iснує одночасно
унiкальних i зростаючих паролiв?

4) Скiльки iснує паролiв, якi зростаючi, але необов’язково унiкальнi?
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Паролi на телефон

Розв’язання.

1) Вибiр 4 цифр iз 10 можливих iз повтореннями та зi збереженням
порядку, тому 104 паролiв

2) Вибiр 4 цифр iз 10 можливих без повторень та зi збереженням
порядку, тому 10!

6!
= 10 · 9 · 8 · 7 паролiв

3) Будь-яку послiдовнiсть iз 4 рiзних цифр можна в єдиний спосiб упорядкувати
за зростанням (цифри 6, 2, 5, 0 можна впорядкувати i дiстати 0, 2, 5, 6)
Iз усiх 4! можливих перестановок нас цiкавить тiльки одна
Отже маємо 10!

6!4!
=

(︀10
4

)︀
паролiв

Iнше пояснення: Вибiр 4 цифр iз 10 можливих без повторень та без
збереження порядку

4) Вибiр 4 цифр iз 10 можливих iз повторенням та без збереження
порядку, тому

(︀
10+4−1

4

)︀
паролiв
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