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Функцiя вiд множини

Визначення (КЛ2.1.1)

Функцiя вiд множини (set function) — це функцiя 𝑓 : 𝒞 → R, де
𝒞 = {𝐴 : 𝐴 ⊆ Ω}

Будь-яка функцiя 𝑔(𝑥) : R → R — це також функцiя вiд множини:
𝑔(𝑥) ≡ 𝑔({𝑥})
Ми не розрiзнятимемо цi види функцiй, а просто казатимемо —
«функцiя»
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Аксiоми мiри

Визначення (КЛ2.1.2)

Функцiя 𝜇 : 𝒜 → R — мiра (measure), якщо:

(i) 𝜇(𝐴) ≥ 0 для всiх 𝐴 ∈ 𝒜
(ii) 𝜇 є 𝜎-адитивною (𝜎-additive)

𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
=

∞∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

(КЛ2.1.1)
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Скiнченнiсть мiри

Мiрою простору 𝜇(Ω) може бути будь-яке число i навiть ∞
Якщо 𝜇(Ω) < ∞, то мiра скiнченна

Визначення (КЛ2.1.3)

Мiра 𝜇 є 𝜎-скiнченною (𝜎-finite), якщо:

𝜇(Ω) = ∞
Iснує розбиття {𝐴𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . .} простору Ω таке, що 𝜇(𝐴𝑖) < ∞, 𝑖 = 1, 2, . . .
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Iмовiрнiснi мiра i простiр

Визначення (КЛ2.1.5)

Мiру P, яка задовольняє всi аксiоматичнi властивостi з Визначення КЛ2.1.2, i до
того ж P (Ω) = 1, називають iмовiрнiсною мiрою (probability measure)

Визначення (КЛ2.1.6)

Трiйку (Ω,𝒜, 𝜇) називають мiрним простором (measure space)

Зокрема, (Ω,𝒜,P) називають iмовiрнiсним простором (probability space)
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Основнi властивостi мiри

Теорема (КЛ2.2.1)

(Будь-яка) мiра 𝜇 на (Ω,𝒜, 𝜇) має такi властивостi:

(i) 𝜇(∅) = 0

(ii) Мiра є скiнченно-адитивною (адитивною, finitely additive):

𝜇

(︃
𝑛⋃︁

𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ , 𝑖 ̸= 𝑗

(КЛ2.2.1)

(iii) 𝜇 є монотонно неспадною (monotonically nondecreasing):

𝜇(𝐴1) ≤ 𝜇(𝐴2) , 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝒜 , 𝐴1 ⊆ 𝐴2

Як наслiдок, якщо 𝐴1 ⊆ 𝐴2, то 𝜇(𝐴2∖𝐴1) = 𝜇(𝐴2 ∩𝐴𝑐
1) = 𝜇(𝐴2)− 𝜇(𝐴1)

(iv) 𝜇 є 𝜎-субадитивною (𝜎-subadditive):

𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

)︃
≤

∞∑︁
𝑗=1

𝜇(𝐴𝑗) , 𝐴𝑗 ∈ 𝒜 , 𝑗 = 1, 2, . . . (КЛ2.2.2)

тобто навiть для перетинних множин

Ця нерiвнiсть також вiдома як нерiвнiсть Була (Boole’s inequality)

(v) 𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵)− 𝜇(𝐴 ∩𝐵)
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Властивостi ймовiрнiсної мiри

Зауваження (КЛ2.2.3)

Нормалiзацiя P (Ω) = 1 дає такi властивостi

P (𝐴𝑐) = 1− P (𝐴)

P (𝐴) ≤ 1
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Адитивнiсть iмовiрности

Вправа (Практикум3.2.1)

Нехай P (𝐴) = 1
3

Нехай P (𝐵𝑐) = 1
4

Чи можуть 𝐴 та 𝐵 бути несумiсними?

Розв’язання.

P (𝐵) = 1− P (𝐵𝑐) = 3
4

Якщо 𝐴 i 𝐵 несумiснi, то P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)

Тобто P (𝐴 ∪𝐵) = 1
3
+ 3

4
> 1

Це неможливо, бо P (𝐴) ≤ 1 для всiх 𝐴
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Деякi простенькi нерiвностi

Вправа (Практикум3.2.2)

Доведiть такi нерiвностi:

P (𝐴 ∩𝐵) ≤ P (𝐴 ∪𝐵) ≤ P (𝐴) + P (𝐵) (Практикум3.2.1)

Вкажiть умови, за яких цi нерiвностi обертатимуться в рiвностi
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Деякi простенькi нерiвностi

Розв’язання.

Спочатку потрiбно побачити, що 𝐴 ∩𝐵 ⊆ 𝐴 ∪𝐵

Iз властивости монотонности (iii) з Теореми КЛ2.2.1 випливає:

P (𝐴 ∩𝐵) ≤ P (𝐴 ∪𝐵)

Ця нерiвнiсть обернеться в рiвнiсть, якщо 𝐴 ∩𝐵 = 𝐴 ∪𝐵, тобто якщо 𝐴 = 𝐵

(Строго кажучи, коли 𝐴 = 𝐵 майже напевно, див. Практикум)
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Деякi простенькi нерiвностi

Розв’язання.

Продовження...

Для доведення другої нерiвности використаймо властивiсть (v) iз
Теореми КЛ2.2.1:

P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵)

За невiд’ємнiстю мiри, P (𝐴 ∩𝐵) ≥ 0

Отже
P (𝐴 ∪𝐵) = P (𝐴) + P (𝐵)− P (𝐴 ∩𝐵) ≤ P (𝐴) + P (𝐵)

Ця нерiвнiсть обернеться в рiвнiсть, якщо 𝐴 ∩𝐵 = ∅ (фактично, це буде
адитивнiсть)

(Або знову ж таки, строго кажучи, коли P (𝐴 ∩𝐵) = 0, тобто перетин може
бути i не порожнiм, але головне, що мiри 0)
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Вiзит до лiкаря

Вправа (Практикум3.2.3)

Розгляньмо такi двi подiї

𝑆 =«пiсля вiзиту до сiмейного лiкаря пацiєнту дадуть скерування до
спецiалiста»

𝐿 =«пiсля вiзиту до сiмейного лiкаря пацiєнту дадуть скерування на
аналiзи»

Покладiмо, що P (𝑆) = 0.25, P (𝐿) = 0.35

Також нехай P («нi те, нi iнше») = 0.45

Чому дорiвнює ймовiрнiсть:
Скерування щонайменше на одну з цих опцiй?
Скерування одночасно i до спецiалiста, i на аналiзи?
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Вiзит до лiкаря

Розв’язання.

Можна помiтити, що в термiнах вiдповiдних подiй «нi те, нi iнше» означає
𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐

Отже P (𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐) = 0.45, звiдки P ((𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐)𝑐) = 1− 0.45 = 0.55

Але за правилами де Моргана, (𝑆𝑐 ∩ 𝐿𝑐)𝑐 = 𝑆 ∪ 𝐿, тобто те, що ми шукаємо

Отже
P (𝑆 ∪ 𝐿) = 0.55
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Вiзит до лiкаря

Розв’язання.

Продовження...

Розгляньмо тепер скерування одночасно i до спецiалiста, i на аналiзи

Це є перетин P (𝑆 ∩ 𝐿)

Ми не знаємо, як обчислювати перетин, зате знаємо, як обчислювати
об’єднання:

P (𝑆 ∪ 𝐿) = P (𝑆) + P (𝐿)− P (𝑆 ∩ 𝐿)

Звiдси
0.55 = 0.25 + 0.35− P (𝑆 ∩ 𝐿)

Отже P (𝑆 ∩ 𝐿) = 0.05
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Злiченнi перетини

Вправа (Практикум3.2.4)

Нехай 𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . — деякi подiї в iмовiрнiсному просторi (Ω,𝒜,P)
Звернiть увагу, що ми не вважаємо, що це розбиття (подiї можуть бути
перетиннi)

Нехай P (𝐴𝑛) = 1 для всiх 𝑛

Доведiть, що

P

(︃
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= 1
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Злiченнi перетини

Розв’язання.

За законами де Моргана:

P

(︃
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= 1 ⇔ P

(︃(︃
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛

)︃𝑐)︃
= 0 ⇔ P

(︃
∞⋃︁

𝑛=1

𝐴𝑐
𝑛

)︃
= 0

Ми знаємо, що P (𝐴𝑛) = 1 для всiх 𝑛

Тому P (𝐴𝑐
𝑛) = 0 для всiх 𝑛

Можемо застосувати нерiвнiсть Була:

P

(︃
∞⋃︁

𝑛=1

𝐴𝑐
𝑛

)︃
≤

∞∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑐
𝑛) = 0 ⇒ P

(︃
∞⋃︁

𝑛=1

𝐴𝑐
𝑛

)︃
= 0
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Рiвнiсть мiр

Вправа (Практикум3.2.5)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай на ньому визначено двi ймовiрнiснi мiри, P i Q
Нехай P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜 таких, що P (𝐴) ≤ 1

2

Доведiть, що P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜
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Рiвнiсть мiр

Розв’язання.

Розгляньмо два випадки

Якщо 𝐴 ∈ 𝒜 така, що P (𝐴) ≤ 1
2
, то Q(𝐴) = P (𝐴) за умовою

Нехай 𝐴 ∈ 𝒜 така, що P (𝐴) > 1
2

Тодi

P (𝐴𝑐) = 1− P (𝐴) ≤ 1

2
⇒ P (𝐴𝑐) = Q(𝐴𝑐)

Звiдси Q(𝐴) = P (𝐴) для 𝐴 ∈ 𝒜 таких, що P (𝐴) > 1
2

А отже P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜
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Рiвнiсть мiр

Умова P (𝐴) ≤ 1
2
, а не P (𝐴) < 1

2
, є посутньою

Справдi, нехай 𝒜 = {∅, {1} , {2} , {1, 2}}
Нехай

P (∅) = 0 , P (Ω) = 1 , P ({1}) = P ({2}) = 1

2

Q(∅) = 0 , Q(Ω) = 1 , Q({1}) = 1

3
, Q({2}) = 2

3

Суто формально P (𝐴) = Q(𝐴) для всiх 𝐴 ∈ 𝒜 таких, що P (𝐴) < 1
2
, оскiльки

така множина єдина — це порожня множина

Але очевидно, що цiєї вимоги недостатньо для рiвности двох мiр
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Теорема включення-виключення (Inclusion-exclusion theorem)

Теорема (КЛ2.2.6)

Нехай (Ω,𝒜,P) — деякий iмовiрнiсний простiр. Тодi

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖

P (𝐴𝑖)−
∑︁
𝑖<𝑗

P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗) +
∑︁

𝑖<𝑗<𝑘

P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 ∩𝐴𝑘)

− . . .+ (−1)𝑛+1P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛)

(КЛ2.2.3)
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Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching problem)

Приклад (Практикум3.3.1)

Нехай маємо колоду з 𝑛 карт, пронумерованих вiд 1 до 𝑛 та викладених на
стiл у випадковому порядку

Нехай ми по черзi перегортаємо карти

Яка ймовiрнiсть, що принаймнi одна 𝑖-та перегорнута карта має номер 𝑖?

Альтернативнi iнтерпретацiї:
Принаймнi одна мати знайде свою дитину
Принаймнi один студент сяде за ту саму парту
Принаймнi один чоловiк надягне свого капелюха
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Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching problem)

Приклад (Практикум3.3.1)

Продовження...

Позначмо 𝐴𝑖 =«𝑖-та витягнута карта має номер 𝑖»

Нас цiкавить P (𝐴1 ∪ . . . ∪𝐴𝑛)

За Теоремою КЛ2.2.6,

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖

P (𝐴𝑖)−
∑︁
𝑖<𝑗

P (𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗) + . . .+ (−1)𝑛+1P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛)

Треба пiдрахувати ймовiрностi всiх перетинiв
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Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching problem)

Приклад (Практикум3.3.1)

Продовження...

Подiя 𝐴𝑖1 ∩𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩𝐴𝑖𝑘 — точно 𝑘 карт стоять на своїх позицiях

Тобто карти з номерами 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 стоять на позицiях 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘

Застосовне класичне визначення ймовiрности

Простором Ω буде множина всiх можливих перестановок 𝑛 карт

Можна бачити, що |Ω| = 𝑛!

Подiя 𝐴𝑖1 ∩𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩𝐴𝑖𝑘 передбачає, що позицiї 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 зафiксованi

Тому |𝐴𝑖1 ∩𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩𝐴𝑖𝑘 | = (𝑛− 𝑘)!

Приклади:

P (𝐴1) =
(𝑛− 1)!

𝑛!
=

1

𝑛
, P (𝐴2 ∩𝐴5 ∩𝐴7) =

(𝑛− 3)!

𝑛!
=

1

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)
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Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching problem)

Приклад (Практикум3.3.1)

Продовження...

Застосування (КЛ2.2.3) дає

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑛
−
∑︁
𝑖<𝑗

1

𝑛(𝑛− 1)
+
∑︁

𝑖<𝑗<𝑘

1

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)
− . . .+ (−1)𝑛+1 1

𝑛!

Скiльки доданкiв у кожнiй сумi?

У кожнiй 𝑘-iй сумi є
(︀
𝑛
𝑘

)︀
доданкiв

Остаточно маємо:

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
= 𝑛 · 1

𝑛
−

(︀
𝑛
2

)︀
𝑛(𝑛− 1)

+

(︀
𝑛
3

)︀
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

− . . .+ (−1)𝑛+1 · 1

𝑛!

= 1− 1

2!
+

1

3!
− . . .+ (−1)𝑛+1 · 1

𝑛!
(Практикум3.3.1)
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Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching problem)

Приклад (Практикум3.3.1)

Продовження...

Згадайте ряд Тейлора для експоненти:

𝑒−1 = 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ . . .

Звiдси

P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
≈ 1− 1

𝑒
≈ 0.632

Звернiть увагу, що ймовiрнiсть буде приблизно однаковою для рiзних 𝑛

Хоча «iнтуїцiя» пiдказує, що зi збiльшенням 𝑛 повинно бути бiльше
«шансiв», щоб хоча б одна карта стала на свою позицiю
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Задача зiставлень де Монморта (de Montmort’s matching problem)

Можемо зробити симуляцiю за методом Монте-Карло (Monte Carlo
simulation)
Вiн передбачає вiдтворення деякого випадкового експерименту велику
кiлькiсть разiв

У нашому прикладi ми симулюємо витягування карт i фiксуємо успiшнiсть
кожного з них
Вiдносна частота успiхiв є емпiричною ймовiрнiстю

Симуляцiї можна провести для 𝑛 = 1, . . . , 10
Для кожного 𝑛 виконуємо 10 000 повторень експерименту

Рис. Практикум3.3.1 29 / 49



Днi народження й пори року

Вправа (Практикум3.3.2)

Нехай маємо групу з 7 людей

Вважатимемо, що днi народження припадають на рiзнi пори року з
однаковою ймовiрнiстю

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що є принаймнi один день народження на
кожну пору року?

Розв’язання.

Спочатку треба визначити по подiї на кожну пору року

Позначмо 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4 — принаймнi один день народження в пору року
𝑖

Згiдно з законом де Моргана,

P (𝐴1 ∩𝐴2 ∩𝐴3 ∩𝐴4) = 1− P (𝐴𝑐
1 ∪𝐴𝑐

2 ∪𝐴𝑐
3 ∪𝐴𝑐

4)

Тодi 𝐴𝑐
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4 — жодного дня народження в пору року 𝑖
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Днi народження й пори року

Розв’язання.

Продовження...

Отже за Теоремою включення-виключення маємо

P (𝐴𝑐
1 ∪𝐴𝑐

2 ∪𝐴𝑐
3 ∪𝐴𝑐

4) =

4∑︁
𝑖=1

P (𝐴𝑐
𝑖 )−

∑︁
𝑖<𝑗

P
(︀
𝐴𝑐

𝑖 ∩𝐴𝑐
𝑗

)︀
+
∑︁

𝑖<𝑗<𝑘

P
(︀
𝐴𝑐

𝑖 ∩𝐴𝑐
𝑗 ∩𝐴𝑐

𝑘

)︀
− P (𝐴𝑐

1 ∩𝐴𝑐
2 ∩𝐴𝑐

3 ∩𝐴𝑐
4)

Знову застосовна класична ймовiрнiсть

Так,

P (𝐴𝑐
𝑖 ) =

(︂
3

4

)︂7

Iмовiрнiсть перетинiв:

P
(︀
𝐴𝑐

𝑖 ∩𝐴𝑐
𝑗

)︀
=

(︂
2

4

)︂7

=

(︂
1

2

)︂7
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Днi народження й пори року

Розв’язання.

Продовження...

Iмовiрнiсть потрiйних перетинiв:

P
(︀
𝐴𝑐

𝑖 ∩𝐴𝑐
𝑗 ∩𝐴𝑐

𝑘

)︀
=

(︂
1

4

)︂7

Очевидно, P (𝐴𝑐
1 ∩𝐴𝑐

2 ∩𝐴𝑐
3 ∩𝐴𝑐

4) = 0

Отже,

P (𝐴𝑐
1 ∪𝐴𝑐

2 ∪𝐴𝑐
3 ∪𝐴𝑐

4) = 4 · 3
7

47
−

(︃
4

2

)︃
1

27
+

(︃
4

3

)︃
1

47
≈ 0.487

Вiдтак шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (𝐴1 ∩𝐴2 ∩𝐴3 ∩𝐴4) = 1− P (𝐴𝑐
1 ∪𝐴𝑐

2 ∪𝐴𝑐
3 ∪𝐴𝑐

4) ≈ 0.513
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Подружнi пари

Вправа (Практикум3.3.3)

Нехай за святковий стiл потрiбно всадити 4 подружнi пари

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що жодна жiнка не сидiтиме поруч зi своїм
чоловiком?

Розв’язання.

Нехай 𝐸𝑖 =«чоловiк i дружина з подружньої пари номер 𝑖 сидять поруч»

Нас цiкавить iмовiрнiсть

P

(︃(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃𝑐)︃
= 1− P

(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃

Застосовуємо Теорему включення-виключення:

P

(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃
=

4∑︁
𝑖=1

P (𝐸𝑖)−
∑︁
𝑖<𝑗

P (𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗)

+
∑︁

𝑖<𝑗<𝑘

P (𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 ∩ 𝐸𝑘)− P (𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 ∩ 𝐸4)
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Подружнi пари

Розв’язання.

Продовження...

Знову маємо ситуацiю з класичною ймовiрнiстю

Простiр Ω у цьому випадку — множина всiх можливих розсадок за столом

Вочевидь, |Ω| = 8!

Тодi 𝐸𝑖1 ∩ . . . ∩ 𝐸𝑖𝑘 , де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} — це «подружнi пари 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘
сидять поруч»

Пiдрахуймо потужнiсть:
Розгляньмо 𝑘 подружнiх пар як нерозривнi
Загальне число варiантiв розсаджування 𝑘 пар i 8− 2𝑘 окремих осiб
дорiвнює (8− 𝑘)!
Чоловiка й дружину в рамках пари можна переставляти — усього маємо 2𝑘

варiантiв
Отже |𝐸𝑖1 ∩ . . . ∩ 𝐸𝑖𝑘 | = 2𝑘(8− 𝑘)!

Остаточно маємо

P

(︃
4⋃︁

𝑖=1

𝐸𝑖

)︃
=

(︃
4

1

)︃
21 · 7!
8!

−

(︃
4

2

)︃
22 · 6!
8!

+

(︃
4

3

)︃
23 · 5!
8!

−

(︃
4

4

)︃
24 · 4!
8!

≈ 0.657

Шукана ймовiрнiсть дорiвнює приблизно 0.343
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План заняття

1 Основнi теоретичнi вiдомостi

2 Застосування властивостей iмовiрностей

3 Теорема включення-виключення

4 Властивостi мiри
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Перевiрка властивостей мiри

Вправа (Практикум3.4.1)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜,P)
Тут Ω — деякий незлiченний простiр елементарних подiй

Нехай 𝜎-алгебра 𝒜 мiстить такi подiї, якi або самi є не бiльш нiж

злiченними, або їхнi доповнення є не бiльш нiж злiченними

Розгляньмо P таку, що:
P (𝐴) = 0, якщо 𝐴 не бiльш нiж злiченна
P (𝐴) = 1, якщо 𝐴𝑐 не бiльш нiж злiченна

Покажiть, що P є ймовiрнiсною мiрою
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Перевiрка властивостей мiри

Розв’язання.

P (𝐴) ≥ 0 — очевидно

P (Ω) = 1, адже Ω𝑐 = ∅ не бiльш нiж злiченна

Достатньо перевiрити 𝜎-адитивнiсть

Розгляньмо несумiснi подiї 𝐴𝑛 ∈ 𝒜, 𝑛 = 1, 2, . . ., 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗

Розгляньмо

𝐴 =

∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛
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Перевiрка властивостей мiри

Розв’язання.

Продовження...

Якщо 𝐴 не бiльш нiж злiченна, то i всi 𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., також, i тому

P (𝐴) = 0 = 0 + 0 + . . . =

∞∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑛)

Якщо 𝐴 незлiченна, але 𝐴𝑐 не бiльш нiж злiченна, то щонайменше одна
з 𝐴𝑛 незлiченна

Така незлiченна множина єдина

Доведення вiд супротивного:
Нехай 𝐴𝑖 i 𝐴𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, одночасно є незлiченними
Тодi 𝐴𝑐

𝑖 i 𝐴
𝑐
𝑗 одночасно є не бiльш нiж злiченними

𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅ ⇒ 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴𝑐
𝑗

Якщо 𝐴𝑐
𝑗 не бiльш нiж злiченна, то її пiдмножина 𝐴𝑖 також не бiльш нiж

злiченна
Суперечнiсть доводить твердження

Тодi

P (𝐴) = 1 = 0 + 0 + . . .+ 0+ 1+ 0 + . . . =

𝑛0−1∑︁
𝑛=1

P (𝐴𝑛) + P (𝐴𝑛0) +
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

P (𝐴𝑛)
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Неперервнiсть мiри

Визначення (КЛ2.2.7)

Нехай маємо 𝜇 на (Ω,𝒜, 𝜇) i 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . .

Мiра 𝜇 неперервна знизу (continuous from below), якщо

𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ . . . ⇒ lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃

Мiра 𝜇 неперервна зверху (continuous from above), якщо

𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ . . . ⇒ lim
𝑖→∞

𝜇(𝐴𝑖) = 𝜇
(︁
lim
𝑖→∞

𝐴𝑖

)︁
= 𝜇

(︃
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃

Мiра 𝜇 неперервна (continuous), якщо вона одночасно неперервна як
зверху, так i знизу

Мiра неперервна в порожнiй множинi (continuous at the empty set),
якщо 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ . . ., 𝐴𝑖 → ∅, а lim

𝑖→∞
𝜇(𝐴𝑖) = 0
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Неперервнiсть мiри

Теорема (КЛ2.2.8)

(i) Будь-яка мiра 𝜇 на (Ω,𝒜, 𝜇) є неперервна

(ii) Нехай 𝜇:
скiнченна
невiд’ємна
адитивна
неперервна в порожнiй множинi
𝜇(∅) = 0

...тодi 𝜇 є 𝜎-адитивною (тобто є мiрою)
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Неперервнiсть мiри

Приклад (Практикум3.4.2)

Нехай маємо нескiнченно велику вазу i нескiнченно великий набiр
пронумерованих куль

За 1 хв до пiвночи у вазу кладуть кулi з номерами вiд 1 до 10 i вiдразу
витягають кулю з номером 10

За 0.5 хвилини до пiвночи у вазу кладуть кулi з номерами вiд 11 до 20

i вiдразу витягають кулю з номером 20

На 𝑛-ому кроцi, тобто за 2−(𝑛−1) хвилин до пiвночи, 𝑛 = 1, 2, . . ., у вазу
кладуть кулi з номерами вiд 10(𝑛− 1) + 1 до 10𝑛 i вiдразу витягають
кулю з номером 10𝑛

Скiльки у вазi зберiгатиметься куль станом на пiвнiч?

Нескладно бачити, що нескiнченнiсть: номери яких не будуть кратнi 10

41 / 49



Неперервнiсть мiри

Приклад (Практикум3.4.2)

Продовження...

Розгляньмо тепер модифiкований експеримент

На кожному кроцi 𝑛 витягають не кулю з номером 10𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., а кулю
з номером 𝑛

За хвилину до пiвночи — кулю з номером 1, за пiв хвилини — кулю з
номером 2 тощо

Знову на кожному кроцi кладуть 10, а витягають 1

Скiльки залишиться куль станом на пiвнiч?

Нескладно бачити, що жодної: за 2−(𝑛−1) хвилин до пiвночи з вази буде
витягнуто кулю з номером 𝑛

Це справедливо для кожного 𝑛 = 1, 2, . . .
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Неперервнiсть мiри

Приклад (Практикум3.4.2)

Продовження...

Розгляньмо тепер ще один одифiкований експеримент

На кожному кроцi 𝑛 витягають не кулю з номером 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., а кулю з

випадковим номером вiд 1 до 10𝑛

Скiльки залишиться куль станом на пiвнiч?

Позначмо 𝐴𝑛 =«пiсля 𝑛 витягiв у вазi залишатиметься куля з номером 1»

Можна порахувати, що

P (𝐴1) =
9

10
, P (𝐴2) =

9

10
· 18
19

, P (𝐴𝑛) =

𝑛∏︁
𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1

Маємо незростаючу послiдовнiсть: 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ . . .

Згiдно з неперервнiстю мiри:

P

(︃
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= P

(︁
lim

𝑛→∞
𝐴𝑛

)︁
= lim

𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1
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Неперервнiсть мiри

Приклад (Практикум3.4.2)

Продовження...

Розгляньмо границю

1

lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1

= lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

9𝑘

)︂

Можна помiтити, що

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

9𝑘

)︂
=

(︂
1 +

1

9

)︂(︂
1 +

1

18

)︂
. . .

(︂
1 +

1

9𝑛

)︂
>

1

9
+

1

18
+ . . .+

1

9𝑛

=
1

9

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
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Неперервнiсть мiри

Приклад (Практикум3.4.2)

Продовження...

Iз теорiї рядiв нам вiдомо, що

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
= ∞

Отже

lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

1

9𝑘

)︂
= ∞

У пiдсумку ми маємо:

P

(︃
∞⋂︁

𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= lim

𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

9𝑘

9𝑘 + 1
= 0

Куля з номером 1 не залишиться у вазi станом на пiвнiч iз iмовiрнiстю 1
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Неперервнiсть мiри

Приклад (Практикум3.4.2)

Продовження...

Аналогiчно можна показати для будь-якої кулi

Позначмо 𝐹𝑛 =«куля з номером 𝑛 залишиться у вазi станом на пiвнiч»

Отже P (𝐹𝑛) = 0 для всiх 𝑛 = 1, 2, . . .

Згiдно з нерiвнiстю Була,

P

(︃
∞⋃︁

𝑛=1

𝐹𝑛

)︃
≤

∞∑︁
𝑛=1

P (𝐹𝑛) = 0

Отже ймовiрнiсть того, що принаймнi одна куля залишиться, дорiвнює 0
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Чи є простiр iмовiрнiсним

Вправа (Практикум3.4.4)

Нехай маємо мiрний простiр (Ω,𝒜, 𝜆) = ((0; 1],ℬ(0; 1], 𝜆), де 𝜆 — мiра Лебега

Визначмо
Ω′ =

{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 0 < 𝑥 ≤ 1 , 0 < 𝑦 ≤ 1

}︀
Тобто (0; 1]× (0; 1]

Розгляньмо клас множин 𝒜′, до якого належать множини виду{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ∈ 𝐴 , 0 < 𝑦 ≤ 1

}︀
, 𝐴 ∈ 𝒜

Нехай
P (𝐴× (0; 1]) = 𝜆(𝐴) , 𝐴 ∈ 𝒜

Доведiть, що (Ω′,𝒜′,P) є ймовiрнiсним простором
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Чи є простiр iмовiрнiсним

Розв’язання.

Чи є 𝒜′ є 𝜎-алгеброю?

Простiр належить: Ω′ ∈ 𝒜′, оскiльки Ω′ = Ω× (0; 1]

Доповнення належать:
Нехай 𝐵 ∈ 𝒜′, тобто 𝐵 = 𝐴× (0; 1], 𝐴 ∈ 𝒜
𝐴 ∈ 𝒜 ⇒ 𝐴𝑐 ∈ 𝒜
Отже i 𝐴𝑐 × (0; 1] належить 𝒜′

Об’єднання належать:
Нехай

𝐵 =

∞⋃︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 × (0; 1]) , 𝐴𝑖 ∈ 𝒜 , 𝑖 = 1, 2, . . .

𝐴𝑖 ∈ 𝒜 ⇒
⋃︀∞

𝑖=1 𝐴𝑖 ∈ 𝒜
Вiдтак

∞⋃︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 × (0; 1]) =

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
× (0; 1] ∈ 𝒜′
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Чи є простiр iмовiрнiсним

Розв’язання.

Продовження...

Чи є P iмовiрнiсною мiрою:

P (𝐴× (0; 1]) = 𝜆(𝐴) , 𝐴 ∈ 𝒜

Вона невiд’ємна, бо мiра Лебега невiд’ємна

Мiра простору:
P
(︀
Ω′)︀ = P (Ω× (0; 1]) = 𝜆(Ω) = 1

Перевiрмо 𝜎-адитивнiсть:
Нехай 𝐵𝑖 = 𝐴𝑖 × (0; 1] для деяких неперетинних 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, . . .
Тодi

P

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐵𝑖

)︃
= P

(︃(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
× (0; 1]

)︃
= 𝜆

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑖=1

𝜆(𝐴𝑖)

=
∞∑︁
𝑖=1

P (𝐴𝑖 × (0; 1]) =
∞∑︁
𝑖=1

P (𝐵𝑖)
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