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Iнтуїцiя

Визначення ймовiрности (як мiри) формалiзує опис ступенiв
упевнености та невизначеностей, пов’язаних iз подiями та явищами

Часто надходження нової iнформацiї може змiнити нашi уявлення про
ймовiрностi вiдповiдних подiй

Приклад (КЛ3.1.1)

Нехай одного ранку ми хочемо оцiнити ймовiрнiсть подiї 𝑅 =«пiде дощ»,
P (𝑅)

Якщо 𝐶 =«за вiкном хмари», ми вважатимемо, що ймовiрнiсть дощу вища:
P (𝑅) ⇒ P(𝑅 | 𝐶)

Такий перехiд називають обумовленням подiєю 𝐶 (conditioning on 𝐶)

Iз плином дня можуть надходити новi й новi факти 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛, i в
результатi матимемо P(𝑅 | 𝐶,𝐵1, . . . 𝐵𝑛) ≡ P (𝑅 | 𝐶 ∩𝐵1 ∩ . . . ∩𝐵𝑛)
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Визначення умовної ймовiрности

Визначення (КЛ3.1.2)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 — деякi подiї

Нехай P (𝐵) > 0

Умовна ймовiрнiсть 𝐴 за умови 𝐵 (conditional probability of 𝐴 given 𝐵):

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
(КЛ3.1.1)

P (𝐴) — апрiорна ймовiрнiсть (prior)

P (𝐴 | 𝐵) — апостерiорна ймовiрнiсть (posterior)
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Особливостi обумовлення

Нескладно бачити, що

P (𝐴 | 𝐴) =
P (𝐴 ∩𝐴)

P (𝐴)
= 1

Якщо ми знаємо, що подiя 𝐴 сталася, то її ймовiрнiсть дорiвнює 1

Зауваження (КЛ3.1.3)

Не iснує такої подiї, як 𝐴 | 𝐵
Це просто позначення!

Насправдi, iснують двi рiзнi ймовiрнiснi мiри:

P (·) : 𝒜 → R+ , P (· | 𝐵) : 𝒜 → R+

Iншими словами, з iмовiрнiсного простору (Ω,𝒜,P (·)) можна утворити
новий iмовiрнiсний простiр (Ω,𝒜,P (· | 𝐵)), 𝐵 ∈ 𝒜
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Умовна ймовiрнiсть — це ймовiрнiсть

Твердження (КЛ3.1.4)

Умовна ймовiрнiсть P (· | 𝐵) така, що

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
, 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 , P (𝐵) > 0

є ймовiрнiсною мiрою

Доведення.

Потрiбно перевiрити виконання всiх трьох аксiом iмовiрнiсної мiри

P (· | 𝐵) невiд’ємна, оскiльки P (·) невiд’ємна
Iмовiрнiсть усього простору дорiвнює

P (Ω | 𝐵) =
P (Ω ∩𝐵)

P (𝐵)
=

P (𝐵)

P (𝐵)
= 1
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Умовна ймовiрнiсть — це ймовiрнiсть

Доведення.

Продовження...

Якщо 𝐴1, 𝐴2, . . . ∈ 𝒜 — послiдовнiсть несумiсних подiй, то

P

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖 | 𝐵

)︃
=

1

P (𝐵)
· P

(︃(︃
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
∩𝐵

)︃
=

1

P (𝐵)
· P

(︃
∞⋃︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 ∩𝐵)

)︃

=
1

P (𝐵)
·

∞∑︁
𝑖=1

P (𝐴𝑖 ∩𝐵) =
∞∑︁
𝑖=1

P (𝐴𝑖 | 𝐵)

Отже 𝜎-адитивнiсть виконується
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Колода карт

Приклад (КЛ3.1.5)

Нехай маємо добре перетасовану колоду з 52 гральних карт

Розгляньмо витяг двох карт без повторень:
Нехай 𝐴 =«перша карта — чирва»
Нехай 𝐵 =«друга карта — червона»

Iмовiрнiсть перетину цих подiй:

P (𝐴 ∩𝐵) =
13

52
· 25
51

=
25

204

Перший витяг — 13 чирвових карт iз 52 можливих
Другий витяг — 25 червоних iз 51, що лишилися

Iмовiрнiсть кожної подiї окремо: P (𝐴) = 1
4
, P (𝐵) = 1

2
:

Перша карта може бути будь-якої з 4 мастей
Друга карта може бути будь-якого з 2 кольорiв

Тодi умовнi ймовiрностi дорiвнюють

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
=

25

102
, P (𝐵 | 𝐴) =

P (𝐵 ∩𝐴)

P (𝐴)
=

25

51
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Обумовлення в обидва боки

Зауваження (КЛ3.1.6)

Обумовлення однiєї подiї iншою не є комутативним: P (𝐴 | 𝐵) ̸= P (𝐵 | 𝐴)

Обидвi ймовiрностi мають сенс, причиново-наслiдковi зв’язки мiж
подiями не важливi

Ми просто враховуємо iнформацiю, яку одна подiя може надати про iншу

Замiсть «першої» та «другої» карти можна розглядати «карту в лiвiй руцi»
i «карту в правiй руцi», якi витягнуто одночасно

9 / 41



Обумовлення як перенормалiзацiя

Обумовлення подiї 𝐴 подiєю 𝐵 означає, що ми перенормалiзовуємо
ймовiрнiсну мiру

Рис. КЛ3.1.1: P (𝐴) = 4
11
, проте P (𝐴 | 𝐵) = 2

6
= 1

3

Пояснення для двох пiдходiв до iнтерпретацiї ймовiрностей:
Частотна iнтерпретацiя: P (𝐴 | 𝐵) як вiдносна частота подiї 𝐴 серед тих
експериментiв, якi закiнчилися подiєю 𝐵
Беєсiвська iнтерпретацiя: оновлення суб’єктивної ймовiрности пiсля
надходження додаткової iнформацiї
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Ланцюгове правило для умовних iмовiрностей

Iз визначення випливає:

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐵)
⇒ P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐵)P (𝐴 | 𝐵) , P (𝐵) > 0

P (𝐵 | 𝐴) =
P (𝐴 ∩𝐵)

P (𝐴)
⇒ P (𝐴 ∩𝐵) = P (𝐴)P (𝐵 | 𝐴) , P (𝐴) > 0

(КЛ3.1.2)

Вiдповiдну властивiсть можна узагальнити

Твердження (КЛ3.1.7)

Нехай P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛) > 0

Тодi

P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛) = P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= P (𝐴2)P (𝐴1 | 𝐴2)P (𝐴3 | 𝐴1, 𝐴2) . . .P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= . . . (КЛ3.1.3)

i т.д. для всiх можливих комбiнацiй подiй
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Ланцюгове правило для умовних iмовiрностей

Доведення.

Доведення здiйснюватимемо за iндукцiєю

База iндукцiї: для 𝑛 = 2 теорема є просто повторенням (КЛ3.1.2):

P (𝐴1 ∩𝐴2) = P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1)

Iндукцiйний перехiд: нехай теорема виконується для 𝑛− 1:

P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛−1) = P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1) . . .P (𝐴𝑛−1 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−2)

Тодi

P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛) = P ((𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛−1) ∩𝐴𝑛)

= P (𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛−1) · P (𝐴𝑛 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−1)

= P (𝐴1)P (𝐴2 | 𝐴1) . . .P (𝐴𝑛−1 | 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛−2)

× P (𝐴𝑛 | 𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛−1)
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Розбиття на пiдзадачi

Обумовлення корисно використовувати для розбиття складних задач на
простiшi пiдзадачi

Приклад (КЛ3.1.8)

Нехай у вазi мiстяться 10 однакових кульок, 5 iз яких — чорнi, 3 — червонi i
2 — бiлi

Нехай по черзi i без повторень витягають 4 кульки

Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що:
Перша кулька — чорна (𝐵1)?
Друга кулька — червона (𝑅2)?
Третя кулька — бiла (𝑊3)?
Четверта — знову чорна (𝐵4)?

Згiдно з ланцюговим правилом,

P (𝐵1 ∩𝑅2 ∩𝑊3 ∩𝐵4) = P (𝐵4 | 𝐵1, 𝑅2,𝑊3)P (𝑊3 | 𝐵1, 𝑅2)P (𝑅2 | 𝐵1)P (𝐵1)
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Розбиття на пiдзадачi

Приклад

Продовження...

Кожну окрему ймовiрнiсть легко обчислити:

P (𝐵1) =
5

10
, P (𝑅2 | 𝐵1) =

3

9
, P (𝑊3 | 𝐵1, 𝑅2) =

2

8
,

P (𝐵4 | 𝐵1, 𝑅2,𝑊3) =
4

7

Отже

P (𝐵1 ∩𝑅2 ∩𝑊3 ∩𝐵4) =
4

7
· 2
8
· 3
9
· 5

10
≈ 0.024
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Постановка задачi

Задача вiд Мартина Гарднера (Martin Gardner, 1914–2010) у журналi
Scientific American у 1956 р.:
Мiстер Джонс має двох дiтей. Старша дитина — дiвчинка. Яка ймо-

вiрнiсть того, що в нього двi дiвчинки?

Мiстер Смит має двох дiтей. Принаймнi один iз них — хлопчик. Яка

ймовiрнiсть того, що в нього два хлопчики?

Протягом десятилiть точилися суперечки, як правильно iнтерпретувати
вiдповiднi твердження

Розгляньмо обидва випадки в термiнах дiвчат

Вважатимемо, що ймовiрностi народження хлопчика i дiвчинки однаковi

Також вважатимемо, що народження дiтей незалежнi одне вiд одного
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Формалiзацiя задачi

Щоб дати вiдповiдi на цi питання, спочатку потрiбно з’ясувати, який у нас
простiр елементарних подiй та самi подiї

Нехай 𝑋𝑌 =«старша дитина — 𝑋, молодша дитина — 𝑌 », 𝑋,𝑌 ∈ {𝐵,𝐺}
Тодi простiр елементарних подiй є Ω = {𝐺𝐺,𝐺𝐵,𝐵𝐺,𝐵𝐵}
Уведiмо символ · на позначення того, що нам непринципово, якої стати
дитина

Наприклад, 𝐺· = {𝐺𝐺,𝐺𝐵}
Тодi подiю 𝐺 =«принаймнi одна дитина — дiвчинка» можна розписати як
𝐺 = (𝐺·) ∪ (·𝐺)
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Розв’язання задачi

Iмовiрнiсть обох дiвчат, якщо старша — дiвчинка:

P (𝐺𝐺 | 𝐺·) = P (𝐺𝐺 ∩ (𝐺·))
P (𝐺·) =

P ({𝐺𝐺})
P ({𝐺𝐺,𝐺𝐵}) =

1/4

1/2
=

1

2

Також маємо ймовiрнiсть обох дiвчат, якщо принаймнi одна — дiвчинка:

P (𝐺𝐺 | 𝐺) =
P (𝐺𝐺 ∩𝐺)

P (𝐺)
=

P ({𝐺𝐺})
P ({𝐺𝐺,𝐺𝐵,𝐵𝐺}) =

1/4

3/4
=

1

3
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Декiлька коментарiв

У силу симетрiї P (𝐺𝐺 | 𝐺·) = P (𝐺𝐺 | ·𝐺) = 1/2

Iнформацiя про старшу дiвчинку або молодшу дiвчинку має однакову
силу

Натомiсть, iмовiрнiсть P (𝐺𝐺 | 𝐺) iнша

Це тому, що кажучи про принаймнi одну дiвчинку, ми не уточнювали,
яка саме

Обумовлюючи подiєю 𝐺· або ·𝐺, ми «викидаємо з простору Ω» по два
варiанти в кожному випадку (𝐵𝐵, 𝐵𝐺 та 𝐵𝐵, 𝐺𝐵, вiдповiдно)

Обумовлюючи подiєю 𝐺, ми викидаємо тiльки один варiант — 𝐵𝐵
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Альтернативна iнтерпретацiя

Мiстер Смит гуляє в парку з дiвчинкою. На питання, чи це його

дочка, вiн вiдповiдає ствердно. Яка ймовiрнiсть того, що в нього двi

дiвчинки, якщо на прогулянку вiн вибрав одного зi своїх дiтей абсолютно

випадково?

У цьому випадку

Ω = {𝐺𝐺/𝑔·, 𝐺𝐺/ · 𝑔,𝐺𝐵/𝑔·, 𝐺𝐵/ · 𝑏, 𝐵𝐺/𝑏·, 𝐵𝐺/ · 𝑔,𝐵𝐵/𝑏·, 𝐵𝐵/ · 𝑏}

Наприклад, 𝐺𝐵/ · 𝑏 =«старша дитина — дiвчинка, молодша — хлопчик, i на
прогулянцi побачили хлопчика»

Тодi маємо обумовлювальну подiю 𝐺′ =«на прогулянцi мiстера Смита
побачили з дiвчинкою»: 𝐺′ = {𝐺𝐺/𝑔·, 𝐺𝐺/ · 𝑔,𝐺𝐵/𝑔·, 𝐵𝐺/ · 𝑔}
Отже

P
(︀
𝐺𝐺 | 𝐺′)︀ = P (𝐺𝐺 ∩𝐺′)

P (𝐺′)
=

P ({𝐺𝐺/𝑔·, 𝐺𝐺/ · 𝑔})
P ({𝐺𝐺/𝑔·, 𝐺𝐺/ · 𝑔,𝐺𝐵/𝑔 ·𝐵𝐺/ · 𝑔}) =

2/8

4/8
=

1

2
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Додаткова iнформацiя

Розгляньмо варiант цiєї задачi

Додаткова iнформацiя: пора року народження дитини

Простiр елементарних подiй Ω мiстить елементи такого виду:

{𝑋𝑆, 𝑌 𝑇} , 𝑋, 𝑌 ∈ {𝐺,𝐵} , 𝑆, 𝑇 ∈ {𝑊,𝑆𝑝, 𝑆𝑢, 𝐹}

Наприклад, 𝐺𝑊,𝐵𝑆𝑝 =«старша дитина — дiвчинка, що народилася взимку,
молодша — хлопчик, що народився навеснi»

Як i ранiше, символ · для позначення будь-якої стати чи пори року

Рис. КЛ3.2.1а
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Додаткова iнформацiя

Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що обидвi дитини — дiвчатка, якщо
принаймнi одна з дiтей — дiвчинка, що народилася взимку?

Маємо обумовлювальну подiю 𝐺𝑊 = (··, 𝐺𝑊 ) ∪ (𝐺𝑊, ··)
За формулою (КЛ3.1.1) маємо:

P (𝐺·, 𝐺· | 𝐺𝑊 ) =
P ((𝐺·, 𝐺·) ∩𝐺𝑊 )

P (𝐺𝑊 )

Нехай iмовiрностi народження в будь-яку пору року однаковi

Нехай народження дiтей незалежнi одне вiд одного

Iмовiрнiсть кожної конкретної комбiнацiї «стать-пора року» дорiвнює
(1/2) · (1/4) = (1/8)

Iмовiрнiсть усiх комбiнацiй, окрiм конкретної, дорiвнює 1− (1/8) = 7/8

Вiдповiдно,

P (𝐺𝑊 ) = 1− P (𝐺𝑊 𝑐) = 1−
(︂
7

8

)︂2

=
15

64
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Додаткова iнформацiя

Iмовiрнiсть подiї P ((𝐺·, 𝐺·) ∩𝐺𝑊 ) дорiвнює 7/64 (див. рисунок далi)

Отже

P (𝐺·, 𝐺· | 𝐺𝑊 ) =
7/64

15/64
=

7

15
>

1

3

Це контрiнтуїтивно: чому iнформацiя про пору року народження несе
якесь смислове навантаження?

Насправдi це дає змогу уточнити, про якого саме з дiтей мова

Якби ми використали подiю «принаймнi одна з двох дiтей — дiвчинка, що
народилася 31 березня о 8:30», то результат був би ще ближчий до 1

2
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Додаткова iнформацiя

Рис. КЛ3.2.1б: подiї 𝐺·, 𝐺· (помаранчевий) та 𝐺· (синiй i помаранчевий разом)

Рис. КЛ3.2.1в: подiї (𝐺·, 𝐺·) ∩𝐺𝑊 (помаранчевий) та 𝐺𝑊 (синiй i помаранчевий
разом)

Шукана умовна ймовiрнiсть — вiдношення помаранчевих комiрок до
зафарбованих
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План лекцiї

1 Iнтуїцiя та визначення

2 Задача Гарднера про двох дiтей

3 Теорема Беєса та повна ймовiрнiсть
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Теорема Беєса

Теорема (Теорема Беєса (Bayes’ Theorem), КЛ3.3.1)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Для подiй 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, P (𝐵) > 0, справедливо:

P (𝐴 | 𝐵) =
P (𝐵 | 𝐴)P (𝐴)

P (𝐵)
(КЛ3.3.1)

Це безпосередньо випливає з визначення умовної ймовiрности

26 / 41



Закон повної ймовiрности

Теорема (Закон повної ймовiрности (Law of total probability), КЛ3.3.2)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Розгляньмо розбиття: Ω =
⋃︀𝑛

𝑖=1 𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗

Нехай P (𝐴𝑖) > 0 для всiх 𝑖

Тодi

P (𝐵) =

𝑛∑︁
𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖)P (𝐴𝑖) (КЛ3.3.2)
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Закон повної ймовiрности

Доведення.

Оскiльки 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 — розбиття, маємо

𝐵 = (𝐵 ∩𝐴1) ∪ . . . ∪ (𝐵 ∩𝐴𝑛)

До того ж (𝐵 ∩𝐴𝑖) ∩ (𝐵 ∩𝐴𝑗) = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗

Для неперетинних множин можемо застосувати адитивнiсть iмовiрности:

P (𝐵) = P (𝐵 ∩𝐴1) + . . .+ P (𝐵 ∩𝐴𝑛)
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Закон повної ймовiрности

Доведення.

Продовження...

Кожний перетин розпишiмо через умовну ймовiрнiсть:

P (𝐵) = P (𝐵 | 𝐴1)P (𝐴1) + . . .+ P (𝐵 | 𝐴𝑛)P (𝐴𝑛)

Зауваження (КЛ3.3.3)

Безумовна ймовiрнiсть P (𝐵) — це фактично зважене середнє умовних
iмовiрностей

Вагами виступають iмовiрностi обумовлюючих подiй

Правило Беєса зручно застосовувати у випадках, коли обчислення умовної
ймовiрности P (𝐴 | 𝐵) простiше звести до обчислення P (𝐵 | 𝐴) i навпаки
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Помилка обвинувачення

Приклад (КЛ3.3.4)

В 1998 р. Селлi Кларк (Sally Clark) обвинуватили в умисному вбивствi двох
новонароджених синiв

Свiдок-експерт заявив, що ймовiрнiсть смерти немовляти вiд синдрому
раптової дитячої смерти складає 1/8500

Смерть обох дiтей одночасно взагалi складає (1/8500)2, або 1 на 73 мiльйони
випадкiв

Вiдтак, стверджував експерт, Селлi невинувата з iмовiрнiстю 1 на 73
мiльйони

Що тут не так?
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Помилка обвинувачення

Приклад (КЛ3.3.4)

Продовження...

Експерт переплутав двi умовнi ймовiрностi

Нехай 𝐼 =«обвинувачений невинуватий»

Нехай 𝐸 =«дитина загинула внаслiдок синдрому»

Експерт зазначив, що ймовiрнiсть P (𝐸 | 𝐼) дуже мала
Але нас цiкавить iнша ймовiрнiсть:

P (𝐼 | 𝐸) =
P (𝐸 | 𝐼)P (𝐼)

P (𝐸)
=

P (𝐸 | 𝐼)P (𝐼)

P (𝐸 | 𝐼)P (𝐼) + P (𝐸 | 𝐼𝑐)P (𝐼𝑐)

Тобто ймовiрнiсть невинуватости пiсля того, як смерть уже сталася

Апрiорна ймовiрнiсть P (𝐼𝑐) надзвичайно мала
Осiб, якi вчинили подвiйне вбивство, у суспiльствi не так уже й багато!

А тому весь дрiб дуже близький до 1

Селлi Кларк випустили через 3 роки перебування у в’язницi
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Тестування на наявнiсть хвороби

Приклад (КЛ3.3.5)

Нехай пацiєнта тестують на наявнiсть дуже рiдкого захворювання

На нього страждає 100𝑝1 вiдсоткiв населення

Якщо результат тесту позитивний, то вважають, що пацiєнт хворий

Нехай 𝐷 =«пацiєнт хворий», 𝑇 =«результат тесту позитивний»

Тест має такi параметри:
Чутливiсть: P (𝑇 | 𝐷) = 1− 𝑝2, тобто ймовiрнiсть хибнонегативного
результату є 𝑝2
Специфiчнiсть: P (𝑇 𝑐 | 𝐷𝑐) = 1− 𝑝3, тобто ймовiрнiсть хибнопозитивного
результату є 𝑝3

Чому дорiвнює ймовiрнiсть, що пацiєнт насправдi хворий?
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Тестування на наявнiсть хвороби

Приклад (КЛ3.3.5)

Продовження...

Згiдно з правилом Беєса та законом повної ймовiрности:

P (𝐷 | 𝑇 ) = P (𝑇 | 𝐷)P (𝐷)

P (𝑇 )

=
P (𝑇 | 𝐷)P (𝐷)

P (𝑇 | 𝐷)P (𝐷) + P (𝑇 | 𝐷𝑐)P (𝐷𝑐)

=
(1− 𝑝2) · 𝑝1

(1− 𝑝2) · 𝑝1 + 𝑝3 · (1− 𝑝1)

Наприклад, якщо 𝑝1 = 0.01, 𝑝2 = 𝑝3 = 0.05, матимемо P (𝐷 | 𝑇 ) ≈ 0.16

Тобто тест не помиляється з iмовiрнiстю 95%, але пацiєнт хворий з

iмовiрнiстю 16%!

33 / 41



Тестування на наявнiсть хвороби

Рис. КЛ3.3.1
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Тестування на наявнiсть хвороби

Приклад (КЛ3.3.5)

Продовження...

Нiчого дивного тут немає, адже треба враховувати апрiорну ймовiрнiсть
(яка дуже низька)

Хворi 100 осiб iз 10 000

Серед позитивних результатiв:
95 iстиннопозитивних
495 хибнопозитивних

Вiдповiдно, бiльшiсть осiб iз позитивним результатом тесту насправдi
цiлком здоровi
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Обумовлення декiлькома подiями

Твердження (КЛ3.3.6)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜, P (𝐵 ∩ 𝐶) > 0

Тодi

P (𝐴 | 𝐵,𝐶) =
P (𝐵 | 𝐴,𝐶)P (𝐴 | 𝐶)

P (𝐵 | 𝐶)
(КЛ3.3.3)

Твердження (КЛ3.3.7)

Нехай маємо вимiрний простiр (Ω,𝒜)

Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 — деяке його розбиття

Нехай P (𝐴𝑖 ∩𝐵) > 0 для всiх 𝑖

Тодi

P (𝐵 | 𝐶) =

𝑛∑︁
𝑖=1

P (𝐵 | 𝐴𝑖, 𝐶)P (𝐴𝑖 | 𝐶) (КЛ3.3.4)
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Повторне тестування на наявнiсть хвороби

Приклад (КЛ3.3.8)

Розгляньмо повторний тест пiсля позитивного результату

Нехай 𝑇1 i 𝑇2 — позитивнi результати за 1-им i 2-им разом

Маємо:

P (𝐷 | 𝑇1 ∩ 𝑇2) =
P (𝑇1 ∩ 𝑇2 | 𝐷)P (𝐷)

P (𝑇1 ∩ 𝑇2 | 𝐷)P (𝐷) + P (𝑇1 ∩ 𝑇2 | 𝐷𝑐)P (𝐷𝑐)

=
0.952 · 0.01

0.952 · 0.01 + 0.052 · 0.99 ≈ 0.78

Цей же результат можна дiстати послiдовно:
Ми вже знаємо P (𝐷 | 𝑇1) = 0.16
Тому

P (𝐷 | 𝑇1, 𝑇2) =
P (𝑇2 | 𝐷,𝑇1)P (𝐷 | 𝑇1)

P (𝑇2 | 𝐷,𝑇1)P (𝐷 | 𝑇1) + P (𝑇2 | 𝐷𝑐, 𝑇1)P (𝐷𝑐 | 𝑇1)

=
0.95 · 0.16

0.95 · 0.16 + 0.05 · 0.84
≈ 0.78

Повторний тест збiльшує ймовiрнiсть того, що пацiєнт справдi хворий, iз
0.16 до 0.78!

37 / 41



Обумовлення декiлькома подiями

Зауваження (КЛ3.3.9)

Непринципово, якi саме подiї вважати обумовлюючими:

P (𝐴 | 𝐵,𝐶) =
P (𝐶 | 𝐴,𝐵)P (𝐴 | 𝐵)

P (𝐶 | 𝐵)
=

P (𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶)

P (𝐵 ∩ 𝐶)
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Парадокс Симпсона

Приклад (КЛ3.3.10)

Табл. КЛ3.3.1

Метод А Метод B
Операцiй Успiшних Вiдсоток Операцiй Успiшних Вiдсоток

Малi 87 81 93% 270 234 87%
Великi 263 192 73% 80 55 69%
Разом 350 273 78% 350 289 83%

Розгляньмо результати лiкування малих та великих каменiв у нирках двома
рiзними методами

Метод А для кожної категорiї лiпший

Проте загалом метод А гiрший

Як таке може бути?
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Парадокс Симпсона

Приклад (КЛ3.3.10)

Продовження...

Нехай 𝑆 =«лiкування успiшне», 𝐴 =«застосовано метод A»,
𝐵 =«застосовано метод B» (очевидно, що 𝐴 = 𝐵𝑐), 𝐶 =«лiкували малi
каменi»

Тодi

P (𝑆 | 𝐴) = P (𝑆 | 𝐶,𝐴)P (𝐶 | 𝐴) + P (𝑆 | 𝐶𝑐, 𝐴)P (𝐶𝑐 | 𝐴)

P (𝑆 | 𝐵) = P (𝑆 | 𝐶,𝐵)P (𝐶 | 𝐵) + P (𝑆 | 𝐶𝑐, 𝐵)P (𝐶𝑐 | 𝐵)

Iмовiрностi успiшного лiкування P (𝑆 | 𝐴) i P (𝑆 | 𝐵) є зваженими
середнiми ймовiрностей успiшного лiкування каменiв певного типу

Ваговими коефiцiєнтами є P (𝐶 | 𝐴), P (𝐶𝑐 | 𝐴), P (𝐶 | 𝐵) i P (𝐶𝑐 | 𝐵) —
частоти вiдповiдних операцiй
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Парадокс Симпсона

Приклад (КЛ3.3.10)

Продовження...

Якби ваговi коефiцiєнти були однаковi, парадоксу не було б

Але
P (𝐶 | 𝐵) > P (𝐶 | 𝐴) , P (𝐶𝑐 | 𝐵) < P (𝐶𝑐 | 𝐴)

На наших даних

P (𝑆 | 𝐵) = 0.87 · 270
350

+ 0.69 · 80

350
≈ 0.83

P (𝑆 | 𝐵𝑐) = 0.93 · 87

350
+ 0.73 · 263

350
≈ 0.78

У загальному випадку, проблема є, коли присутнiй завадний чинник
(confounder), як тип каменю у нашому прикладi

Iнший вiдомий приклад:
Вступ в аспiрантуру Унiверситету Калiфорнiї в Берклi (1973 р.)
Набрали бiльше чоловiкiв, нiж жiнок ⇒ звинувачення в дискримiнацiї
Проте насправдi в бiльшостi факультетах набрали бiльше жiнок
Просто жiнки подавались на факультети з вищим конкурсом
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